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Merkwürdige  Erweiterung    der  Formeln   der    ebenen 

Trigonometrie    auf  ein   System    von    drei  sich    nicht 

schneidenden  Geraden  im   Räume. 

Von 

fi^ln  Herausg<&ber. 


§.  1. 

Den  beiden  Punkten,  in  denen  zwei  gerade  Linien  im  Räume 
von  Ihrer  kflrzesten  Entfernung  getroffen  werden »  und  dieser  kür- 
zesten Entfernung  selbst^  hat  man  bis  jetzt  nicht  diejenige  Auf- 
merksamkeit geschenkt,    welche  dieselben  nach  meiner  Meinung 
in  hohem  Grade  verdienen»    Im  Besitz  einer  grossen  Anzahl  be- 
merkenswerther,  die  in  Rede  stehenden  Punkte  betreffender  Rela- 
tionen, welche  ich  nach  und  nach^  so  wie  es  Zeit  und  Umstfinde 
gerade  rerstatten   werden ,    zu  veröffentlichen  gedenke ,    will  ich 
fiir  Jetzt   in  diesem  Aufsatze  zeigen >   wie  sich  die,    ein  System 
von  drei  sich  gegenseitig  schneidenden  Geraden  betreffenden  For- 
meln der  ebenen  Trigonometrie  in   merkwürdiger  Weise  auf  ein 
System    Von   drei  sich   nicht   schneidenden   Geraden   im  Räume 
erweitern  lassen.    Dazu  ist  es  zuvorderst  nuthig,  die  Formeln  zur 
allgemeinen  Bestimmung  der  beiden  Punkte,  in  denen  zwei  {gerade 
Linien  im  Räume  von  ihrer  kürzesten  Entfernung  getroffen   wer- 
den, welche  ich  in  der  Folge  der  Kürze  wegen  die  Punkte  der 
kürzesten  Entfernung  der  beiden  in  Rede  stehenden  geraden 
Linien  nennen  werde,  im  folgenden  Paragraphen  in  einer  solchen 
^eise  zu  entwickeln,  wie  ich  dieselben  bei  der  weiteren  Darsfei- 
Imig  der  Theorie  der  Punkte  der  kürzesten  Entfernung  gebrauchen 
tverde,    wobei  ich  mich,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird, 
Btets  rechtwinkliger  Coordinaten  bedienen  werde. 

Tfceil  ICXXV.  •  l 


•  •      ,  •  •    • 
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i'fftunift:  Merlacürtt.  TßrweiUr.' der  Formeln  der  ebenen  Trfgonom. 

§.2. 

Die  Gleichungen   zweier  geraden  Linien  im  Räume  8eien  im 
Allgemeinen :         ' 

cos  cTq        cor  ß^.       cos  Vo 

I) 

coscifi       cos/?|       cosyi 

Die  Punkte  der  IcQrzesten  Entfernung  dieser  beiden  Geraden,  so 
wie  dieselben  auf  der  ersten  und  zweiten  Geraden  liegen,  seien 
respective  (^oi^oi'oi)  und  (^loyio^io);  ^'^o  baben  wir  die  Glei- 
chungen : 


2) 


I       COSOo 


j^oi — ^'o  __yor— ^0  __  ^1 — go  _.  Q 

CO8/?0  COS^Q  ^' 


( 


^10—^1  _.  yio""^i  _  ?Lq_"7^»  ^  (; 
coscTi  cos/?i  cosyi  *^' 


Weil  die  kürzeste  Entfernung  durch  die  beiden  Punkte  (.Toi^oi^oi) 
und  (^loyio^io)  S^^^>  ^^  ^'"^  >^r®  Gleichungen: 

^■^J^oi   _  y— ypi  ^  —  ^01 

^1 — ^10     yoi  —  .Viü     *oi  —  *io 

3)    .    .    .      {  oder 

x—xio  _  y— yio  _  g— iio  . 
*oi "~  ^10    yoi  — yio    ^1 ""  *io 

und  da  nun  die  kürzeste  Entfernung  bekanntlich  auf  den  beiden 
gegebenen,  durch  die  Gleichungen  1)  charakterisirten  Geraden 
senkrecht  steht,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie : 

I  (oToi  -ar,o)co««?o+(yoi  -yiü)co8/?o+f «oi  -  2io)co8yo=0, 

f  («Ol  -«io)cosa, +(yoi  -yio)cosft  +(:oi  -2,o)cosyi=0. 

Nach  2)  hab<^  wir  die  folgenden  Gleichungen : 

!«oi  =  öo  +  Cry4  coso^, 
yoi  =  Äq  +  Goi  cos/Jo, 
2oi  =  Co  +  6oi  <^os  yo 
und 


auf  ein  Spsiem  vom  drei  sicA  nicki  ickneidenäem  Germden  im  iiaume.  3 

ÄflO  =^1  +  GioCO«/?!, 
ho    =Ci  +  GioC08y|; 

ahn  ist  nach  4) : 

(Wo  —  a|  +  Gqi  cos  05  —  Gio  COSCTi)  cos  Uq 

+  (^0  -  ^  +  &01  cos/Jo—  Giocosft)  coaßo  ^  =ff, 
+  (<?o  —  ^1  +  ^01  cos  Yo  —  Gio  cos  yi)  cos  yo 

(ii0—  Ol  +  Goi  cos  Oq  —  Gl  0  cos  «i )  cos  «1 
+  (Äo— Ä,  +  Goi  cosj5o—  GioCosft)cos/?i  J  =0; 
+  (Cq—  Ci  +  Goi  cos yo  —  6'io  cos  yj)  cos  y, 

ffils^lich,  wenn  wir  den  von  den,  durch  die  Winkel  a^^,  ßQ,  y^  und 
^1  p  ßi»  7i  hestimmteo  Richtungen  der  beiden  gegebenen  Geraden 
eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  Tf^oi 
bezeichnen,  und  demzufolge 

7)   .  .  cos  Wqi  =cosceoCoscr|  -|-  cos/3oCOS)3|  -f  cosyocosyi 

setzen  : 

(Urt—  Ol )  cosö^  +  (60—  A| )  cos/3o+(Co— c, )  cosyo+  Goi — f'io  cos  IFoi  =  0, 
(oo— fli)cosai+(Äo— ^i)cosft+(co-Ci)cosyi+GoiCoslF;,i— G,o=0; 

fft'oraus  sich  durch  gewöhnliche  Elimination  sehr  leicht  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

(  «0 — fl| )  (cos  Oq  —  cos  0|  cos  Woi ) 
+  (*ü  — ^i)(co8i5o-  cosft  co8  W^oi)  ^  =  -  ^01  *""  W'oi'» 
+  (Co— Ci)(cosyo  —  cosyicos  W^i) 

(flo  —  «1)  (cos  «1  —  CO»  «0  C08  Wqi  ). 
+  (Öq  —  Ä,)  (cos ßi  —  COS ß^i C08  »f  Ol )  ?  =      Cio  sin  W^n^ ; 
+  (^o  —  ^i )  (co«  yi  —  COS  yo  COS  W^«, ) 

/olgUeh   fOr   Goi  und  Gio  die  beiden  folgenden  Ausdrucke  ergeben : 

1* 
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(«1  —  Ho)  (cos  o^  —  cos  «1  cos  IFoi) 
+  (*!--  6o)  (cos  A>  -^  cos  ßx  cos  Wo\  ) 


8) 


^    _   l  +  (C|  —  Cq)  (cos  yo  —  cos  y,  cos  W^^i ) 
^^^^  sin  Woi* 


I 


(ÖO  —  Hl)  (cOSCTi  —  COSOqCOS  W^oi) 

+  (Äo  —  6i)  (eosft  —  cos/?oCos  PFoi) 

[    />    _    \  +  (go— ^i)  (cogyi  —  cosypcos  Wpi)  ) 

sin  Ptoi 

Die  Coordinaten  x^n  y^i,  2oi  und  ;r|o»  yio»  ^lo  ^^^^  beiden 
Punkte  der  kürzesten  Entfernung  werden,  da  man  Gqi  und  Gio 
kennt,  unmittelbar  durch  die  Formeln  5)  und  6)  bestimmt. 

Bezeichnen  «vir  die  kürzeste  Entfeniung  der  beiden  gegebe- 
nen Geraden  von  einander  durch  £^0,1,   so  \»t: 

9)  .  .  .  iBoi*  =  (aroi— Ä',o)*  +  (yol-ylo)*  +  («ol~«lo)*• 
VVegen   der    beiden   Gleichungen   4)   kann    man,    wenn    (»    einen 
gewissen  Factor  bezeichnet,  setzen: 

jToi  —  OTio  =  G  (cos  ßQ  cos  Yi  —  cos  yo  cos  ßi ) , 

10)  .  .     ^  yoi  — yio  =  G(cosyoCOsa|  —  cosoocosyi), 
Zoi  —  2|o  =  G(cosaoCos/?i — cos/?oC08a|) ; 

woraus,  weil 

(cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  »1  )*  +  (cos  /?o  cos  yi  —  cos  yo  cos  ßi  )* 

+  (cos  yo  cos  «1  —  cos  «o  cos  yj  )* 
=     (cos  Oo*  +  cos  j5o*  +  cos  yo*)  (cos  «i  ■  +  cos  A  * + cos  yi*) 

—  (coscKoCosai  -f  co8j9!ocos/9|  -|-  cosyocosyi)* 
=     1 —cos  PFoi*  =  »""  Woi* 
ist,  in  Verftindung  mit  9)  sogleich 

11) Eoi^=zG*sinWoi^ 

folgt    Nach  5)  und  6)  ist: 

.Toi  — ^10  =  ^O  —  '^Ti  +  601  COS  «0  —  G|o  CO«  Og  , 

.Voi  — yio  =  ^o—  ^1  +  Gm  co8/?o—  GioCOBßi, 
2^01  —  •,o  =  ro— Ci  +  Goicosyo— Giocosy, ; 


••  --I 


auf  ein  Säuern  von  drei  eich  nicki  ickneidenden  ßernden  im  Räume.  5 

also,   weil 

coneQ(conßoCo»Yi'^eoBYoCOBßi)-i-co8ßo(eoByoCOBai  —  coso^cosyi) 

-|-  cos  Yq  (cos  «q  cos  ßi  —  cos  /?o  cos  «1 )  =:  0  9 

conci  (co8/3oCosyi  — cosy^coiißi)  "f  cosßi  (cosyocosofi  —  cosoocosyi) 

4-  cos  yi  (cos  o^  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  crj)  =  0 
ist: 

12)  ...  .       (:roi— ^loXcos/^ocosyi— cosyocös/}|) 

+  (yci  —  »loXcosyoCos«!  — cosaocos)^i) 

+  (*01    —  «lo)(COSOöCOSft— COSj5oCOS«i) 

=     («o— «iXcos/JoCosyi  -—cosYQCOBßi) 
+  (fto — ft|)(cosyoCOSci  ~cosfl^cos/|) 
.+  (co — Ci)(co8a^cosft  —  cos/S^costti). 
Nun  Ist  aber  nach  10) 

(a:oi  —  ar,  o)  (cos  ß^  cos  yi  —  cos  Yq  cos  ft ) 
+  dfoi  — yio)  (cosyocos«!  —  cosoöcosyi) 

+  (»01   — «lu)(C08«Ö<^0Sft — COS/^oCOStti) 

=  Gt(cos«o<^<^A — cos/^ocosoi)^  4-  (cos/?oCosyi— cos/ocos/?i)^ 

+  (cos  yo  cos  «1  —  cos  a^  cos  yi  )* 
=  Gsin  »Fat*, 

also  nach  12): 

(«0— «iXcos/J^cosyi  — cos/o  cos/^) 
+  (6o — 6i )  (cos  yQ  cos  «i  —  cos  «^  cos  Yi) 

•Q\        /^       ^  +(iV)— Ci)(cosfl^cosft  —  cosftjcosai)  ' 

13)  G  = sintFoi> ' 

folglich  nach  11)  offenbar: 

(«o— «i)(co«A)Cosyi  — cosyocos/l 

+  (^0  "~  *i)  (^®*  7o  CO«  «1  —  cos  0^  cosy 

^         jj    ,,■  t  +(C6— Ci)(cosgocosft~cos<gocosa|; 
^        ^'  sin  Woi 
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indem  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenaohdcfD  der  Zähler  des  Bruchs  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens positiv  >oder  negativ  ist.    Nach  13)   und  14)  ist 


15) G  =  ±I: 


^ox 


sin  IFoi ' 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grosse 

{qq  —  «1 )  (cos /^o cos yi  —  cos y^  cosßi) 
+  (^o  —  ^i)  (cos  Yo  cos  «1  —  cos  «ü  cos  /i) 
+  (Co  *^  ^1 )  (cos  oo  cos  ßi  •»—  cos  i^o  cos  Ol ) 
positiv  oder  nefgativ  ist. 

Aus  8)  erhall  man  leicht  durch  Addition  und  Subtraction : 

(oq — Ol) (cos  «i  —  cos Oq)  (1  +  cos  Woi ) 
+  (6o — 6, )  (cos ßi  —  cos  ßo)  (1  +  cos  W^i) 

g^     ,^,    _\  +(co  — ei)(cosyi  — cosyo)(l+cos  W^oi)  ) 
^«*  +  ^*^~ sin  FFoi* • 

((/(,  —  Hl)  (cos  of,  +  cos  «o)  (1  —  cos  Ifoi)   j 
+  (6o  —  6, )  (cos  ßx  +  cos  /3o)  (1  —  cos  FFoi )  V 
>,         -.,    __       (   -Kcq— C|)(cosy|-f  cosy^)(l~cosiyoi)  1  . 


folglich  offenbar: 


16) 
(«o  — «i)8inl(ao— o,)8i«1^0o  +  «,)  , 
+  (6o-Ai)8inl(/?«-A)sinit|Jo4A)  ( 


/;    x.fi    _       V  +(Co— Ci)8iDl(yu— yi)8ini(yo  +  yi)  ) 

6o,  +  er,o ^vw;^ ' 

(«0  — «i)c«8t(«b-«i)co8i(<<i-fit,)  . 
^-   _^   ^ _  (  -f  (cq  —  C| )cos  UiKo-^yi)  cos i(yo+ yi) 

COSjlVoi 


Nach  5)  und  6)  ist: 


•     •  ■ 


± 


tm fein  Sgstem  ton  drei  steh  nicht  tckneldetuleH  Geraden  im  haume.  7 

17) 

eo8o^    -*•    cosoTi  cos^o  co8/3i  cosyo         cos/i 

=  6oi  ±Gio. 

Aach  bemerke  man  die  folgenden,  unmittelbar  aus  15)  und  10) 
ergebenden  Formeln : 

18) 

^1     :__ ^01  — J^io yoi  — yio 

sin  IFoi      co8/?ocosyi  —  cos^cos/^i      cos/oGosoi  —  cosoocosi^i 

^I — ^10 

cos  €«0  cos  ßx  ~~  cos  Ä)  cos«!  * 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  die  Grosse 

(äq — Ol)  (cos  ß^  cos  fi  —  cos  yo  cos  ft  ) 
+  (^0  —  ^1 )  (cos  yo  cos  «1  —  cos  Oq  cos  yi ) 
+  (c^  —  Ci)  (cos  Oo  cos  ft  —  cos  /So  cos  a, ) 

positiv   oder  negativ  ist. 


§.  3. 

Wir  wollen   jetzt   ein   beliebiges    »System   von    drei   geraden 
L«inien  im  Räume  betrachten,  deren  Gleichungen 

cosoq      cosj^o  ""cosyo  * 

jv;     .     .    .    •       <    = 5-  = * 

cosaj       cospi      cosyi 

cos  a^  ~"  cos  ^      cosy« 

sein  mögen,  wo  bekanntlich  (a^b^c^t  (^i^jCi),  (oJ^c%^  drei  belie- 
bige ,  in  diesen  geraden  Linien  liegende  Punkte  sind.  Wir  wollen 
Im  Folgenden  diese  drei  geraden  Linien  der  Kürze  wegen  bezieh- 
vDgswaise  die  Gerade  (0),  (1),  (2)  nennen,  und  werden  alle  im 
vorhergehenden  Paragraphen  eingefOhrten  Bezeichnungen  ganz  in 
ihnlicber  Weise  auch  fernerhin  gebrauchen,  mit  dem  einzigen 
Coterschiede,  dass  wir  von  jetzt  an  statt  W^i,  Tf^n,  W^  kOrzer 
bloss    Ha,  Tfo,  Wi  schreiben  werden. 
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Setzen  wir  nun: 

!(wi  —  a^  (cös  «0  —  cos  a|  cos  W^^  \ 

+  (^i  -  ^o)  (CO»  ßo  —  cos  ft  cos  W^)  ^ 

_       +  (g|— gpXcosyo  --  cos  yi  cos  >Fa)  ' 

(«r^— «o)  (cosoo  — cosfl^cos  PF|) 

+  (6t— 60) (cos j3o— cos ^ cos  Ifi) 

_  l    +  (ca— Co)(cosyo-- cosy^cosIFi)   J , 
^o*—  sinFF,« 

so  ist  nach  5) : 

^01  =«0+  Goicos«^,  arot  =  «o+^oscosao» 

yoi  =^0  +  Goi  cos/Jo.  yoi  =^0+  &'oaCos/Jo» 

«Ol  =<?e+ ^oico«/©;  «oa  =Co  +  Ga»co8yo; 
also : 

J?01  — ^02  —  (^01  —  Go»)  COSOq, 

yoi  —  yoi  =  (Gol  —  G02)  cos  ft» 
«Ol  — '  «0-2  =  ,(^01  —  G02)  cos  yo. 

■ 

Weil  (äo^oCo)»  (^i^i^^i)»  (''169^2)  drei  ganz  beliebige»  in  unsere 
drei  Geraden  liegende  Punkte  sind,  so  ist  es  offeBbar  verstatte 
^u  setzen: 

00=^01»     6o=yoi»     Cö=2oi» 
«1=^10»    6i=yio*    ^i  =  «io5 

Dadurch  ivird  zuvSrderst: 

(^10 — ^oi)(cosao  —  coscTjCOs  W%^ 
+  (yio — yoi)  (CO«  ffo — cos  ft  cos  IFj) 
4-  (i|o  -  tpi)  (cos  yo— cos  yt  cos  W^ 

folglich  nach  4)  offenbar  Goi^Oy   ^"d  daher  nach  denn  Vorhe 
gehenden ; 

^01  — ^02=  — ''OlCOSOo, 
yoi  — yo2=  —  GoiCOS/?o, 

«Ol  —  «0*  =  —  ^oi  COS  yq. 


umf  ein  SpMtem  vom  drei  sich  nicAi  sckneieiendtH  Geraden  im  Ranme.  Q 

Feroer  ist: 

(«10— aroi)(co«a^-co8«2C08H\) 

+  (yM>  — yoi)  (cos  A)  —  COH/JjCO«  IFi) 

^   _  L  +(%)— gpiXcogyp— co<»y2cogt^i)  3 

folglich  9  weno  man 

«10— «oi=(*to — ^ot)""  (*oi — ^«l)» 
Hsi  —  yoi  =(y»— Jfo«)— (»Ol— y«i). 

setzt»  weil  nach  4)  offenbar 

(o^  -  x^  cos  «0  +  (y^ — .Voa)  cos /Jo  +  («lo  —  ^^o«)  cos  y«  =  0 . 
(«io-"«o«)co8«i+(yio -yoa)cos/Si  +  (zio— «o«)cosyi=0 
ist: 

(a?oi  —  «0«)  (cos  Co  —  cos  o^ cos  PFg) 


Sv^^OI — •«'0*/ %*'"•••* 0  —  wo  1*2  wo  VW  Iß  % 
+  (yoi  — yo«)  (cos  Po  —  cos  /JiCOS  Wi)  \ 
+  (a^oi  —  'oa)  (cosyo  —  cosy,  cos  Wi)  i 


'^«•-  sin  »Fl«  • 

Also  bt  nach  dem  Vorhergehenden: 

20) 

f       (^01  ■"  ^oa)  (cos «o  —  cosoicos  Wi)    . 

<  +  (Sfoi  — Äfoa) (cos  /Jo — cos /?iCos  »Fi)  ( 

_  C  -t  (a^oi  — 'oa)  (cosyo  —  cos y^ cos  »FQ   I 
«^oi ""  ^oa —  sin  »F  ^  """  ^^*  "*^ ' 

;(«oi""^oa)(cosao  —  cosoiCos  »Fi) 
+  (»Ol  — yoa)  (cos/Jo  —  cos/?iCos  »F, 
■f  (a^oi  —  W  (coByo  -  cos  ya  cos  »F»)  > 
Jfoi  —  yoa= g|n  fp^a cos/J„, 

(«Ol — «0«)  (cos  «o  —"  cos  Ol  cos  »Fl ) 
y  oa)  (cos  /Jo  —  cos/Ji  cos 


J  +(yoi- 
«Ol  —  'oa — 


*oa)  (cosyo  —  cosyi  cos 
foi  — 'oa= ^— = siiTW"* ' cosyo. 


»■ 
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Setzen  wir  ferner,  was  verstattet  ist: 

00  =  0*02,      6o  =  y029      C0=202; 

«i=a?io,    6|=yio,    Ci=no; 

80  wird  zuvörderst: 

(«a^Ä  — ■«KB)(co8ao — cosfl^cos  W{) 
ym)  (cos  ßo  --  cos  ß%  cos  Wi ) 


^    _  ^ ,_v-4« Z02)  (cos  yo  —  cos  y^  cos  TFt ) 

folglich  nach  4)  oiTenbar  6*os=0,  und  daher  nach  dem  Obigen 

^1  —  ^  =  CoiCosyo. 
Ferner  ist: 

(äio — ^uf)  (cos  o^ — cos  tLx  cos  IF^ 
yoj)  (cos  /5o — cos  /?!  cos  FF^) 
3tn)  (cos  yo — cosy,  cos  W^ 
'  sinifä*  ' 

folglich,  wenn  man 

JTlO  —  JTo»  =  (^10 ^01 )  +  (^01  ""  *oi)  > 

Wo  —  .yo«  =  (yio— yoi)  +  (yoi  -  ycm). 

*io  —  *oi  ==(^10  —  *oi)  +  (*oi  7"  ^) 
setity  well  nach  4) 

(jr,o— a?oi)co8oo  + (yio— yoi)co«/^o  +  («10  — *oi)«o«yo  =©•► 
(a:,o— «öi)c<>»«i  +(yio— 3roi)co«A  +  (*io— 4i)cosyi=0 

ist: 

(aroi  —  ar^t)  (cos  «^ — cos  «i  cos  W^ 

+ (yoi  —  yo«)  (cos  /So — cos  ft  cos  wy 

^, + («Ol  —  gp») (cosro  —  cosyi  c<»g  **•) 

^0»  -  sin  MV^ 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


auf  ein  System  von  drei  sich  nicM  schneidenden  Geraden  im  Räume,  1 1 

.   -21) 
(aToi^a:«)»)  (cos  Co  —  cosaj  cos  W%^ 
+  (yoi  —  yoa)  (cos/Jo  —  cos  ft  cos  W^ 
__  ^  +  (»Ol  —  W  (cQgyo  —  CO«  n  eos  W^ 

{x^i  —  .^Toa)  (cosao  —  cos  er,  cos  W%) 
yo*)  (cos  /?o  —  cos  ft  cos  W|) 


<  +(yoi— < 

•    ^  +(^i  ""^ 


(a?oi  —  ^0«)  (cos  cro  —  cos  a|  cos  Ifj) 
+  (^01  —  Vfn)  (cos  /?o  —  cos  ft  cos  IF,) 
C  -Kiqi  —  gpf)  (cosyo^cosyi  cos  W^a)  3^^.^ 

Multiplicirt  luao  die  Gleichungen  20)  uoci  21)  nach  der  Reibe 
mit  cosooy  cos /3b,  cos/Oj  und  addirt  dieselben  dann  in  beiden 
Fällen  zu  einander,  so  erhfilt  man,   wenn  der  Kürze  wegen 

22)    JEo=  (xoi—x^ cos flfo+(yoi -yo») cos jSo+(2oi  —ha) cos yo 
gesetzt  wird : 

-,  _  Eq — I  (aroi— a?a2)  cos  ttg+(yoi— yo2)  cos  /?a+(2oi — iog)coHyal  cos  lf\ 
^<> ""  sin  Wi* 

^       JEki— {(JPI— jr(«)cesft|+(3^i---ytt)cosft+(2Di— X02)cos)r||cosTy3 

«voraus  sogleich 

i£ocos  IFi=(^oi— ^(tt)  cos  a4+(yoi— y«)  cos  /3,+(2oi— 2«)  cos  y», 
£b  cos  IFt=(^oi — ^«)  cos  aj  +(yoi— y(ß)  cos  ft  +(201—102)  cos  yi 
folgt- 


§.  3. 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  GeoHietrle  ^)  ist  die  durch 
die  Formel  22)  bestimmte  Grösse  Eq  die  Entfernung  des  Punk- 
te« (^oiyöi'oi)  ^<^n  'cm  Punkte  (^os^otZos),  wenn  man  diese  Ent- 
feriiang  als  positiv  oder  negativ  betrachtet^  jenachdem  der  Punkt 


*)  M.  t.  Archiv.  Thl.  WXIV.  S.  131.  und  S.  132.  Nr.  16. 
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(^01^01  ^oi)  ^on  ^^i^  Punkte  (oTot^osW  ^^^  gerechnet  auf  dem 
durch  die  Winkel  cro»  i^o»  y^  bestimmten  TheiJe  der  Geraden  (0) 
oder  auf  dem  entgegengesetasten  Theile  dieser  Geraden  lie^t. 

• 

Man   kann  nun  aber  auch  leicht  den  folgenden  allgemeinen 
Satz  beweisen.    Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  seien 

X — a y — b  _^  % — c 

coso  ~"cos/J  ~"  cosy 

und  (xonoiio)  und  (xijfi»i)  seien  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume» 
deren  Projectionen  auf  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  wir 
respective  durch  (troooioo)  und  (uiViWi)  bezeichnen  wollen.  Dann 
ist  bekanntlich^): 

tio  — a  =  {(aro — «)cosa+(yQ  — 6)co8j5  +  («o — c)cosy|co»a, 

.4» 

ro — b  ={(.ro  — a)co8a+(//o— Ä)cos/S-Kxo  — c)co»7Jco8p, 
tro— <?  =  l(aro — rt)cos«+(i/o— ft)cos/?+  (lo  — c)co8y}co8y 

und 

iij  '~a=^\(Xi-^ä)co8u-t-(ffi'-^b)coBß+(xi^'C)coBY]eoB9[f 
Vi  — ft  =  |(af|— a)cosa+(y|— Ä)co8j5-Kti — «r)co8y|co8/9, 
tOi— e  =  t(:r|~a)co8CK-|-(yi— 6)cos|3-|-(2i  —  c)co8y}co8y; 

folglich  dnrch  Subtraction: 

.1C|  ..  UO  =  ((OTi  —  :ß0)  cos  a  •f.(y|  —  yo)  cos /} -f  (Z,  —  20)  €08  y  I C08  o, 

0,  — to={(:ri— aro)cosa4-(yi  --yo)cos/5  +  (zi— 2o)co8y)co8/J, 
toi  —  fOO=l(«i  — aao)cosa  +  (yi— yo)co8/S+(2|  — 2o)€o«ylco8y ; 

also ,  wie  sogleich  erhellet : 

(«1  —  Mo)<508a  +  (vi  — üo)co8/J  +  (lOi  — fro)cosy 
=  (oTi— aro)co8«  +  (yi— 3ro)co8/J  +  /zi— xjcosy. 
Ganz  eben  so  wie  oben  ist 

(mi — tCo)cosa  +  («1  —  Vo)€os/}-f(tOi  —  «ö)  cosy 

die  Entfernung  des  Punktes  (tfiO|toi)  von  dem  Punkte  (UoV^w^)i 
wenn  man  diese  Entfernung  als  positiv   oder  als  negativ  betradi- 


*)  A.  a.  O.  S.  158.  Nr.  73. 
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tet,  jenachdem  sie  von  deraf  Punkte  {Uoic^w,,)  aus  gerechnet  auf 
im  dorch  die  Winkel  a»  ß,  y  bestimmten  Theile  der  durch  die 
Gl^cbangen 

a?— a y — ä i — c 

cos  er       eos/5        cosy 

cbrakterisirten  Geraden  oder  auf  dem  entgegengesetzten  Theile 
dieser  Geraden  liegt.    Also  ist 

{xi  —  jro)cosa  +  (yi  — yo)co»/3  +  (»i  — 2o)cosy 

di«  Entfernung  der  Projection  des  Punktes  (jXiyiZi)  auf  der  in 
Rede  stehenden  Geraden  von  der  Projection  des  Punktes  (^»yo^) 
lof  derselben  Geraden»  wenn  man  diese  Entfernung  als  positiv 
oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  Projection  des  Punktes 
(fiyiZ|)  von  der  Projection  des  Punktes  {x^,y,z.)  aus  gerechnet 
aofdero  durch  die  Winkel  o,  /?,  y  bestimmten  Theile  der  durch 
die  Gleichungen 

X  —  a y  —  6 1  —  c 

cos«  ""  cosjJ  "^  cosy 

charakterisirten  Geraden  oder  auf  dem  entgegengesetzten  Theile 
fieeer  Geraden  liegt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes 
('•lyoi^oi)  auf  der  Geraden  (2)  von  der  Projection  des  Punktes 
('•t3f««2»s)  auf  derselben  Geraden ,  indem  man  diese  Eiitfernung 
als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  Projection  des 
Punktes  (^r.nyoi'oi)  ▼on  der  Projection  des  Punktes  (^o^yos^os) 
ausgerechnet  auf  dem  durch  die  Winkel  f>^j  ß%t  y%  bestimmten 
Tbeile  der  Geraden  (2)  oder  auf  dem  entgegengesetzten  Theile 
dieser  Geraden  liegt,  durch  (t^^, ;    ferner  die  Entfernung  der  Pro- 

Ijeetion  des  Punktes  (aro,yoi«„,)  auf  der  Geraden  (1)  von  der  Pro- 
jection des  Punktes  (^osyus^oa)  auf  derselben  Geraden,  indem  man 
diese  Entfernung  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem 
die  Projection  des  Punktes  (ar„,y^,,x„,)  von  der  Projection  des 
Panktes  {x^^^^Zq^)  aus  gerechnet  auf  dem  durch  die  Winkel 
^'  A^i  bestimmten  Theile  der  Geraden  (I)  oder  auf  dem  «ot- 
.  Kengesetzten  Theile  dieser  Geraden  liegt,  durch  (t^^i;    so  ist 

*ot=(^oi  ~^o«)cosa,  +  (yo,  — yoJcos/Ja  +(5«,  — 2ü,)cosy2, 
*•»  =  (^o  i  — ^o  «)  cos  ttjL  +  (y 0 ,  — y „ ,)  cos  ft  +  (lo ,  —  Xo«)  cos  y, ; 
f«^|ich  nach  23): 

E^eosWx^H^,    A:oCosW^,=  «,.i. 


14  Grtmerf:  Merkufürd.Eruelter.  der  Formeinder  ebenen  THgomm, 

Ueberhaapt  hat  man  unter  Anwendung  ganz  ähnlicher  Bezeich* 
nungen  hiernach  die  folgenden  Formeln:  ' 

(  £;oC08lf,=C„^.    £;oCoslV2=«o,; 
24)  ...     I  ^iCosR^5i=:«,^„    £1  COS  ?Fo  =:«!»; 

bei  denen  es,  wie  man  sogleich  übersieht,  bloss  darauf  ankommt, 
jeder  der  drei  Geraden  beliebig  eine  positive  und  eine  negative 
Richtung  beizulegen ,  und  dann  die  180"  nicht  übersteigenden  Win- 
kel PFo»  ^1»  Y^s  immer  auf  die  positiven  Richtungen  der  Gera- 
den zu  beziehen,  von  denen  sie  eingeschlossen  werden,  indem 
alles  Uebrige,  was  bei  diesen  Formeln  zu  beachten  ist,  aus  dem 
Obigen  ganz  von  selbst  erhellet. 


§.4. 

Wie  in  22)  und  analog  damit  setzen  wir: 

25) 
^o  =  C^oi  —.'«?««) cos«,,  +  (y„,  —  f/nJcos/J.,  -f  (^üx  —  2o2)co8yo, 
£,  =  (;r,a— a:,o)co8ai  +(^ia— yio)cos/3|  +  (2,«— 2i„)co8y,, 

wo  die  Bedeutung  der  GrOssen  Eoy  Ei,  Ef,  aas  dem  Obigen  voo 
selbst  erhellet    Dann  ist  nach  23): 

26) 

JB„  cos  »Fl  =  (a:,„  — OTo«) CO« «j  +  (y., ,  — y.„) cos ß,  +  (t,„  — 1„  J cos /«, 

£;„  cos  Wt  =  (a:., ,  —  ;r.,  J  cos  a^  -f  (y,. ,  — y,  .J  cos  ft  +  (2,,  j— loa)  «osyi ; 

ferner : 

27) 

JEiC0slF4=(a:,a— j:,..)cosao  +  (yi2— .yio)cos/?.,  +  (2,2— *io)C»S)'o' 
£tCos9Fo  =(j:i«  — a:,o)cosc,  +  (^i«  — ^iö)cos^j+(z,»— 2,  Jcosy»; 

und : 

28) 

£;2COsfF^  =  (ar,o^a:g,)coscfi  +(^«0— ^ai)«^«**/?! +(mo  — 22i)cosyi, 
£,cos»F4=(ar,o— ««i)cosa„  +  (y2„— .ya,)cos/Jo  +  (226— «ai)co8yo. 


a 
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Am  26)  and  27)  folgt  durch  Addition : 

Eq  cos  Wi  +  El  cos  W^ 

+  (y«i  — .y«»  +  STi»  —  yio)c«8A 

^^       (^«.1  ""^02    ■   »^it        ^10  T  ^20        ^'21  """^«o    I   «^9i)C08a2 

+(yoi  — ;/o«  +y,a  — yio  +.y2o— y«i  — y^o  +y,i)co8/?j 

—  (a:o«-^.io)cosaa— (^09— y«o)cos/?4— (2„a  — 2,Jcosy4 
+  (a?,,— ^,,)co8«a  +  (y,,-yat)co8/Sa  +  (r,^  — z,^)co87i 

-(ar,.— jr3,)cosaj|-(yao— yai)cos/?a— (220— 2,i)co8yt: 
Mch  4)  ist  aber : 

(^11— ^2i)co»ai  +  (yi2— ^21)  cos /?,  +  (!, ,  —  2„)cosy,  =  ü; 
also,  wenn  man  zugleich  25)  berQcksichtigt : 

Eq  cos  Wi  +  £1  cos  fFo 
=  (*«i  — ^io)cosO|  +  (y„i— y,o)cos/J»  +  (2„,— ZiJcosya-i;,^ 

oder; 

JE«  cos  r,  +  £1  cos  »F„  +  £, 

=  (^o  1  -  ^1 0)  CO»  ««  +  (,Vo  1  —  y  1 ..)  cos /3a  +  (lo  1 -- »1  o)  CO»  y^. 

Deberhaupt   hat  man  also  auf  diese  Weise    die  folgenden  (viei- 
drangen : 

29) 

/Jo  +  ^1  *'os  W^  +  £2  cos  Wi 
=  (^12- «21)  cosofo  +  0/i«-.y«)co8/?o  +(2,,  — 2„)cosyo, 

E^  cos  Wa  +  £Ji  +  iBa  cos  W^ 

=  (^,0— «JP«2)cosa|  +(y,„—y^Jcos/?i  +  (1^0  — io2)cosyj, 

liJo  cos  Wi  +  £J|  cos  If  ü  1-  E^ 

==(^oi— -^io)co8aa  +  (^oi— yio)cos/3a  +  (2^,— 2,o)cosya; 


16  Grünen:  Merku>ürd,  ErweiUr.  der  Formeln  der  ebenen  Trigonom. 
oder,  wenn  wir  der  KSrze  tvegen 

30) 

Pi  =  (^....  - ^o«)cö»ai  +0i..  — yoJcosft  +  (xao  — 2ot)co8y, , 

setzen : 

31)  ...  .     I  iBoC08»Fa  +  iBi+£;aC08lFo  =  Pi, 
'  £o  C08  VFi  +  £i  cos  fFo  +  i^9  ==  Ps- 

Nach  §.  3.  ist  Pu  die  Entfernung  der  Projection  des  Punktes 
(^iiyiihs)  ^^^  ^^^  Geraden  (0)  von  der  Projection  des  Punktes 
(x^y^i^i)  auf  derselben  Geraden,  wenn  man  diese  Entremang 
als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  Projection  des 
Punktes  (^nyiana)  von  der  Projection  des  Punktes  (^u^ti^ai)  i^o* 
gerechnet  auf  dem  durch  die  \Vinkel  cr„,  /?„,  /„  bestimmten  Theile 
der  Geraden  (0)  oder  auf  dem  entgegen  genetzten  Theife  dieser 
Geraden  liegt;  eben  so  ist  P|  die  Entfernung  der  Projection  des 
Punktes  (x^^y^^^z^^)  auf  der  Geraden  (1)  von  der  Projection  den 
Punktes  {sc^^yf^^x^^)  auf  derselben  Geraden,  wenn  man  diese  Ent- 
fernung als  positiv  oder  negativ  betrachtet  ^  jenachdem  die  Pro- 
jection des  Punktes  (^^e^ao^ieo)  ^'^^  ^^^  Projection  des  Punktes 
(^01909^02)  AUS  gerechnet  auf  dem  durch  die  Winkel  »1,  /9|,  71 
bestimmten  Theile  der  Geraden  (1)  oder  auf  dem  entgegengesetz- 
ten Theile  dieser  Geraden  liegt;  und  P^  ist  die  Entfernung  der 
Projection  des  Punktes  (^o  1^0 1^01)  »nf  de  Geraden  (2)  von  der 
Projection  des  Punktes  («a^io^ioZio)  auf  dernelben  Geraden,  wenn 
man  diese  Entfernung  aU  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenach« 
dem  die  Projection  des  Punktes  (^oi^oi^oi)  ^^^  d^'  Projectioa 
des  Punktes  (^',o^io<io)  ^^^  gerechnet  auf  dem  durch  die  Win* 
kel  «2,  ß^t  7t  bestimmten  Theile  (U*r  Geraden  (2)  oder  auf  dem 
entgegengef^etzten  Theile  dieser  Geraden  liegt.  Ueberhaupt  sind 
Po>  P\*  Pa  d>^  "A^^  ^®"  vorhergehenden  Bestimmungen  mit 
ihren  gehörigen  Zeichen  genommenen  Projectionen  der  kfirzesteo 
Entfernungen  der  Geraden  (I)  und  (2)  auf  der  Geraden  (0),  der 
Geraden  (2)  und  (0)  auf  der  Geraden  (I),  der  Geraden  (0)  und 
(I)  auf  der  Geraden  (2).  Liegen  die  drei  gegebenen  Geraden  in 
einer  Ebene  und  schneiden  sich  aleso  gegenseitig,  so  verschwin- 
den Pu ,  P| ,  Pt  siromtlich. 


nftt*  System  ton  drei  sich  nicht  tekneidenden  Geraden  im  Räume.  17 


§.5. 

Wenn  man  die  Gleichungen  31)  nach  der  Reihe  mit  Eq^  Ej,  E^, 
,  so  erhält  man : 


.  \ 


JEJo*  +  ^0^1  cos  W^  +  E.^Eq  cos  Wi  =  PqEq  , 
EoEi  cos  W^  +  fJi«  +  EiE^cos  Wo  =  PiEi , 
£2^0^08  Wi  +  EiE^coa  Wo  +  E^^  =  P^E^l 
vnd  hieraus  ferner : 

32) 
1:0*+  Ei^^E^  +  2EoE^  cos  W^=:     PqEo  +  PiE^  --P^E^, 
E^*^Ei*  +  E^^+2E2EoCobWi=     PoEo-PiEi  +  Pe^E^, 

Wenn  die  drei  Geraden  sich  schneiden  und  folglich  Po^Px^  P% 
Ycrscbwinden,  so  ist  hiernach: 

2£o^i  cos  TFa  =  -  E^-^Ei^  +  Ee^, 

2E^EoCos  IFi  =  —  £0^  +  jEJi^^jEa«, 

2£;i£;^cosPFo=     Eo^^Ei^-E^^. 

Deuten  in  Taf.I.  Fig.  1.  die  Pfeilspitzen  die  positiven  Itichtungen 
^•r  diti  «ich  schneidenden  Geraden  an,  so  ist  nach  dem  Obigen: 


£q  =  — 2f|-^,      -^l— ~~^2^0»      £2 — 4" -"0-^1 


oder 


Naek  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie  ist: 


— 2.^1  ila- ^2^0  cos  W2=—AoAi^  +  AiA2^  +  A2Ao^, 


2.A0A1  .AiA^.cos  Wi=     Ä^^AxA^—A^A^, 


2 .  A^Ao .  AqAx  .  cos  TFo  =     ^^A^ — Ai  A^  +  A^^A^ ; 


— 2JE^EiCosjy2: 
— 2£a£oCOsJF, 
— 2£xEaCO»Wo; 


^2*  +  £o*  +  £A 

E^\Eo^-Ex^, 
E^'-Eo^^Ex^ 


18  Srunert:  Merkmürd.  Eneetter.  der  Formeln  der  ebenen  Ttifmtvm. 


oder: 

Wo^i  cos  »Fa = — £„«-  £,a  +  E^^, 
2E2JE;,.co8  Wi  =— £o'  +  £i*-A*» 
2jB,£a cos  »Fo  =     Eo^—Ei'-E^*; 

ganz  wie  oben. 

1 

Nach  31)  ist  ferner: 

^0—^0+^1  cos  lfa=— JEjCOs  Wi, 
Ei^Pi  +  EqCos  W^^'-^E^cosWo; 

also  durch  DiTision: 


^0— ^0  +  ^1  cos  l^a 

^1  — A  -t-E^cosW^ 


cos  Wo  * 


und  folglich 

Eq  (cos  W^o  ""  cos  Wi  cos  Wy  ""  -^1  (cos  Wi  —  cos  W^  cos  fF^) 

=  Pocos  Wo  —  Pi  cos  IFi , 

so  dass  man  also  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichungen 

33) 

Eo  (cos  Wo  —  cos  Wi  cos  W%)  —  Ei  (cos  Wi  —  cos  W^  cos  Wy 

=  Po  cos  Wo —  Pi  cos  Wi , 

-El  (cos  IFi  — cos  FFsCos  Ifo)— ^«(cos  1^,  — cos  ff q  cos  IFi) 

=  Pi  cos  IFi  —  P^cos  W%, 

Ea(cos  Wj  — cos  IFoCOS  ffi)  — Eo(cos  IFq  —cos  IT,  cos  W^) 

=:  P2C0S  W^a""'^>cos  Wq. 

Denkt  man  sich  mit  Wo,  Wi,  W^  als  Seiten  eine  dreiseitige 
körperliche  Ecke  beschrieben  und  bezeichnet  deren  diesen  Seiten' 
gegenüberstehende  Winkel  durch  Jo,  Jx»  J^,  so  ist  bekanntlich: 

-      cos  Wü — cos  Wi  cos  TFjj 

cos  «/a  = : n^ — • WJ7  '      -  » 

"  sin  Wi  sm  Wjj 

rt.  ,         -  cos  TFi  -  cos  TTgCos  Wo 

M)    .    .    .  \coaJt—         sin  IFssin  Wo         ' 

—  cos  Wt  —cos  IFqCos  Wi \ 


cos  «7s  = 


sin  ff^sin  Wi 
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« 


also  Dach  33) : 

35) 


_^        /  ^a  .       Pi  cos  f»\  —  P^cos  W^ 

sinr/^*''*       siiiIFa^^®'^*'"    smWoSinWiSinW^    ' 

smW^^^^''^'^  BinWo  ^^^        ainWoBinH\BinW^    ' 

sin  »Fo  ®      »in  ^o  «*«n  1*1  »»n  IT« 

36)  J  —     ^i    >^^  1  fi  cos  TTt 
^  "  *    ]  ""  siD  fFi  ^^"•'»  "■  sin  »Tysin  fTi  sin  ff^ 

""sin  ffi  ^*  ''*      sio  Wo  siq  »F,  sin  W^ ' 

\  Wq:=z coaJosln  Wi  sio  W^-{'Cob  Wi  cos  ff^» 
vv„  )Fi  =cos</|  sin  If^sin  fFo-f  cos  ff«  cos  H^, 
cos  ffa ^ cos  4/2 ^iD  Wq  sin  fTi  -f  cos  W^  cos  FFi 
vt,  80  ist  nach  36)  offenbar  auch : 

siofFo  ^**®^  sinfTo 

37)  )  _^i-fi,,,  I       ficotracot^o 

^^  ••  ]=""S5TFr^'^*''^ — ii?w^ — 

£,— Pa        -        PaCoUf^cot  fTi 
sin  W%  '  sin  ffa         . 


cos 
cos 


t  «lu  n%  Bin  n% 

Liegen   die  drei  Geraden  in  einer  Ebene«  so  verschwiilden 
^,  Pi ,  Pa  ond  naefa  33)  ist  also : 

Eq  (cos  Wq  —  cos  Wi  cos  Ifa)  =  £1  (cos  W^  —  cos  W^  cos  W^ 

=  £a(cos  FFa— cos  W^cob  Wi). 

erdeD  non,  wie  in  Taf.  1.  Fig.S.,  durch  die  Pfeilspitzen  die  posi- 
en  Richtungen  der  drei  Geraden  angegeben»  so  ist 
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und  man  fiodet  min  leicht: 

cos  FTo— cos  W^i  cos  1^2  =— «in  Wi  sin  Hj» 

CO«  IFi — cos  (Facos  Wo=— sin  FTasin  W^©, 

.cos  W^ — cos  IFo  cos  FTi  =  —  sin  Wo  sin  Wi ; 

also  nach  dem  Obigen: 

« 

£osin  TFj  sin  W^  =  Ei  sin  PF^sin  IFq  =  £2 sin  TFosin  fF| 
oder: 

-fi'O       _^  __^?| -^2 

sin  Wq       sin  Wi  "~"  sin  W^  * 

worin  man  wieder  sogleich  einen  einfachen  trigonometrischen  Satz 
erkennt. 

Nach  dem  Obigen  ist: 

—  £;o*  +  £i*+£«*  +  2EiE2CoslFo  =  -^o^o  +  A^\+/^A. 

also: 

-  £0*  +  Ei*+E2«±2EiE2T2£iE2(lTcos  Wo) 
=  ^PoEo+PiEi+P^E^, 

und  folglich : 

-'Eo''+(Ei  +  E^^^4EiE^8wiWo'^=^-PoEoi'PiEi+P^E^, 
^Eo^  +  iEi  —  E^^+iEiE^coBiWo^^—PoEo+PiEi+P^E^; 

"woraus,  wenn  man 

Eo  +  Ei+E^  =  2S 
setzt,  auf  bekannte  Weise  sogleich  erhalten  wird: 

«:„iWr2-.*<*Z:^o)        PjEi+P^E^^PoEp 
sinalTo  —     EiE^  iE^E^  ' 

38)     " 

■    OS  ^  IT  o     (S"Ei)(S--E^   P,E,+P^E^-^PoEo . 

woraus  man,  wenn  der  KOrze  wegen 

jy>  «_Y  U-       iS{S~Eo)       "  "'■4(S~£,)(S-£i)' 
gesetzt  wird,  leicht  die  Formet 


■■■.v>^ 
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40)  ...  .in  ^^^2V5(5-£;,H^-J0(j-^^ 

erUUt 

Eine  noch  weitere  Ausiiihning  dieses  interessanten  Gegen- 
stiBdes  würde  keiner  Schwierigkeit  unterliegen»  ßr  jetzt  aber  hier 
n  weit  führen. 


n. 

Entwicklung  einer  Function   der  vierten  Rechnungs- 
stufe in  eine  Reihe. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  Paugger 

in  Grats. 


Schon  seit  längerer  Zeit  beschSftige  ich  mich  in  meinen  Musse- 
stonden   mit   der  Idee,    die   synthetischen  Rechnungsoperationen 
über  die  Potenzstufe  hinaus  zu  vermehren  und  die  Gesetze  auf- 
zudecken,   die  alle  Stufen    gemeinsam   durchziehen.     In  diesem 
Sinne  habe  ich  auch  bereits  im  Jahresbericht  der  Landstrasser 
k.k.  Ober realschule  in  Wien  1859  einen  gedrängten,  theilweise 
noch  sehr  unlclaren  Abriss  einiger  Ergebnisse   diese»  Studiums 
veruffentlicht.    In  diesem  Aufsatze  wurde  die  direkte  Operation 
der  vierten  Rechnungsstufe  durch  den  Ausdruck : 

.  nmal 

definirt,   mit 
(I)  a*n=zb 

bezeichnet  und  „a  zur  vierten  (Stufe)  direkt  mit  n  (verbunden) 
^bt  b**  ausgesprochen.  Die  beiden  umgekehrten  Operationen 
dieser  Stufe,  die  in  der  dritten  Stufe  beziehungsweise  dem  Radi- 
zirai  und  Logarithmiren  entsprechen  und  aus  (1)  erhalten  werden, 
weini  man  daraus  ein  Mal  /i,  das  andere  Mal  n  darstellt,  wur- 
den  mit: 
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» 

(2)  »ifisa 
und 

(3)  A-4a  =  n 

bezeichnet  und  respective  mit  ,^b  zur  vierten  invers  mit  n  gibt  ti*' 
und  ,,6  zur  vierten  indirekt  mit  a  gibt  n**  ausgesprochen.  Spe- 
ziahverthe«  welche  diese  Operationen  bei  Spezialisirnng  der  darin 
voricommenden  Operirenden  annehmen,  und  auf  die  wir  uns  in 
der  Folge  stillschweigend  oder  ausdrücklich  beziehen  werden,  sind: 

(4)  0^=1    und  0*a=0, 

(5)  on=a     „     l*a=l, 

(6)  a*(-n)  =  l-»(a*n)  =  0. 

Der  zweite  Theil  in  Gleichung  (6)  heisst  in  gewuhnlichen  Zeichen 
logl  fQr  die  Basis  afin  und  die  Gleichung  hat  ihre  Richtigkeit 
filr  alle  reellen  positiven  Werthe  von  (a^). 

Betrachtet  man  die  in  (1),  (2)  und  (3)  angefährten  Operatio- 
nen als  Funktionen,  was  zur  weiteren  Entwicklung  der  Gesetze 
der  vierten  Rechnungsstufe  noth wendig  ist,  so  erhält  man  drel^ 
den  Funktionen  der  dritten  Stufe  x^,  a*  und  logj:  ganz  analoge 
Funktionen,  nämlich: 

(7)  a^  =  ,V, 

(8)  a^x  =  z, 

(9)  ar^x^ssv. 

Weil  nun  die  Brauchbarkeit  und  der  ganze  Nutzen  dner  jedea 
Funktion  von  ihrer  Berechenbarkeit  für  alle  Werthe  der  daria 
vorkommenden  Veränderlichen  abhängt  und  diese  gewohnlich  durch 
die>  Entwicklung  dieser  Funktion  in  eine  Reihe  nach  steigeodea 
.odejr  fallenden. Potenzen  der  Veränderlichen  bewerkstelligt  wiid» 
ffo  war  es  ganz  natürlich  mein  Hauptstreben,  diese  Reiheneat* 
Wicklung  an  den  Funktionen  der  vierten  Stufe  vorzunehmea. 
Gegenwärtiger  Aufsatz  ist  nun  dazu  bestimmt,  diese  Entwicklung 
an  der  einfachsten  jener  drei  Funktionen,  der  unter  (7)  angefiik- 
ten,  die  in  der  dritten  Stufe  dem  Binomial- Theorem  entspricht» 
in  eine  Reihe  nach  ganzen  additiven  Exponenten  der  Veränder* 
liehen  (Vr  den  Fall  zu  liefern,  dass  dabei  it  eine  ganze  positive 
Zahl  sei.  Suchen  wir  zu  dem  Ende  das  Differenzial  der  Funk- 
tion ^r^,  so  brauchen  wir  nur  in  der  von  Herrn  Oettinger  in 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XXII.  p.40l.  ent- 
wickelten Formel: 


> 
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+ ^^ + r 


+    ...+ 


' '  ■  ■      I      — 

n  .    n 


fi=:ar2=:r9  =  ....=:j:fi=x  zu  setzen,  und  man  erhält  nach  eini- 
geo  UmforroaDgen  in  der  oben  angefOhrten  Bezeichnuiigsweise 
Bit  Berficksichtigang  von  (4)  und  (5) : 

(10) 
^a*ti)={a*n)  {a*[n—l\){a*[n^^) ....  (**1)  («<0)(ir)»-»  — 

+  (a:^)(ar«[n-l])  (ar*[«-2]) ....  (a*2)(a:«l)(ic)«-a  — 

X 

+  (x*«>(^[n  - 1]) ....  (xQ)  (a^2)  (fcr)«-»— 


+  (a:*«)(:r«(n-l])(x*[n-2])&^ 


+  (««»)(j:«[n-l])- 


j: 


Wollte  man  aus  dieser  Formel  die  höheren  Differenziale  ab- 
kBeo  and  die  Entwicklung  der  Funktion  {Oht)  nach  Maclanrin's 
lUiiie  Tornehmen,  so  wfirden  alle  Differenzialquotienten ,  nach- 
dem man  darin  a?=0  gesetzt»  unbestimmt  sein«  ein  Zeichen^  dass 
iiese  Funktion  in  vorstehender  Form  nicht  entwickelbar  ist.  Man 
oionere  sich,  dass  Aehnliches  bei  der  ihr  analogen  Funktion  In 
1er  dritten  Rechnungsstufe  (0:*")  der  Fall  ist.  Setzen  wir,  um 
fiesem  Umstände  zu  begegnen,  an  die  Stelle  von  x  die  Expo- 
Mtielle  e*,  wodurch  der  Allgemeinheit  nicht  geschadet  wird; 
keieichnen  wir  ferner  (e')*n  durch  ««,  («*)*(» — 1)  durch  Un-v 
*••.  w.  und  das  Produkt  te» «n^i.... Ur  mit  PfJ',  so  geht  (10)  Aber  in: 

,  (") 

Nach  mehrmaliger  Differenziation  hat  man: 


1». 

LJ- 
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(12) 

8"«n     S^^PJ*  ._.     »»-^/*«^   ,_a.         8— iP.— »  • 
aar"»"    8x'<^^  ^      "*"   Sar«"-i  *       +•••.+     g^^-i 

+ 

/m-l\r(ii~1)!8"*-'^P„o (n-~2)!    d^-rp^i 

gm— rp  «— r-| 


+(:-})•<"-"" 


gm-n  p^O 


Da  Dun  nach  einer  bekannten  symbolischen  Bezeichnung 

(13)  dQPn^ 

=  d(ttnUfi-.l«fl»-.2.«..tlr)  =  (St*«  +  8Mii-1  +  8Mfi-2+  ....  +  8ttr)^ 

ist^  so  gibt  (12),  wenn  man  darin  nach  und  nach  n^l,  2,  3,^.. 
und  ebenso  jedesmal  m  =  l,  2»....  setzte  jedes  beliebige  Diffe- 
renzial  einer  jeden  der  Funktionen  Ui,  u^,  u^,  u.  s.  w. 

Für  91=1   hat  man»   wie  bekannt: 


für  n=z2: 


3*»l£| 

?isr  =  «.  =  «^; 


da:« 

-    Bx   '^ 
+  PA 

dx 

8»«, 

+  ^  8a:  ' 

3»Pt^ 
8*a 

bx* 

•        • 

asPa«    . 

=   8^»  '  + 

.  »8«P,o . 
+  ^  Sa:«    ' 

•        •        •         • 

Öar» 

•        •         • 
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fir  »  =  3: 


g      =/»,«»;,.  +  P,l;p+P3>, 


3a:*        8a:  So:  dx 

8^_8^   a  .8^»     .afiP,f 

a^_8Vi<>  ^,d2f^     ,  8»/*»' 

8a:*  ~  8x«  "^  "•"  8a:»  "^  ■*"   8ä» 

^«8«/>30     .„8»/»,' 
+'®  8a:   ' 


Uie   EiDfachbeit  und  Gesetzmässigkeit  dieser  Formeln   fallt  nun 

ZOT  Genfige  in  die  Augen. 

(8»a_\ 

zur   Reihenentwicklung    nach   Maclanrin's   Theorem   brauchen, 
so  erhilt  man : 


Gibt    man,    der  Anschaulichkeit  des   sich    ergebenden   Gesetzes 
wegen»    der  Reihe    för  «^se'  die  Form: 

vrofin  oatiirlich   atq  =  a|  =  oj  ==••<•  =  1   ist ;  setzt  man  ferner : 


L 
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(15) 


«-=»'0+  ^*+^*»+9^**+-.+5«-+..  . 

so  Mod  dieCo^fEdentea  c,  ^,  /, ....  y  Mchts  uidercs,  als  die  OBt— 
sprecheodea  Difemzialqaotieatea  der  Fonktieeea  ■( ,  «t.  «^ >  —  «^ 
wem  aaa  darni  x=:0  setzt,  aad  köanea  «Baittelbar  aas  (14^ 
crfcaltea  wcrdea.    ZarSrderat  Mgjt  aas  (4): 

Hit  Iiare  Toa  (IS)  nad  (14)  erfcilt  maa: 

(16) 

+ («i-i)(«i-2)^[5=f  r*.  A...]. 


+(.-iX.»-2)^;^a*7.^.«.]+gz^4lE^;»*r.A-.] 


aHg 


.  (si- 1)!  ,r  (—3)!  ,      1 


,  (—1)!  ^r    (Si— )l  -| 
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worio  jedesmal  die  »Summe  der  innerbalb  des  Zeicheos  Z  im  Nen- 
ner ab  Faktoriellen  vorkommenden  Zahlen  gleich  sein  mu88  der 
im  sogebririgen  Zähler  als  solche  vorkommenden  Zahl»  also: 
m^-{n-\'l-\'k^  ....=^m — «.  Auf  diese  Weise  erhält  man «  auf 
ßif Glieder  berechnet: 

(17) 
«i  =  »  +  ij^  +  2!*'  +  3!*'  +  41  ^*  +5!**+ 

I 

1  .  *      .  3    ,  .  16    ,     125    .  .  1101    .  . 
«4=1  +  Ij  jr +  g  jr*+ ^  a:»+-jpa;*+ -gj-ar*  + ...., 

1.1      .  3    a.  16   ..125^.  1296   ^  . 


Wie  aus  den  angef&hrten  Reihen  zu  ersehen  Ist»  wiederholen 
<ieli  In  jeder  späteren  Reihe  einige  anfängliche  Go^fficienten  der 
^rfiheren  Reihe»  und  zwar  in  jeder  nächst  folgenden  um  1  mehr 
4  in  der  unmittelbar  vorhergehenden ;   diese  befolgen  das  Gesetz : 

2»,    3»,    4«.    5>,    ft*,..,,; 

*                                                                                              (n+l)"-i 
^»tbei  ist  in  der  Reihe  Un  der  Co^fficient  von  oc^  (gleich  i — ) 

^'^  letzte»  der  diesem  Gesetze  folgt. 
FOr  91=00  erhält  man  somit: 

2»        3*         4*  5»         6* 

^^«Icbe  Reihe  augenfällig  für  jeden  reellen  positiven  Wertb  von 
"^  divergirt»  wie  zu  erwarten  war.  Die  anfänglich  erscheinende 
'Divergenz  der  unter  (17)  angeführten  Reihen  geht  in  den  späte- 
Gliedern  in  Convergenz  über. 

Eine  andere  Entwickelung  der  Funktion  Un  nach  dem  Satze 
unbestimmten  Co^fficienten  erhält  man  mit  Zuhilfenahme  der 
^«miel  (11)  auf  folgende  Weise. 


i 


Diese  Formel  nimmt  unter  BerQcksichtigung   der  Gleichung 
''V^tt«iis.i....»f  folgend^  Gestaltan: 


28 


Paugger:    Entwicklung  einer  Function 


(18)  ^  =  ttiitifl-i{l  +iift_2[a?  +  u«_3(a:«+M«-4|jr«+....))]|. 


Setzt  man 


Wa^=  1  +  A  Ä  + /?a.T*  +  A^*  + .... , 
t£4=l  +^iar  +  ^2^^  +  ^3a:'+  ...., 

t««=  1  +  Viar  +  v^ar^+Vja:'  +  ...... 

80  erhält  man  aus  (18) 

für  n  =  l: 

«1  +2aa^  +  3a3a?*  +  ....  =  1  +«1^:  +  «2^*+....; 

für  n  =  2: 
ft +2Aar  +  3fta;*  +  ....  =  {l  +  aia:  +  aaÄ«  +  ..., ). 11  + ftar +  ...•); 

für  n  =  3: 

yi  +  2ya^  +  3y3a:2+ .... 

= (1 +n^+y«^H ....)  (1+ Aa:+/3aa:H  ...)  [1  +  (1  +  «1  ar + a«^ 

ftir  n  =  4: 
^1  +  2*aar  +  3^8^:«  + ....  =  (1  +  *iar  +  8^x'^ + ....)  (1  +  y^ar  +  yaa:«+ ....) 
X{l  +  (l+fta:  +  fca:«  +  ....)[a:  +  (l  +  «ijr  +  a2a:«  +  ....)a;2]}, 


Fahrt  man  die  angezeigten  Rechnungen  aus  und  setzt  die  Co^* 
cienten  der  gleichnamigen  Glieder  einander  gleich,  so  findet  man 
leicht  folgende  Relationen: 


«1=1, 

A=i. 

# 

2tf2=a|f 

2jJ2=ft+2«i, 

3a3  =  aa> 

3fe  =  &  +  A  '2«!  +  Soj , 

4a4=cf3, 

*ß*=ßi  +  /S»-2a,  +  ft  .3a,-f  4«,, 

y,=l. 

*i  =  l. 

2y,=yi  +  2A, 

2d4=d,+2y,, 

3y,=ya  +  y,.2ft+3Pa. 

3d3  =  Ä2+a,.2y,+3ya, 

*y*=Vt  +  y«.2A +y,  .3/J,+4/S„ 

4«4=«3  +  «2-2y,  +  dl  .3ya +4y„ 

* 

I 

j 
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allgemein : 


Vl  =  l, 


Diese  Relationen  anter  den  Co^fficienten  der  Reihen  für  Ui, 
acjis  »t»  ••••  sind  eben  so  einfach^  als  sie  leicht  zu  handhaben  sind 
bei  der  Berechnung  derselben. 

Noch  einfacher  und  in  ganz  independenter  Form  erhält  man 
die  Co^fficienten  der  Reihe  für  Un  auf  folgendem  Wege  der  In- 
daction.     Es  ist: 

«1  =  «*=  ö(  +  n ^*  ■*"  2!^* ■'"  3!*'  ■*"  •"• 
Setet  man  in  dieser  Gleichung  statt  x  flberall  x.e*^  so  erhält  man: 


«* /20j:0     2«^     2aa;2  \ 

■♦■21V  0!    +   1!    +'2r+  -V 

a:»  /3^a:0      3»;ri      3«^:«  \ 

+  3i  V  0!   +   If    +"2r+ "V 


ond  wenn  man  diess  ausfährt  und  ordnet: 


/J^     ^      ^\    3,/l»       2*       3*      40\ 
VI!  2f  +  21  If  +  3107 *  +  VT!3!  +  2l2l  +  SÜ! +4!Öiy "^ 

/  1^      2»^      3^      4»       5o\ 

VI!  4!  ■•■  2!3!  '  3!2!  "*■  4!T!  +  5!0!/  "^^  ■^  •- 


Man  bat  ferner 
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113-e--       =Ö! +  -!!—+        2t        +       3!        '      4!    "+- 
d.  i. 

^2!V     Ol      ■*■!!      +      2f      +      31      +   "••) 
■•"atV—TR     +      1!      ■*■     2!      +"3!""+  -'7 


und  wenn  man  so  fortßhrt: 


11«      .  /iqo       20\    ,     /  l'P  .  l«2o  .  2'0o  ,  30\ 
"»  -0!+l!0!^'*^Vl!l!0!"*"2!0!/*  +  Vl!l!ll"*"i!ä«''2!l!0r 3!®/ 

/lU»      J«2»      I^      2U*      2*2«      3»Io  ,  40  \ 
+  l,iTI!2!+ II2!1!  ■*■  l!3f0!  ■*■  2!im"'"2f2RR+3!liÖ}+4!Ö!/** 

/1>1»      J^       Igt      1*40  ,  2'1»  .  2*2»  .  2*30 
^  ViTiräf  ^  1!2!2!  + 1!3!1!  "*"  1I4!0!  "*'2!l!2!"*^2!2!l!'*'2!3!0! 

3M»      3«2o      4»1«>  .  5«  \    - 

"•■  3iim + 3!5!5!  "'"«ilö!  ■*'5i5f^  * 

j  / 1»14   .   1*2»   .  1^  .  1*4»  .  1»60  ,  2U»  .  2«2* 

+ Vimi!  +  I!2iS  +  m!2»  +  il4m+i!S!ö! +2ITI3! +2!^ 

2»3»      2*4«>      3»1»      3^2»  .  3»3«      4»I» 

■*"2!5!T!  + äiSr  +3!lSI+5SIT]'*'3!3lK+4rnii 


.  4«2«  .  6«Io  ,  6«  \ 

■*"-i!5!Ö}"*"6ilP+6!Ö!y* 


8 


Entwickelt  man  »4  auf  dieselbe  Weise,  so  erhSit  man  nach  ge< 
buriger  Reduktion  and  Ordnung: 


.„  ,:>2a 
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(lipii      li|i2«     1«2»1»      1»3«    .  2*1 '10  .  2*20     3'lo 
T!lIml+nn2!Ö!+il2!l!Ö!+  iTSiÜI  +5Iini(j!'*'2!2!0! '  3!1NJ! 

/mU»      1U«2'      111330  ^  1«2'1»     l»2«2o     1*3U«> 
+li!lm2! +10120!  +m]3!®+ii2!lir"*^l!2f2!0!''"  l!3!l»0! 

1«4«       2'PI'     2»1"2«     2»2U«     2'3» 
+  Tl4!üi  ^^2mim+äl!2!ü!'*^Mi!9!"*'2!3!Ü! 

.  S'PP  ,  3^  ,  4no  .  So\    , 
■•"  3!1!  1!0!  "*"  5f2lÖI  "^^  4lIiÖf + 510!/ * 

/lUn»      1V2*      m»3\    in*4o      1«2'1»     1«2«2' 
"•"i^ÜilllS  +ÜÜ2I2!  ■'"1!1I3!1!''"1!1!4!ÜI''"I!2!1!-2!^'1!2!2!1! 

'.  1«2^*>      1^'n     l<3»2o     l«4'lo  .  2*5!. 
+T!2!3!Ö!  ■•"  l!3!l!l!"*^l!3!2!0!'''l!4!l!0!'*"l!5!0! 

.  2'1'1«  .  2'1»2'  .  2*1^0  .  2«2'1'      2«2«2<' 
"'■2!l!ll-2!+2!l!2!I!''^2iIl3RS%i!l!I!'*"2!2!2!0! 

.  2«3'1«'  .   2*40     .  3'l'l'  .  3'l«2o  .  3«2'|p 
+2!:«1!0I'*'2!4!0!  ■*"SFin!r''"37II5H8+3!2!l!0! 

3330  ^  4'1*10  .  4«2«     511«  .  60  \ 
+ g!3aH  ■'"^filrö!'*'  4!2!0!'*'5n!Ö!'*'6!0!/  " 

+       .      : 

Setzt  man  allgemeiD: 
so  bat  mao: 


^^-^  Va!/5!y!^!.-.  fi!  vlj 


in  wdcbeni  Ausdrucke  a,  ß,  y, ....fi»  y  der  Anzahl  nach  n  nicht 
Oberateigen  dürfen  und  an  die  Gleichung 

gebunden  sind ;  den  Werth  0  kann  jedoch  nur  v  erhalten. 

Aus  der  ganzen  Entwicklung  dieser  Funktion  wird  man  ent- 
neBmeo  haben»  dass  sich  dabei  eben  so  schöne«  als  einfache 
IScsetze  fSr  die  ColllBcienten  der  Reihe  ergeben  haben,  die  der 
flnptsacfae  nach  von  den  sogenannten  Polynomial  -  Co^fficienten 
äbfcingig  sind»  so  wie »  wenn  auch  in  anderer  Weise»  die  Coäfficienten 
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der  ihr  aimloji^en  Funktion  der  dritten  Stufe  (a-far)"*  durch  die 
daVon  benannten  Binomial-Co^flieienten  gebildet  werden.  Eine 
tiefere  Untersuchung  der  Co^fficienten  jener  Reihe  wird ,  noch 
manche  interessante  Gesetze  zu  Tage  fordern ,  und  es  lässt  sich 
hoffen,  dass,  wenn  auch  die  beiden  anderen  Funktionen  der  vierten 
Rechnungsstnfe  eine  ähnliche  Bearbeitung  werden  erfahren  haben, 
dadurch  nicht  bloss  die  Analysis,  sondern  auch  die  Elemente  um 
eine  nicht  uninteressante  Partie  werden  bereichert  sein. 


III. 

Ueber  die  merkwürdigen  Eigenschaften  der  drei  simut 

tanen  Gleichangen: 

U — VtD 

a=z± 


V(l— »2)(i_^«)' 

V  —  uw 


^^^  1     '^'v'a-tt^xi—w*)' 


«7  — tir 

C=4: 


Von 


Herrn  Franz   Unferdinger 
an  der  k.  k.  Marine  -  Sternwarte  zq  TrieiL 


Indem  wir  für  den  Anfang  in  der  Auswahl  der  Vorzeichen  kei- 
nerlei Beschränkung  festsetzen,  erheben  wir  die  vorstehenden 
Gleichungen  zum  Quadrat  und  ziehen  sie  Ton  der  identischen 
1  =  1  ab|  wodurch  wir  alsbald  erbalten: 
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|,      ,_(!— c«)  (!—«>«)  — (B—rte)» 
"'"  ~  (1— »«)(!_«,«)  ' 

®       ]i-,.,(i-«>y-«';)-(»>-"«')', 

(1  —  tt*)(l— «7*) 

*"■*"  ""  (l-tt«)(l--r«)  ^ 

•der,   wenn  man  der  Kürze  wegen 

(3)  Z  =  (1  — t«)  (1 — tr*)  —  (tt  -  cw)* 

=  (1  -tt*)(l  -IC«)  - (r-titr)« 
=  (1 — fi«)  (1  —  tJ«)  —  (tc — wr)« 
=  1  —  ?«•  —  t>* — w*  +  2ttOfr 


setzt: 


1-«*  = 


W  U  — 6«  = 


l-c«= 


Z 

(|-tt«)(l-fO«)' 

■ 

Z 


AQB  diesen  letzteren  folgt  unmittelbar  dorch  Division: 

Ltj?!  —  In*!  —  ^— c^ 

und  diese  Gleichung  besteht  also,  es  mag  in  den  Gleichungen  (1) 
was  immer  f&r  eine  Auswahl  der  Vorzeichen  getroffen  werden. 

Machen  wir  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  In  den  zweiten 
Tbeilen  der  Gleichungen  (1)  die  Zahl  der  Minuszeichen  ungerade 
sei»  80  dass  also  entweder  alle  drei  Vorzeichen  —  oder  zwei  + 
«od  eins  »^  sind,  so  wird^  wenn  man  zur  Abkürzung 

ü»  =  (l-ii«)(l-r«)(l-w«) 
setzt,   immer 

abc  17*= —  (u  —  vw)  (» — uw)  (w — uv) 

m 

oder 

fl6ely'£= 

=  (iiw)*—  (a*+ ü*  +  IC«)  tt»w  +  (m^d«  +  tt«w«  +  t%c«)  -  uvto  5 


34        ünferdinger:    üe^er  die  merkwürdigen  EigenscJütflen 
nun  Ist 

« 

folglich^  wenn  man  von  dieser  Gleichnng  die  vorhergehende  sab- 
trahirt : 

ü«(l— a6c)=(l— «•©•tc«)  +  iiwo(l-ttiw)--(ii«+r*+ti^(I--«WD) 
=(1  -  utno)  (I — tt«— 1>«— IT«  +  2uvu>) , 

und  man  hat  also»  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3)  die  Relation:    * 

(7)  ü*(l  -aßc)  =  Z(I  -iirtr), 

welche  immer  Giltigkeit  hat,  sobald  in  den  Ausgangsgleichungen 
(1)  die  Minuszeichen  in  ungerader  Anzahl  vorkommen»  was  offen- 
bar auf  vier  verschiedene  Arten  möglich  ist. 

Nun  gebeu  die  Gleichungen  (4)  mit  Leichtigkeit: 

1  — g«        Z        l>-6g        Z        1— c«        Z  . 

also 


l  —  u««      1  — t?««     1— tc« 


v-=T=:f.^= 


n=65^=nr^«^5 


1 


ersetzt  man  hierin  ü^  durch  seinen  aus  (7)  folgenden  Werth  und  ! 
kürzt  ab,  so  erhält  manx 

1 — tc* 1 — p*  _^  I — tc*  _  1 — UVtD 

dann  ist  aber  auch 

oder,  wenn  man  analog  mit  (3) 

(9)  Z'  =  l  -  o«  -  &»—  c«  +  2cr6c 

setzt :  y 

1  — U»  1-T«         1-tg«  Z 

und  die  Giltigkeit  dieser  letzten  Relation  ist  wieder  nur  an  die   ; 
Bedingung  gebunden,  dass  in  den  Gleichungen  (1)  die  Anzahl  der' 
Minuszeichen  ungerade  ist. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  findet  man  leicht:  j 


(1— a«)(l— r2)(l— w«) 


(l  — «•)«"  (1— «•)» 


l3 
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er,  weil  nach  (8) 

(\-v*){l-w*)  _  (1— ft«)(l— c») 
(1_««)«       —        (1—««)» 


—  1    ebenso  wird : 


Z  (1— a«)(l-c«) 

(1  _!,•)«-.  l—ft« 

Z        _  (l-a«)(l-6') . 
(!—»«)«"■        1-c« 

lan  aas  den  Gleichungen  (10)  folgt: 

Z' 
(l-r«)^  =  l-.6«, 

(l— tr«)^=:l  — c^ 

rhält  man  durch  reihenweise  Multiplication  dieser   drei  Glei- 
Igen  mit  den  drei  vorhergehenden: 

jj^,=  (l-6«)(l-c«). 

nl^=(i-«*)(i-c«), 

^.=  (l-o«)(l-&») 


!-„.=  ^ 


I)  <1— »«  = 


1-10«  = 


Z' 
(1— o«)(l— c*)' 

Z' 
(l-a»)(l-6«)' 


Vergleicht  man  diese  drei  Gleichungen  mit  jenen  (4),  so  sieht 
I,  da«s  sie  daraus  durch  einfache  Vertauschnng  der  Unite- 
■ten  u,  V,  tD  mit  den  Bekannten  a,  b,  e  abgeleitet  werden 
;    fiberhaopt  bleiben  alle  vorhergehenden  Relationen,   wie 
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C*^)»  (S)>  (10),  auch  dann  noch  giltig ,  ivenn  gleichzeitig  a  mit  «, 
b  mit  Vy  c  mit  w  vertauscht  wird,  und  diese  merku-firdige  Bezie- 
hung wird  immer  stattfinden,  sobald  in  den  Gleichungen  (1)  die 
Anzahl  der  Minuszeichen  ungerade  ist. 

Werden  die  Gleichungen  (4)  und  (11)  der  Ordnung  nach  mit 

einander  multiplicirty  so  gibt  jedes  Product  auch  die  Relation: 

• 

(12)   ZZ'=(l  — a«)(l-6«)(l— ca)(l~tt2)(l— r2)(l-to«),  ^ 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (4)  für  sich,  die  Gleichungen  (II) 
für  sich  mit  einander  multiplicirt,  so  folgt: 


(13) 


Z»  =  (1  -a«)(l-Ä«)(l  -c«)  I  (I  -«'«)(1  -»«)(!  -w«)  I», 
Z'» = (1-  ii«)(l  -p«)(I-«»)  I  (1  -o>)(l  -6«)(l-c«)  I». 


Bestimmt  man  aus  den  drei  Gleichungen  (1])  die  Unbekannten 
Uy  V,  u>,  80  ergibt  sich,   u-eil 


J 
I 


(U) 


(l_62)(l_c*)-Z'  =  (a-Äc)», 
(l-a«)(l— c«)— Z'  =  (6  — ac)«, 
(1  — o'XI— 6«)  — Z'  =  (c-a6)» 


ist: 


(16) 


ti=± 


r=  + 


t©  =  4- 


a  —  bc 


V(l— 6«)(l-c*)' 
b^^ac 

\^(T^ö7i^c^ ' 

c  —  ab 

V(i-£i2)(r^^' 


wobei  jedoch  zur  richtigen  Auswahl  der  Vorzeichen  noch  folgendt 
Betrachtung  nothwendig  ist.  Da  dieses  Endergebniss  anserer 
Rechnung  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  die  AnzahLder 
Minuszeichen  in  den  Gleichungen  (1)  ungerade  ist,  so  kann  maa 
zu  denselben  nur  dann  gelangen,  wenn  man  von  einem  der  fol- 
genden vier.  Gleichungensysteme  ausgeht: 


n — VW 


a  = 


V(l-»«)(1  — «7«)' 


a=  — 


U'-^VW 


(A)    <Ä=- 


V  —  ««0 


V(l  —  tt«)  (!  —  «>«) 

W — UV 

V(l--««)(l-e') 


(B)    /  *=  + 


c=  + 


V(I-c«)(l-«^' 
0  —  uw 

tO — WC      ■     ' 

V(i-i,«)(i-iyi| 


fl=  + 
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ü — uw 


—  > 


«7 — fiö 


/l  — 

-  4- 

M  —  VW 

t«  — 

'V(l 

-r«Kl- 

-W«) 

6= 

■4- 

»  —  uw 

'  V(l 

-««)(!- 

•w«) 

<?= 

«> 110 

V(l~t|2)(l-I72)  ^  V(i  —  U«)  (I  - ü«) 


Ongekehrt:  da  die  Gleicliungen  (15) ,  a,  6,  c  als  die  UiibekannteD 

betrachtet,  mit  den  Gleichungen  (1)  ganz  übereinstimmen,  so  wird 

OMD  von  jenen   zu   diesen  -nur  dann   zurückkehren  können ,  wenn 

la  (15)  die  Anzahl  der  Minuszeichen  ungerade  ist;    man  hat  also 

20  den  vier  Systemen  (A),  (B),  (C),  (D)  folgende  vier  Auflösungen: 

{  a  —  bc /      a  —  bc 

b  —  ac  ]  _  b — ac 


__  c  —  ab  1      c — ab 


a  —  bc  I  a  —  bc 


•^  —  9 


V(l— Ä>)(1— C»)  '  l  V^(l— Ä«)(l-C«) 

h  —  ac  I  6 — ac 

c  —  ab  f  c  —  ab 


V(l-/i«)(l-/>^)'  \  V"(l-a2)(I-6«)' 

• 

Das  System  (A)  bleibt  ungeändert,  wenn  man  gleichzeitig  tc 
mit  V  und  a  mit  b  oder  u  mit  w  und  a  mit  c  oder  v  mit  ir  und 
b  mit  c  vertauscht,  und  da  diese  Eigenschaft  offenbar  auch  den 
AnftiSsongen  dieses  Systems  zukommen  muss,  indem  die  Auf- 
Itanigen  nur  als  eine  andere  Form  der  gegebenen  Gleichungen 
n  betrachten  sind,  so  sieht  man,  dass  nur  (A')  als  Auflösung 
im  Systems  (A)  gelten  kann.  —  Das  System  (B)  geht  aus  dem 
-flystem  (A)  hervor,  wenn  man  gleichzeitig  — b  und  — c  an  die 
Wtjla  yon  b  und  c  setzt.  Nimmt  man  dieselbe  Vertauschung  in 
ibm^stem  (AO  vor,  so  erhält  man  jenes  (B')>   folglich  gehurt 
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(B')  ata  Aufiusung  zu  dem  System  (B).  —  Ersetzt  man  in  dem 
System  (A)  gleichzeitig  a  und  c  darch  —  a  und  -^c,    so  erhftit 
man  das  System  (C),  und  dieselbe  Vcrtauschong  in  (A')  vorge- 
non^men  gibt  (C)»  folglich  ist  (C)  die  Losung  des  Systems  (Q.    \ 
Auf  ähnliche  Art  Ondet  man  (D')  als  Losung  des  Systems  (D). 

Um  nun  auch  auf  diejenigen  Fälle  zu  kommen«  in  welchen 
\\\  den  Ausgangsgleichungen  (l)  die  Anzahl  der  MinnszeicheB 
gerade  ist,  setzen  wir  in  den  vier  Systemen  (A),  (B),  (C),  (D) 
—  a  an  die  Stelle  von  a,  dadurch  verwandeln  sich  dieselben  in  * 
die  folgenden  vier  neuen  Systeme  (C),  (F),  (G)»  (H),  und  Dinunt 
man  dieselbe  Verwandlung  in  den  Systemen  (A') ,  (B'),  (COt  (D') 
vor^  so  gelangt  man  unmittelbar  zu  den  ihnen  beziehungsweise 
entsprechenden  Auflosungen  (E')>  (F')>  (G')>  (^0»  ^omit  alle 
Zeichencombinationen  der  Ausgangsgleichuugen  (1)  erschöpft  si 


u — VW  I      __  tt— yfo 


;  M  »—Ute  iw?\     J  L       .  v—uto 


V^(l-ii«)(l-w2) '  1  V(l-tt«)(l-fr^* 


IC— MP  f  ,  fO— >tf|> 


\ 


V'Cl—M«)  (!-»«)  V  V(l— ii*xi-»«)' 


tl  —  »10  u  —  tw 

ft  =  —    .  /-- .         ^   TT T"  »  i     /l=  — 


V(l-t?2)  (1-to«) '  l  V(i-r«)  (1— w*) ' 

(G)    {6=-—^:^!^==,      (H)       6=+  """"^ 


V(l-u*)(l-io«)  ]  "^  V(l— u«)(l— ««)* 


^ tu — UV f        __  W  —  UV 


V(l-t«2)(l-o2)  ^  V(l— u«)  (l— r«) 


VO"— 6«)  ( l-c«) '  l  "^  V(l-6«)  (1-^ 


/fc/v   /  ^-h«c ,p,v   J  ,  6  +  ac 

(f^  )    (    V=s —    V  .     ■ —  »       ll«')    <    f  ^=  4-  ■■■■  "    _« 


V^(l-a»)  d-A«)  \  VO-a'XI-^" 

i 


dreUt  tiWMUantr  GMelamoeH.  30 


a-V-be  f  a  +  be 

u=  — 


V^(l-6«)  (1-c«) '  i  V(l-6«)(I-c»)'     . 


fO=s+  77.  9  tC=  — 


V(l-«*)  (1-&«) '  ^  V(i-a«)(l-6«) 

Audi  die  Tier  letzten  Systeme  (E),  (F),  (G),  (H)  haben  eine 
lemeinsebaftliche  Auftöaung,  welche  aus  jener  (14)  der  Systeme 
{A)f  (B)f  (C),  (D)  hervorgeht,  indem  man  —  a  an  die  Stelle  von 
M  eetit    Dadurch  verwandelt  sich  Z'  in 

(16)  Z,  =  1  -  o»— 6«-  c«— 2«6c, 

nod  maD  bat:  ' 


l-M»= 


(I-**)(l-<^' 


(17)  <  I-r»=  ^» 


(l_o«)  d-c«)' 


*~"'*-(l-a«)(I-6«)' 
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IV. 

Eine  Notiz  über  Wendelinien. 

Von 

Herrn  £•  Bacaloglo 

10  Leipzig. 


Die  Flächen,  deren  HauptkrOmmungsradien  entgegeog 
Vorzeichen  haben,  bieten  in  allen  ihren  Punkten  wirkliche  ^ 
punkte.  Nimmt  man  nämlich  die  Berührungsebene  paral 
der  der  Figur  an,  bezeichnen  ORi,  OR^  (Taf.  I.  Fig. 3.)  di 
tungen  der  Uauptschnitte,  0P|,  OP^  die  der  normalen  S« 
fSr  welche  p=QD  wird,  OS^  OS^  die  Durchschnittscurv 
Berührungsebene  mit  der  Fläche,  so  befinden  sich  in  der 
bung  des  Punktes  O  alle  Bogenelemente  der  durch  O  g 
normalen  Schnitte  in  dem  spitzen  Winkel  a  z.  B.  (=90^^ 
Ri=B^,  über  der  Berührungsebene,  und  wenden  dieser  ih 
vexe  Seite  zu;  dagegen  befinden  sich  unter  dieser  Ebene, 
ben  wieder  die  convexe  Seite  zuwendend,  alle  Bogeneh 
die  in  dem  Räume  ß  liegen ;  das  Element  der  Curven  Si  Si 
einen  Wendepunkt  bei  O  darbietend,  dient  als  Uebergang  v 
einen  dieser  Systeme  zu  dem  andern,  und  desshalb  muge 
Curven  Wendelinien  heissen.  Von  Interesse  sind  diesel 
die  Rotationsfläche  der  Kettenlinie 

wenn   die  Berührungsebene  durch    den    Scheitel   der   Ket 
gelegt  wird.    Die  Gleichung  der  Wendecurve  lautet: 

wenn   iVPzz^i   gesetzt  wird.    Also   sind  die  Ordinat 
der  CurTe   OSi  gleich   den   entsprechenden  Bo 

bei 

Denn  es  ist 


er  CurTe   OSi  gleich   den   entsprechenden  Bog« 
en  ON  der  Ketten linie.     Die  Differenz  MN=y—y^, 
51  O  Null  ist,  wächst  und  erreicht  fiir  a:=  od  den  Werth  y- 
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!_    1.1.3.5/     g     \^ 
2*'1.2.3.4Va  +  yi/  ■""''' 

der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  reducirt  sich  auf.g  für  iyi  =  oo. 


V. 


Ueber  Fasspunktcarven  and  Fasspanktflächen. 


Von 


Herrn  E.  Bacaloglo 

in  Leipzig. 


"T 


I.    Man  bestimmt  bekanntlich  die  Fusspunktcarve  einer  gege- 
l^^nen  Carve 

0) y  =  fW 

dordi  Elimination  von  ;r  und  y  aus  dieser  Gleichung  und  denen 
der  Tangente  und  einer  auf  dieser  Senkrechten 


(2) .y'-»=^(^'-«). 


<3) »--!-" 

^0  die  Gleichung  (2)  durch  folgende : 

(4)  x'x+y'ff=x'^  +  y'* 

€^tzt  werden  k^nn  und  der  gegebene  Pol  als  Coordinatenanfang 
Uf  enommen  wurde. 

Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  die  Linien  zweiten  Gra- 
^*  deren  Gleichung  wie  folgt  geschrieben  werden  kann: 

(5)  .    .     .    .    y«+^a:«  +  2Äy  +  26>  +  ö  =  0, 


L 
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aoy  80  findet  man: 

(6)  A(a:'*+y'^)^+2(ABy'  +  Cx')(x'^+f^^^(Bx'-Cy')* 

oder  durch  Anwendung  von  Polarcoordinaten : 

(7)  Ar'^  +  2  (AB  Bin  g>'  +  Ccos  q>')  r'  +  (D-^B*)  co«  V' 

+  (ilö— C«)8inV+2fiC8ing>'co8g>'=0, 
welche  Gleichung  die  Fusspuoktcurve  einer  Ellipse,  Parabel  oder 

Hyperbel  darateiit^  jenachdem  ^  =  0  iat 

II.  Bezeichnen  m,  n  die  Coordinaten  dea  M ittelpunktea  (Ellipae, 
Hyperbel)  oder  die  dea  Scheitels  (Parabel),  so  ergeben  sieh  fol- 
gende specielle  Gleichungen: 

(8)  r'  =:  in  cos  9' + «  sin  g>'  ±  V^o^cos*^' + 6*sin  ^q>' , 

(9)  r'  =  mcos  g>'  -f  nsin  q>'  ±  V^o*cosV'—**sloV' » 

(10)         r'  =  mco8g>'+iisincp' — ^. ^. 

^     -'  ^  ^       2   cos  9' 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  Fusspnnktcurven  der  EJlipse 
und  Hyperbel  geschlossene  Curven  sind ,  die  der  Parabel  aber  lo's 
Unendliche  fortschreitende  Zweige  besitzen.  Eine  Symmetrie  der 
Gestalt  findet  nur  dann  statt,  wenn  m=0  oder  n=0;  f&r  die 
Parabel  muss  n=:0  sein.  Die  Anomalie  ^'  ist  zwischen  gewis- 
sen, leicht  zu  berechnenden,  durch  die  Geraden  TT^  ttf  (Taf.  I. 
Fig.  4.)  angegebenen  Grenzen  enthalten,  welche  Geraden  auf  den 
vom  Pole  gezogenen  Tangenten  senkrecht  stehen ;  fflr  die  Hyper- 
bel ist  überdies  <p'  absolut  genommen  kleiner  als  die  Neigung 
der  Asymptoten  gegen  die  F- Achse. 

Die  Gleichungen  (8),  (9)  zeigen  noch,  dass  ein  auf  der  Ver- 
bindungslinie des  Pols  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  oder  Hyperbel,  als  Durchmesser  genommen» 
beschriebener  Kreis,  dessen  Gleichung 

(11) ri  =mco89' -f  nsin^)' 

ist,  den  zwischen  beiden  CurTentheilen  enthaltenen 
Theil  JUN  jedes  Vectors  ON  halbirt.  Dasselbe  findet 
auch  dann  statt,  wenn  der  Pol  auf  der  gegebenen  Curre  oder 
innerhalb  derselben  liegt. 

Aus  der  Gleichung  (10)   oder  in  rechtwinkligen   Coordinaten 


^.'.;kj:.  ■ 
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(12)    .    •    .    .    :r'«  +  y'«  =  iiia;'+iiy'-|.^, 

ergiebt  sich,    dass    die   Fusspuoktcurve  der   Parabel,    wo 
aoch  der  Pol  liegen  mag,   immer  eine  Asymptote  hat, 

trelche  ia  der  Entfernung  k«  links  vom  Pole,  senkrecht 

aof  der  Parabelachse  steht  und  im  Allgemeinen  die  Fuss- 
poobtcorre  noch  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  alle  Fusspunktcurven  der  Linien 
zweiten  Grades  quadrirbar  sind.  So  findet  man  Hir  die  Fusspunkt- 
cunre  des  Kreises,  wenn  der  Pol  auf  dessen  Umfange  liegt: 

(13) 
r* = Ä  (l+cos  ?)') = 2  J?  cos*  % , 

Fische  =/Vw=iZ'i^-f2»iny'  +  ''"^2''^'j"=i»fl«. 

O 

Umfang  :=z4R  ß      cos  jdq>'  =  8Ä(8in  ^f  =  SR, 


o 


Der  Inhalt  der  Fusspunktcurve  der  Ellipse,   wenn  der  JMittel- 

pnnkt  als  Pol  betrachtet  wird,  ist  ^=:n — ^ — .  In  demselben  Falle 
fndetman  flBr  die  Hyperbel: 

a  o 

Fläche  =a«(sin9'cos9'  +  g)')!'""*^* +  *•(«"  9' cos  9>'— 9')!!'''*^* 

=  aÄ  +  (a*— A«)arctgj. 

Ffir  die  Lemniscate  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf  a^. 
DL    Betrachtet  .man  den  Mittelpunkt  der  Hypocydoide 

(14) a:*+y*  =  c' 

als  Pol,  so  findet  man  ffir  deren  Fusspunkteurve  in  Polarcoordi- 
naten  die  Gleichung 

(*o) »•  =  -     2—    ' 

wo  ez:sOX=zST  (Taf.  i.  Fig.5.),  und  für  die  LSnge  des  Bogens 
de«  Ausdruck 
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(16)    cf^  ^\^ls\n^2g>. d(p  oder  ^  j       yfl-\s\\\^,d^. 


n  o 


weon  roaD  ff/=z2q>  als  die  Variabele  betrachtet,  welcher  Ausdruck 
bekanntlich  die  Hälfte  des  Bogens  einer  Ellipse  darstellt,  deren 
grosse  Achse  =2c=  FF',  die  kleine  aber  =c^sJBß\  wo  die 
Bugen  von  B  aus  nach  F  gemessen  werden.  Der  ganze  Um- 
fang  der  Curve  (15)  ergiebt  sich  hiernach   gleich  dem 

Umfange  der  in  Rede  stehenden  Ellipse. 

,  * 

Da  der  Krümmungshalbmesser  der  Hypocycloide  (14)  ]U]S=A,OP ' 
ist,    also ' OQ  =  ^ OiV,   so  folgt,    dass  der  geometrische  Ort 
der  Durchfijchnittspunkte  der  Evolutenvectoren  OiV^  und 
der    Evolvententangenten    ST    wieder    eine    Hypocy- 

cloide  ist,  deren  Parameter  =^  und  welche  die  Hypo- 
cycloide   YMX  zur  Evolute  hat. 

IV.  Das  Product  rr'  aus  den  Vectoren  einer  Curve  und  ihrer 
Fusspunktcurve  ist  nur  dann  constant,  wenn  die  Basis  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist,  und  zwar  gleich  dem  Quadrate  ä^  der  Halb- 
achse, vorausgesetzt,  dass  der  Pol  im  Mittelpunkte  liegt.  Deon 
es  ist 

d(p              T^ 
(17) . .  rr'  =:r^-r-=^  —r- '=  =  einer  Constanten  a* 

zu  setzen,  woraus 


a'^dr 

dtp  =  —,.         -  ,    r* cos  2(9  +  a)  =  «' 


oder 


x^  —  y^  =  fl^' 


V.  Die  Gleichung  der  Fusspunktcurve  kann  noch  direct  in 
Polarcoordinaten  durch  Elimination  von  r  und  q>  aus  den  Glei- 
chungen 

dr 

(18)      r'=rcos(g)-g)')>    r=f(q>),    tang(g>-g>  )=jj:^ 

bestimmt  werden.     So  ergiebt  sich  für  die  Fusspunktcurve    der 
Lemniscate : 

r^rtV^cos2g7,     tang(9 — 9>')  =  — tang29> 

3 

q>z=:iq)'     und     r' =  ci  cos  •Jy'. 
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Die  Relation  9'=  3^  giebt  ein  ieicbtes  Mittel  zur  Construction 
der  Tangente  in  einem  Lemniscatenpunkte.  Ebenso  ist  für  die 
Fosspaiiktcnrve  der  logaritbmiscben  Spirale: 

r=:ae'^9,    tsLng(g>  —  g>')  =  m,    q>  =  q)'  +  &rctgm, 

eine  der  gegebenen  Shnlicbe  Spirale.    Auf  dieselbe  Weise  crgiebt 

sieb  filr  die  FasspiinktcurFe  der  Linie  r cos '99  =  0  die  Gleichung 

r' =  IT  cos  ^S^)'. 

VI.  Bemerkt  man^  dass  die  Plächenelemente  einer  Curve, 
ihrer  Fusspunktcurve  und  des  zwischen  der  gegebenen  Curve  und 
ihrer  Evolute  enthaltenen  Haumes  respective  durch 

(19)    .    .     rfÄ  =  '4?.    rf«=^2-.    </.»  =  ^ 

t 

dargestellt  werden  und  dass 

Qd(o  =  ds9    d(p'  =  d€o,    r'  =  r.— T-»- 
so  folgt: 

(20) dSl'^  =  da.d6. 

Betrachtet  man  Sl^  a»  6  als  Variabele  und  integrirt  durch  Ein- 
führung der  willkiibrlichen  Function  g>(c),  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  identisch 

4cdSl*=z  (d€c  +  cdtf)«—  (rfa—  cda)^ 
eetzt  und  da=^cd0  aoninimt,  zunSchst 

(21)  .    .    2\/cÄ  =  a  +  c<y  +  g)(c),    a  =  c6  + 'ilfic) , 

und  durch  Differentiation*  in  Bezug  auf  c: 

Ä  =  Vc(tf+9>'(c)),    0=<y+^'(c). 
woraus 

*(c)  =  -  (p(c)  +  2c9)'(c) 
and  zuletzt 

(  Ä=-2cVW*    <y=  — 9'(c)— 2c9''(c), 

(22)  .  .    i 

(  a=— g)(c)  +  C9'(c)  — 2cVW; 

welches  System  von  Gleichungen  der  Differentialgleichung  (20) 
gcaflgt;    denn  es  ist: 
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!dÄ=— [S^^'Cc)  +  2c9/»(c)]  Vcd€, 
da=-  [39''(c)  +  '2cfp''{p)'\  de. 

Ais  Folge  des  Obigeo  ergiebt  sich,  dass  die  Tom  LeitstraU 
der  Fusspunktcurve  beschriebene  Fläche  nicht  in  ehiem  constaiH 
ten  Verhältnisse  zu  derjenigen  steht,  welche  der  Leitstrahl  der 
Basis  beschreibt,  denn  man  gelangt  alsdann  auf  constante  Werttie 
von  Sl,  a,  a.  Man  kann  wohl  aber  den  Pol  so  wählen,  dass 
bestimmte  Flächentheile  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 
So  findet  man  z.  B.  durch  directe  Rechnung  (Formel  (8)),  daos 
die  Gesammtfläche  der  Fusspunktcurve  einer  El* 
lipse  das,A--fache  der  der  Ellipse  ist,  wenn  der  Pol 
(m,  n)  auf  einem  Kreise  liegt,  dessen  Gleichung 

(24)  m«+n*=2*fl6— (a«+Ä«) 

ist,  wo  der  Coordinatenanfang  im  Ellipsenmittelpunkte  liegt  und  fiir 
einen  äusseren  Pol  das  Stuck  ORBMO  (TaR  I.  Fig.  4.)  noch  be- 
sonders gerechnet  ist 

VII.    Die  oben  aufgestellte  Formel  (21): 

a  =  2  VcÄ  —  c<F — ^(c) 

fahrt  gleichfalls  zu  den  bekannten  Sätzen  Ober  die  Constanx  de« 
Flächeninhaltes  einer  Fusspunktcurve  bei  variirendem  Pole.  -  Be* 
zeichnen  nämlich  nk,  n  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  einen 
festen  Punkt,  so  stellen  sich  Sl  und  9(0),  mithin  auch  a,  als 
Functionen  von  m,  n  heraus,  die  in  Bezug  auf  diese  GrGeseo 
immer  dieselbe  Form  behalten,  von  welcher  Natur  auch  die  Basis 
sein  mag.    Präciser  ergiebt  sich  dieses  aus  der  Relation: 

(25)  rg  =  mcos^-l-itsin^-f-rx, 

wenn  r|,  r^  die  derselben  Anomalie  9  entsprechenden  Vectoren 
zweier  Fusspunktcurven  derselben  Basis  und  m,  n  die.  relativen 
Coordinaten  der  Pole  bezeichnen  (vergl.  Grelle  Bd.  50.).  So  folgt 
aus  den  Formeln  (8),  (9),  (10),  wenn  F,  F|,  F^  den  gesammten 
Flächeninhalt  der  respectiven  Fusspunktcurven  bezeichnen: 

(26) 
F=|(m«  +  na  +  a«+6«), 

F,  =  f([m-|]H««-P*). 

t\=.nfl  (arctgf  +  ^^^)  +  n^  (arct-  ?  -„•q:ji)+aH(a«-6«)  arctgj; 


4 
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welche  Gleiehuogeii  die  nOtbigen  Bedingungen  flfr  die  Constanz 
von  F»  Fl,  F^  entbalten. 

VlIL  Eine  von  der  zn  der  Constanz  des  Inhalts  einer  Fuss- 
poolrtGarTe  zwischen  bestiniinten  Grenzen  fiShrenden  Aufgabe  etwas 
ferschiedeoe  ist  die  unter  der  Formel  (24)  enthaltene,  welche 
«llgeneiDer  durch 

(17)  ai«  =  A.Äi« 

ai^edfltekt  wird,  worin  k  eine  positive  Zahl  ist  und  die  beige- 
«liteB  Indiees  die  Grenzen  angeben*  Der  entsprechende  Satz  ist 
tbense  allg^emein,  und  man  findet  für  den  durch  obige  Glei- 
cbonir  bestimmten  Ort,  wie  auch  die  Basis  beschaffen 
sein  mag,  eine  Ellipse  (Kreis);  denn  es  folgt  daraus  in  Ver- 
bmdung  mit  (25): 

(28) 

cos*(pdtp  +  «*  /        8\n*<pd(p  +  2m»i  /        sin (p cos ipdq> 

fi  9i  9>i 

Ti  cos  ipd(p  -t-^n  f        T]  sin  q>dip  -f-  #        ri*dq> 

wa*der  Kfirze  wegen  die  der  Basis  entsprechenden  rechtwinkli- 
geD  Coordinaten  beibehalten  wurden.  Man  kann  sich  dabei  leicht 
überzeugen,  dass  1)  das  Grussenverbältniss  und  die  Lage 
der  Achsen  der  beiden  Aufgaben  entsprechenden  El- 
lipsen fflr  dieselben  Grenzen  identisch  sind;  2)  dass 
die  Hittelpunkte  dieser  beiden  Ellipsen  im  Allgemein 
nensusammenfallen;  und  3)  der  Flächeninhalt  der  Fuss- 
ponktcurve  variirt,  wenn  der  Pol  auf  der  Ellipse  (28) 

sich  bewegt,  dagegen,  das  Verhältniss  ^  constant 
bleibt 

Der  obigen  analog  ist  die  Aufgabe,  den  Pol  so  zu  bestimmen, 
dass  ai*  =  Sli'^  -f  ^i*  u.  s.  w.  So  findet  man  in  Bezug  auf  die 
Ellipse,  dass  der  Inhalt  der  Fusspunktcurve  gleich  Ist 
dein  Inhalte  der  ersteren  zu  dem  ihrer  Evolute  addirt, 
wenn  der  Pol  auf  dem  Kreise  vom  Radius 

Vabl        2       ""        4" 

risgt. 
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IX.    EliiDiDirt  man  x,  y,  x  aus  den  Gleichoogen 

(29)  <p(x,x)  =  0,    i(;(y,z)=0, 

(30)  £:p*=3(lzJf  =  !^If, 
^     ^  (UV  dy  tlz 

(31)  x'dx  +  y'dy  +  z'dz  =  0, 

woraus  ar'ar+y'y  +  s'*=^'*+y*  +  *'*>  «o  erhält  man  zwei  Gleicbnn- 
gen  zwischen  a:' f  y' ,  x' ,  welche  die  Fusspunkteneurve  einer 
krummen  Linie  von  dopp,elter  Krümmung  daretelleo. 
So  findet  man  für  die  Fusspunktcurve  einer  cylindriecben 
Spirale,  vorausgesetzt»  dass  der  Pol  auf  der  Cylin« 
derachse  liegt,  eine  auf  einem  einfachen  Umdrehongs- 
hyperboloide  liegende  Spirale;  dasselbe  bat  zum  Kehl- 
kreis den  durch  den  gegebenen  Pol  gelegten  senkrechten  Schnitt 
des  Cylinders.    Stellen  nämlich  die  Gleichungen 

:r=Äcos^,    y  =  Ä85n^ 
die  cylindriscbe  Spirale  dar,  so  wird  nach  (30),  (31): 

^ =z^ ^  =  — ö-  »    x'y  — y'ar  =  aRx' . 

y  X  aR  ^      ^ 

Aus  ersterer  Gleichung  folgt: 

(32)  :r'a:+yy=Ä*,    :r'«+y«=Ä«  +  ^^=|^*, 
woraus 

.V—«    «'«+y'«   '    '^-'*    a:'«+y»  . 

uod  zuletzt 

(33)  a;'«+y«=Ä«  +  aV«, 

welche  Gleichung  ein  einfaches  Rotationshyperbofold  darsteiit 
Die  zweite  Gleichung  (32)  giebt  übrigens  in  Verbindong  mit  (33)i 

j=(l  +  o«)i'. 

woraus 

aR  /Ry'  +  ax't!\ 

(34)  ^'  =  r+^2arctang(^^rz^,^  j. 

Hieraus  ergiebt  sieb  für  die  Projection  der  gesuchten  Linie  auf 
der  XF- Ebene,  durch  Einfiibrung  von  Polarcoordinaten,  folgende 
Gelichung : 
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(35)    Vf*— Ä*=jTj7-iarcco8( -C08V sin^h 

und,  freoD  As=rcos^  gesetzt  wird: 

(36)   ...    .       V^^_Ä«  =  __(<p+^,. 

HiD  erkennt  darin  eine  Spirale  (Taf.  I.  Fig.  6.) ,   welche  aus  der 
Efolfente  des  Kehikreises    durch  Verkürzung  aller  Kreistangen- 

tn  am  den    ]~T"^^^n  Theil  abgeleitet  werden  kann. 


I.    Die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  einer  gegebenen  Fläche 

(37) z  =  fix,y) 

Ifost  sich  durch  Elimination  von  x,y,  z  aus  dieser  Gleichung,  der 
ihrer  BerOhrungsebene 

(38)     .    .     .    .2f''i  =  p(a:'-x)  +  q(y'-y), 

and  den  Gleichungen  einer  auf  diese  Ebene  vom  gegebenen  Pole 
gef&llten  Senkrechten 

(39) a:'=  — px',    y»z=,^qi' 

d"    di 
finden,  wop,  q  die  partiellen  Differentialquotienten  ^~i  -j-;  x',  y\  %* 

aber  die  laufenden  Coordinaten  der  Fusspunktfläche  bezeichnen 
and  der  gegebene  Pol  als  Coordinatenanfang  angenommen  wurde. 
Gleichung  (38)  kann  noch  durch  folgende : 


eraetit  werden. 

IL  Man  findet  durch  geometrische  Betrachtungen  oder  durch 
Rechnung»  wenn  man  das  analytische  Kennzeichen  p  4-09  =  6 
der  Cyiinder flächen  in  Betracht  zieht,  woraus 

(41) .t' +  ay' +  6z' =  0, 

dasn  deren  Fusspunktflächen  sich  auf  ebene  (Kurven, 
4ie  Fnsspunktcurven  der  Durchschnittslinie  der  Cylin- 
dctfliche  mit  einer  auf  ihre  Erzeugende  senkrecht 
dnreh   den   Pol  gelegten  Ebene,    reduciren. 

TlicU  XXXV.  4 
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Es  ergiebt  sich  ferner  in  Bezug  auf  die  Kegelflächcn 

durch  Conibination  dieser  Gleichungen  mit  (31))»  (40)  folgende 
Relation : 

(42)         (ar*  - 1)«  +  (j'  -  ^)«  +  (»'  -|)«  =  ?^i^±-?^ . 

woraus  der  Satz :  Die  Fusspunktflächen  der  Kegelflftehea 
reduciren  sich  auf  sphärische  Curven»  auf  einer  Kugel 
liegend,  deren  Durchmesser  gleich  dem  Abstände  des 
Poles  vom  Kegelmittelpunkte  ist,  und  deren  Mittel- 
punkt in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Punkte  liegt.  Diese  Curven  sind  die  Durchschnittslinieo  der 
erwähnten  Kugel  mit  einem  zu  dem  gegebenen  supplementären 
Kegel,  welcher  den  Pol  zu  seinem  Mittelpunkte  hat. 

FQr  die  Kegelflächen  zweiten  Grades 

ergiebt  sich 

T  —  ■"*  • '  5 '     ~r  —  ~"   ~       •  /  •*  • 

2  : — y    a*       i  z  —  y    b*- 

woraus  die  Gleichung  ^es  8upplenientären  Kegels: 

(43) rt«x'«  H  6Y«  =  c«2'« 

Die  Gleichungen  (42),  (43)    stellen  die  gesuchte  Fusspunkfcortf 
dar,    %velche  ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist 

Es  reduciren  sich  allgemeiner  auf  krumme  Linien 
die  Fusspunktflächen  aller  abwickelbaren  Flächen, 
und  zwar  liegen  jene  auf  einem  supplementären  Kegel 
zu  demjenigen,  welcher  seine  Erzeugenden  parallel  si 
denen  der  gegebenen  Fläche  haben  wflrde,  wie  dies 
der  die  abwickelbaren  Flächen  charakterisirenden  Relation 


(44)     .     .     .      p=ztp(q),     woraus    -fz=q>yL,y 


sich  herausstellt.     Dieser  supplementäre  Kegel  hat  seinen  Mittel- 
punkt am  Pole  selbst. 

Einem    Satze    von   Raabe  (Crelle's  Journal  Bd. -90.)  n- 
foli^e  %vird   die   Directrixfläche  einer  Fläche  durch   Verdoppelung 
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des  RAdiusvectors  des  entoprecft^nd^n  Pnäspooktörtes  bestimmt» 
wonu  folgt,  da88  anch  erstere,  in  Beiog  an/  die  abwickelbaren 
Fiiekeo,  sieb  auf  krumme  Linien  reduciren»  auf  de^sefben  Kilgel 
flidie  mit  der  Fusspunktcurve  liegend. 

Das  Product 

(45)   .    .    ,      rr'^  VTTP^ 

m  den  entsprechenden  Vectoren  einer  Fliehe  und  ihrer  Fuss- 
fnktnche  ist  constaiit  ffir  die  beiden  Rotationshyperboloide  der 
{leicbseitigen  Hyperbel. 

III.    Der   Neigungswinkel    des    Leitstrahles    gegen 

die  äerührungsebene  bleibt  constani  ffir  alFe  sich  ent- 

tprecbenden  Punkte  M,  M' ,...  einer  Fläche  P  und  ihrer 

«ifccessiven  Fussf^unktflfichen,     und    die   Normale    in 

tinem  Punkte  der  Fusspunktfläche  nter  Ordnung  geht 

dircb  die  Mitte  des  Leitstrahles  des  entsprechenden 

Panktes   der  Fusspunktfläche  der  (it  — l)ten  Ordnung. 

Ihn  denke  sich  eine,  die  Fläche  F  in  der  Näfie  des  Punktes  AT 

imbiinende   Kegelfläche.      Die  Fusspunktcurve    (IL,  (42))  dieser 

letztem,  welche  eine  sphärische  Curve  ictt.   Hegt  zugleich  auf  der 

Fitspanktfläche  P,    Geht  man  zur  Grenze  über,  so  redueirt  sich 

jene  sphärische  Curve  auf  das  genieinschaftlicbe  Ef^nient  M*   der 

Fliehe  P   und   Her   Kugel,    deren  Durchmesser  gleich    ist  dem 

Leitstrahle  des  Punktes   M ,    und   giebt  mithin  die  Richtung  der 

Iteneinscbafificheh  Berfibrungseb'^ne.     Daraus  folgt:    1)  dass  die 

Hsmale  des  Punktes  M*  durch  die  Mitte  des  Leitstrahles  OM 

fehl  (wenn  O  den  Pol  bezeichnet),  und  mithiri  der  er^vähnte  Whi- 

Iti  coostant  bleibt,    und  2)  dass  die  successiven  Normalen   der 

iPtankte  üf,  ^'..•.  in  einer  Ebene  liegen,    \telche  durch  den  Pol 

||eht^  und  gegen  einander  gleich  geneigt  sind. 

Analytisch  lässt  sich  derselbe  Sat^  durch  ÜhikeBrung  der 
Ailgabd  diBf  FüSsptinktflächc^  beweisen,  d.i.  wenn  man  zu  der 
Fisspiinktlläche  F*  die  Basis  F  sucht.  F  ergiebt  sich  alsdann, 
pb  DmhQlInngsfläche  der  durch  (40)  dargestellten  Ebenen,  durch 
IBfanbation  von  x'  ^  ^ ,  i'  ans  (40),  aus  der  Gleichung  der  Fläche 
F  and  den  ans  (40)  ctot^h  partielle  Differentiatbn  abgefeiteten 
«Mmngwi 

writtsr  xelgeb,  dass  die  Projectionen  der  Normale  zur  Fläche  F' 
[äMI  die  H|itte  der  Projectionen  des  Radiusvectors  der  Fläche 
FgtksD,   womit  der  8atz  ySlIig  bewiesen  ist. 


^ 
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IV.  Werden  die  GleichungeB  (39)  nach  x*  und  y*  diferen- 
Eirt»  indem  der  Reihe  nach  y'  und  x'  als  constant  betrachtet  wird, 
80  ergiebt  sich : 

dx        dy p'x' — %'         dx        dy q'x' 

(47)      { 

dx         dy      p'y'         dx        dy      q'y'--z\ 

^dx'^^dx'-^  z'^"    ^dy^'^^dy''^      i'*       ' 

hieraus   durch  Hultiplication    der   ersten   mit    der  letsten  dieser 
Gleichungen  und  Subtraction  des  Productes  der  beiden  mittleren: 

(48) 

dx  dM      dx  d^f (p'x" — zQ  (g'y' — t')  —  f^q'x'y* \-^rpp'-\-^ 

SJPdp~^'diP~  *'«(rt— »•)  ~  ^(rt-t*)  ' 

Differenzirt  man  auf  fihnlicbe  Weise  die  GleichoDgen  (46), 
80  findet  man : 

<»  +  WO  fe  +  W'al'  =  2  (P'9'  +  *'»')  -  '''. 
(«)     \ 

Pl*^'  +  (»  +«0g/=2(pV  +  s'x')  -  tfi, 

hieraus  folgt  wie  früher: 

=  4(1  +p'«  +  T*i')  (1  +  9'*  +  ifi')  -  4(pY  +  *'«0*  +  (r'<'-*«)i^ 

oder  I 

/Kn^  ^i^      dx  dy         i^r'V—t'^) 

Ki-^'y      (Hp^)<^-Kl+y^»)r^~2p^yV  i~2z^     1+p'Hy^'^ 
2    /  r'«'— j'«  2     ■*"  r't'— *«  J*; 

Bezeichnen  Ai»  A^  und  /2i',  R^  die  respectiven  HauptkriEflirp 
mungsradien  der  Basis  und  der  Tusspunktfläche,  ^,  ^^  die  «nt^ 
sprechenden  Vectoren,  so  kann  vorstehende  Gleichung»  da 
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istf  irie  folgt  geschrieben  werden: 

dx  dy      dx   dy      '*('-^<^-*^)(i?i^-i)(^.^-|) 
^"'^    d^d^-d^dx'=  (l+p«+^(l+«»'+?9')  ■ 
Diniu  einlebt  sich  in  Verbindang  mit  (4Ö),  und  da 

rnrn  H-PP^  +  gg' 

»«■D  2  deo  Winkel  (p,  p')  oder  den  der  entoprechenden  Nomtalen 
ktieicbnet,  folgende  bemerkenswerthe  Relation: 

(iV-|(^'-|)    ^«. 

Hu  findet  ferner,    wenn  dF,  dP  die  entaprechenden  Fläcben- 
«Itmeote  liezeicbnen: 

(Ä.'-|)(Ä.'-|)'^»+P'+9»'Vl+P«+9'»      ' 

oder 

^> 5F  =  -^- 

V.    Wendet  man  die  Formeln  (39),  (40)  auf  die  FIfichen  zwei- 
ten Grades  an,   deren  Gleichung 

(54)  ilr«+Äy«+Ci«+2Da:+2£y+2Fz+l=0; 

so  ergiebt  sich  snccessive : 

Cg't-Ax'xz=Dt'-Fx',    Bi'jf—Cy'x=Fy'-Ex'; 
(x-+^+t'*)BCx'  +  (Ex'—Dy')Cg'—(Dt'—Fx^Bt' 

_  (*" + y ^  +  «^)  -^  Cy  -  (g J^ — ^0  gj*  +  (Fy  -  Et')  As' 
*  -  fiCt«  +  /IC»«  +  -ißj« 

(.»^  -j.  y«  -f  »«)  ^  B»<  —  (jpy  -  FtQ  ^»^  +  (O»*  —  FjQ  Bx'  . 
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hieraus  durch  Substitution  in  (54)  und  nach  gehöriger  Hebung: 

(55) 

+  ^(ßCDx'  +  ACEy'  +  AßFz')  (x'«+^'«+2'») 
+  BCx^  +  AC9^+Aßz'^  =  0, 

oder  in  Polarcoordinaten  mit  \yef^las6ung  der  Striche: 

(56) 

ABCr^  +  2(ßCDs\necos(p  +  ACE8rinesinip^ABFen9e)r 

+  (ÄC— ÄF«— C£«)ain«»co|.«9  +  (AC'-AF^^CO^)mn^Bi9fls 

+  (AB—AE*--BD^)eoB'^  +  ^(AEFHinq>  +  ßDFeoBtp}mmBtmi 

+  ICDE  sin  9>  cos  qt  sin  <(9  =  0. 

Bezeichnen  /,  m,  it  die  Coordinaten  des  Mittelpnnktey  dei 
drei  centralen  Flächen ,  oder  die  des  Scheitels  der  zwei  nicli 
centralen  FISchen  zweiten  Grades,  so  ergeben  sich,  vrenn  lai 
Abkürzung 

(5T)  r|  =  /sin9cos9-|-Misindsin9^-|-*^<^^ 

f^esetst  wird ,  folgende  specielle  Gleichuns^en : 


(58)       r  =  r,  -t  %'  #i*sin*Äcos*^  +  6*sio*£fsinV  +  c*cos*#*. 


(59)       r =r,  i  V  a*»in**Kros*9  +  6\sin*6*in*qp— c*co**ö. 


(ÖO)       r = r,  4  %  — rt*siii*(*oos*<jp  -6«si  n*(isi  n«<r  +  r*cos«« . 

sin^ 
^01)       r  =  Fl  —  ^  ^^^^  ^  (a  co>^  J:  6sinV)- 

E«  folst  hieraus:  I)  das«  die  Fusspunktfllcben  der  central^ 
Flicken  s^schlo^sene.  die  der  nicht  centralen  aber,  «egea  A< 
im  Nenner  Turkommenden  cos^.  offene  Flächen  sind  -  ^)  da»  4^ 
zwischen  beiden  Theilen  der  Fussponktflache  eim  c 
centralen  Fläche  zweiten  Grades  liecende  Tkeil  d« 
Vectors  r  foo  einer  Ku^el  \57)  halbirt  w^rd.  welct 
dieselbe  Bedeutonsr  hat,  wie  die  durch  (4^1  darf^estelltc 

VI.  Betrachtet  Man  de«  Mittelpunkt  1^9^  dreiaek«|tc«  Eiir 
soids  als  Pol  und  beaetcknet  mit  r,  des  Vector  der  eatsprecket* 
de«  Fusspnnkt&icbe .  so  wird  nach  (5^): 

(«> r  =  ri±r,. 

und  der  simmtücke  KSrperiohalt  einer  keliekisea  Fh» paaktiickt 
de*  EJfipseJdss 


und  Fusspunktflächen. 
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2n 


ff 


TitJ^sinOdddtp 

2n  (l6\ndco8q>'l-msin68ing>+ncoa6) 

\  X  (a^sin^eco8^(p+b^ain^e8iifl(pi^4^coB^8ineddd{ 


"ff 

O  0 

II     smHdef      (««sin*Öcos«^+6*sin*Ösin«y+c^co8«d)A8 

«»  o 

sin^edß  I     (a*sin«ÖC08«y+6«sin«Ö8in«9+ Ao8«d)Aci 


o  o 


+  i>  /       ^9/       (a*8iii*dco8*g>+6*8in*Ö8in*g)+c*co8*d)dL8in 

ond  diese  sämnitlichen  inneren  Integrale  sind  gleich  Null,  da  < 
neuen  Variabein  sxftq),  CQ»q>,  sind....  sowohl  fllr  die  unteroi  \ 
auch  fCr  die  obere  Grenze  dieselben  Werthe  erhalten.  Dageg 
haben  das  erste  und  letzte  Integral  in  (63)  eine  ganz  specie 
Bedeutung,  und  wenn  F  das  Volumen  der  Kugel  (42) ,  (57),  SLA 
der  Fusspunktfläche  des  Ellipsoids  für  den  Mittelpunkt  bezei< 
net,  80  ergiebt  sich : 

(64)  .    .     >F=2F+Ä  =  J(/»  +  m*  +  n«)*  +  Ä; 

hieraus  der  Satz:  Das  von  der  Fusspunktfläche  eines  Elli 
soids  begrenzte  Volumen  ist  constant  für  alle  PO' 
welche  auf  einer  mit  der  gegebenen  Fläche  concent 
sehen  Kugel  (/^-|-fii^-|-n'=  einer  Constanten)  liegen,  oi 
gleich  der  Summe  aus  dem  Viertel  des  Volumens  dies 
Kugel  und  demder  Fusspunktfläche  för  den  Mittelpunl 

Dieser  Satz  kann  durch  folgende,  mit  (25)  analoge  Relatio 

(65)  .  .  .  r2  =  /sindco8^-f  ^sin^singy-ficosd-f  **!> 

woraus 

(66) 

V=  IP  P^  n^^  sm^ecoB^g>ded(p  +  Jm»  /*^*  /*''*  sin^^sin V^ 
+  {n»  y    *  J       coB^esinededtp  +  •  /   *  /       n » sin  ededq> 


I 
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für  alle  Flächen  swischeu  bestimmteD  Grenzen  ver- 
tilgen  ein  er  t  werden.  Setzt  man  nämlich  vorstehenden  Aos- 
drock  filr  das  Volumen  V  einer  Constanten  gleich«  so  erhält  man 
die  Gleichung  der  Fläche ,  auf  der  der  Pol  liegen  muss,  damit 
Fcoostant  bleibt 

Diese  Fläche  ist  im  Allgemeinen  vom  dritten  Grade  und  kann 
•idi  für  gewisse  Grenzen  auf  den  zweiten  Grad  reduciren. 


VI. 

Einiges  über  sphärische  Curven« 

L  Von 


Herrn  E.  Bacaloglo 

in    Leipsig. 


I.  Einige  von  den  auf  solche  Curven  sich  beziehenden  Auf- 
S^n«  welche  unter  andern  hauptsächlich  von  Gudermann  fär 
^  specielleSy  dazu  geeignetes  Coordinatensystem  behandelt  wur- 
den, lassen  sich  auch  direct  fOr  gewShnliche  sphärische  Coordl- 
^'^ten  auflösen. 

Bezeichnet  zunächst  a  das  Azimuth  der  Ourchschnittslinie  der 
Ebene  emes  grossen  Kreises  mit  der  JfF- Ebene,  ß  den  Neigungs* 
^okel  dieser  beiden  Ebenen «  so  ist  die  Gleichung  desselben: 

(l) tang^'tstangjSsinCg)'  —  «). 


Soll  dieser  Kreis  die   in   gemeinen  sphärischen  Coordinaten 
S*gebene  Curve 
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(2) A9>.*)=0 

berfibr^n«  «o  fi^Ueo  die  Gleichungt^n : 

1     d^ 
(3)  tang-^rstanfc/JsinCg)— «),    — ä^3^=tang/^co8(^-«)^ 

woraus  die  Gleichong  der  sphXrlschen  Tangente  xq  der  Cunre 

(4).    .   tanR,K=tangij,co«(v'-V)  +  — ^^'-^J. 

FCir  die  spbSriscbe  Normale  in  demselben  Punkte  (9>,  ^), 
den  zum  Kreise  (4)  senkrechten  §f4M«en  Kreis »  gelten,  wenn  t^ 
die  laufenden  Coordinaten,    aj ,  ß^   die  Constanten  desselben 
zeiebnen,  die  Gleichungen : 

(5)  (6) 

^  tang  fb 

taug  1?  tang /3i  cos  (a—«i)-|- 1=0.    teng  »^  =  ^^^  ^^_  ^^  ^  «in(yi  — i 

von  denen    erstere  die   Bedingung  der   PerpendicalaritSt  zw« 
grossen  Kreise  ausdruckt.    Die  Gteicfanng  (6)  giebt: 

tang^i  =  tang^{eos(^,  — ^)  +  sin(^  — 9>)cotang(9>  — a^)}. 

Es  folgt  aber  aucb  aus  (5)  in  Verbindung  mit  (3): 

®  =  S^T^^S^'i)  +  '  =  »inVcotangCy-  «)cotai.g(<p-«,) 
SO  dass 

(7y    .    .    .    .  ^tang-^cotangCy— «fi)+ 1=0. 
Es  wird  demnach  die  Gleichung  der  Normale: 

(8)  tang  *i  =  taug  ^  cos  (g>i  —  9>)  -  sin  {q>^  —  «P)  g?- 

DWerenzirt  man  diese  letztere  Gleichung  in  Bemg  a»f  ^  oad 
indem  man  ^  als  die  independente  Variabel«  betiacbM,   se 
Sit  man: 

(9)  »ec»V;+^=tai.g(v,-9)|^-tti.gK;g(. 
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Die  Etiminatx/Dp  von  <p  und  ^  j^b  (2) »  (8)  and  (9)  irürde  xu  der 
&fi(kwßg  der  Evolute  fdjiprep. 

II.    Znr  Beathnmung  des  sphärischen  KrOmmungshalbniessers 
p  dient  die  Formel : 

(10)        cos  p  =  sin  ^  sin  ^1  -f  cos  ^  cos  ^i  cos  ((pi — 9). 

Es  ist  Ificbt  nachzQweif en : 

Erstens :  dass  der  Krümmungshalbmesser  die  Evolute  jederzeit 
berfihrt.    Denn  es  ergjebt  sich  aus  (8)  durch  Differentiation  nach 

9i  ood  ^1 : 

Vi  xr  ^— tang^sin(9>i— g>)  — cos(9i— 9)  -j-- 


und 


dareh  Elimination  von   ^  aus  dieser  Gleichung  und  (8): 


sinfcp  —  coi)  dtUt 
(11)      Ung^=tangt. coB(<p-q>^)  +  -^^  ^ . 

HcM  iil^icjliufl^  pach  (4)  die  Tangente  api|  der  €urve  (g^i,  ^1) 
*i»Wlt. 

Zir.^ite])9 :  dass  fifm  I^ogepelement  der  Evolute  bleich  der 
Diferenz  zweier  successiver  Krümmungshalbmesser  laf,  und  zwar 
wächst  jeni^«  Y^lin  der  Krümmn^ogshalbmesser  abnifpmt  und  um- 
gekehrt.   Vhfk  ^oAei  nämlich  mit  Hdtfe  der  Formeln  (10),  (11): 

^  folgt  aber  auch  aus  dens#Jben  Formeln : 


woraus 


'••=S^-'"*-».)^V">'+«~v.S. 


(12)    .    .    .    .     d^= — V^rftf;i*  +  cos*^idg>i*, 
ood  in  der  That  drflckt  der  Theil  rechts  das  Bogenelement  der 


*)  Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  in  Bezug  auf  die  Krümmung«- 
kelbmeMer  der  Flächen  Folgemle«  bemerken,  wa«  auch  sie  ZusaU  aia 
■eioeni  Irahern  Aufiratze  „Ueber  die  Krümmung  der  Flächen^' 
(Scbi^milch's  Zeitschr.  für  Mathem.  u.  Phys.  IV.  S.  31Z)  be- 
trachtet werden  bann.  Bezi9ichnet  q  den  Krummnngshalbmecser  eines 
Mrmalen  Schnittes  im  AzlrnntKe  ^,  so  ist  hehannllich: 
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III.  Man  kann  leicht  mit  Hfilfe  der  Gleichangeo  (8)9(9),! 
den  Wertb  des  Krfimmungsbalbinessers  in  q>  und  t|;  ausgedrii* 
ivie  folgt«  erhalten: 

a 

cos^i  cos(g>i  —  9),-        .     ,  ^        .  .dm 


cos  '4^1  C08 


«Pop  dw  dw/da^ 


*****  «Py     ♦.„„-.*'** 

3^ -»•"•8*3^ 


coe 


cPcp      ,  dg>  d<p /dq>^  .        ^    \ 


so  dass 

(13) 


co8p=db 


dop  dcp  fdjol^         ^  \ 


4  /   W 
f      — 2»li 


hieraus  folgt  aber: 


(1  +  ^^o»V)' 


I cos'y  .   8in*y i^i^t 

2  2  ^^ 

Betrachtet  inan  non  den  Brennpuokt  eines  Kegelschnittes,  dessen  gro 
Halbachse  ^       q    **  ^'^  kleine  aber  =V/f,i?, .    oder,    was  dassel 

deaeen  Parameter  und  Excentricit&t  respective    •= — \-^$     »^  .  p*   ei 

«1+««      «1  +  '»« 

als  Pol,    so  drocken  die  Vectoren  dieses  Kegelschnittes  4 
GesetK  ans,    nach    welchem    die   Kr&mmnngshalbmeseer 
einem  FIftchenpankte  Tariiren,  Toransgesetit,  dass  die  Anomt 
dee  Kegelschnittes  doppelt  so  schnell  wächst  wie  dae  Azimuth  ^. 
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oder,  ireBii  man  ^  ßlr  die  independente  Variabele  nimmt: 

(cosN;  +  ^) 

(M)      taug  *  =  ± -^ ^  ■ 

sin  i^cos*V  +  äsin^T-}  +  cobiJ»t-5 

Das  Doppelzeichen  entspricht  den  beiden  sapplementäwn  Kriim- 
■oigshalbmessem,  da  jede  sphärische  Corve  offenbar  zwei  gleiche, 
«ber  entgegengesetzt  liegende  sphärische  Evoluten  bat. 

Die  Coordinaten  des  Krflmmaiigsmittelpnnktes  werden  durch 
(8),  (9)  oder  dnrch  die  daraus  folgenden  Gleichungen: 

d^      1 -MecVg^, 

(15) tang(9>,  —  9>)  =  — rf^-rftiS; SjT«' 

5^  +  tang^^ 


Wendet  man  die  Formel  (14)  auf  die  Corven  an,  deren  Glei- 
^^Bigeo  respective 

(18)         ^i=:mq>,    6in^  =  m8in^>    co8^=:mco89) 

^i*),  80  ergiebt  8icb  für  die  ent8prechenden  Krfiromiingahalb- 
ne«er  ^,,  ^,  ^,: 

tang^-±^.^^-  2m«+cosV 

ItD       )  _  ■         1  (m«  —  8in»»  +  co8^)i 

^       ^  •*"«^-±8in^co8^'l— 3mH28in«^i-co8N;' 

_  ,  (m*  — co8^^)i 

**"S^"'*m*-3m«8in>— co8*^' 


^  In  Bezog  anf   ihre  Projeciinnen   von   Herrn  Prof.  Drobisch  in 

«tbea  „Neaen  Zasätxcn  xum  Florentiner  Problem*'  (Berichte 

itr  k.  aftcha.  Ges.  der  Wissen  ach.  18.  März  1854)  in  sehr  eleganter 

Weise  behaadelt    Es  niag  mir  erlaubt  sein ,  kq  den  darin,  unter  andern, 

aogefährten  interessanten  Relationen  zwischen  den  Lnitstrahlen  r,  r',  r" 

im  orthographischen,   stereographisehen   und   centralen  Projection  einer 

fpUriaehen   Curve  [No.  4.  ForAiel  (!).•..  (9)]  noch  folgende ,    zwar  ein 


,62  Bacafoffio:    Einiges  über  sphärische  Curven. 

Fflr  die  sphfirische  Ellipse»   deren  Gleichung: 
/luv  «    /co8*v  .  8inV\      , 

(18)  ....  co.v(^„-5+^;j;=i 

oder 

wo  a,  b  die  beiden  spBärinchen  Halbachsen  beKeicbhen,  and  der 
Mittelpnnict  derselben  mit  dem  Pole  der  .YF-Ebe<ie  zusamitten- 
ßtllt,  ergiebt  sich-: 

(W) tangp 


^  (taBg«»+i  [ak~^]/'"'^'''"''^y>* 

cotang*acotang^6 

—  *  (^^c*fl8ec*6  sin*^ — 1)1 
~~"^  tang  a  tang  6 

tane'6 
Die  KrOmniuügshatbniesaer  der  Scheitel  sind  folglich  iunI 

tang^a 
tang  6  * 

IV.  FOr  den  üurchschnittspunkt  der  Tangente  (I)»  (4)  mit 
einer  auf  sie  vom  Pole  der  JTF- Ebene  geföllten  Senkrechten  gilt 
die  Gleichung 

woraus  nach  (3) : 

I  d^ 

(20)    .    .    .      tane(cp' — cp)  =  —  — ■  .  -3— ; 

^     '  avT      Y-/       sin^cos^    dq> 

hieraus  in  Verbindung  mit  (4): 


geringeres  pmktitches  IntereRse darbietende,  doch  ihrer  Einfachheit  wegM 

r''-\-r      «• 
«rwihnenswerthe  Relation  p^---  =  p^   hinKusufügen ,   wo  a  den  Radlas 

der  Kugel  beieichnet. 
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(21) 
«ift»'-9)tangt'=taDgif»,    ^M¥ - V)^**^' —  ^^- ^' 

thl>*       .  »  m        2taninl>  diu 

Die  Elimifiatiofi  von  fp  und  t|;  aus  (2)  und  zweien  unter  den  Glei- 
dnmgen  (4),  (20),  (21)  fShrt  zu  der  Gleichung  der  sphärischen 
FiMpunkteorV^.  ^  Rtid^i  mah  däfch  Anwendung  der  ersten  and 
lettten  der  Formeln  (21)  in  Verbindung  mit  (18)  die  Fusspunkt- 
corve  der  sphärischen  Ellipse. 

Die  letzte  Gleichung  (21)  giebt  in  Verbindung  mit  (18): 

8in2®'.tanff*i/;* 
*aog2v  = Y p^ 

^  2sin9^cos^'tang^^' 

""  cetang^ — sin^  tang*i(f' —  (cotang^a — cos*g)' tang^ij^) ' 

woraus 

.       cotg^.-co/ii«yaans«»^-(cotg«6— sinV^tang^O  ^ 
**^ sinycos9>'UngV r-.tangg>-l=0. 

Man  findet  aber  auch  aus  der  ersten  Gleichung  (21)  und  (18), 
wena  man  erstere  quadrirt: 

-         26in9'cos<;p'tang*i^  cotg*a — cos^q^^tang*^' 

!    ^"^^""eotg^Ä-sinV^ii^SiV'**"^^  "*"  ii^tg«6-slnVtang  V 

Man  kann  vorstehenden  Gleichungen  folgende  Gestalt  geben: 

^8*9 p— tang^  — 1=0,    tang*g>  — -g  tang^)  +  g  =0 

sod  sich  leicht  überzeugen ,  dass  die  daraus  gezogenen  Werthe 
TOD  tang^)  identisch  werden,  wenn  zugleich  ^=0  und  B=-0, 
•der  wenn  C=0,  oder  (^- ß)*+4C«=0,  oder  C*— i<Ä=0; 
4a  die  drei  ersteren  Bedingungen  nicht  bestehen  können,  so  bleibt 
die  letzte  aliein,  woraus  die  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunk- 
teocurve: 

.«^  .      «     /  cos*g>'    .     sin*©'  \ 

Beseiehnet  R  den  tlalbmesser  der  Kugel,  so  erglebt  sich  leicht 
dordl  AAt^^ftodnng  der  bekannten  Formel 


-  f  . 
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für  die  centrale  Projection  der  vorstehenden  Curve  die  Gleiel 

welche  die  Fusspunictcarve  der  centralen  Projectioi 
Ellipse  (18)   selbst,   vom  Mittelpunkte  ans»  darsi 

Die  Curve  (22)  kann  noch  als  die  Darchschnittslinie  der  I 
vom  Radios  R  mit  der  FlSche 

(24)  ^'     +    y*     =(«!n»y 

^    ^  cotang^a      cotaDg^6  2* 

betrachtet  werden.  Diese  Fläche  ist  symmetrisch  gegen  die 
Ebene»  ihre  Asymptoteoebene;  hat  denCoordinatenanfangzo  ' 
Mittelpunkte,  schneidet  die  Kugel  nach  den  zwei  gleichen  C 
(22),  welche  die  beiden  Fusspunktencurven  der  sphärischen  E 
sind,  und  hat  überdies  mit  jener  noch  die  beiden  Pole  der 
Ebene  gemein.  Ihre  ebenen  Schnitte,  parallel  zur  ^F- Ebene, 
Ellipsen;  dagegen  geben  alle  durch  die  Z- Achse  gelegten 
nen  ein  System  von  zwei  Hyperbeln ,  welche  in  Taf.  I.  Fig.  7. 
gestellt  sind.  Der  sup\)lementäre  Kegel  zu  demjenigen,  d« 
Scheitel  der  Kugelmittelpunkt  und  dessen  Directriz  die  Linie 
schneidet  die  Fläche  (24)  und  ist  zugleich  ihr  Asymptotenk 
der  Mittelpunkt  dieses  letztern  föllt  auch  mit  dem 'Kugeln 
punkte  zusammen. 

Die  durch  Formel  (23)  ausgedruckte  Eigenschaft  der  s{ 
sehen  Fusspunktcurve  der  sphärischen'  Ellipse  kommt  nicht 
ciell  dieser  Curve  zu,  sondern  es  gilt  allgemein  der  Satz: 
centrale  Projection  der  sphärischen  Fusspunktc 
einer  jeden  sphärischen  Curve  auf  der  durch  den 
gelegten  Beriihrungsebene  der  Kugel  fällt  mit 
Fusspunktcurve  der  centralen  Projection  der  geg 
nen  sphärischen  Curve,  in  Bezug  auf  denselben 
zusammen.  Man  braucht  daftir  nur  zu  bemerken,  dass  di 
den  BerQhrungskreis  der  gegebenen  Curve  durch  die  Achs« 
legte  senkrechte  Ebene  zugleich  auch  auf  der  Projectionse 
und  mithin  auf  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen, 
auf  der  Tangente  an  die  centrale  Projection  der  sphärischen  C 
senkrecht  steht.  Es  wird  dadurch  das  Aufsuchen  der  sphärii 
Fusspunktcurven  auf  das  der  ebenen  zuröckgeliihrt. 

Eis  sei  z.  B.  gesucht    die  sphärische   Fusspunktencurv< 
sphärischen  Ellipse  in  Bezug  auf  den  einen   ihrer  Brennpv 
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BeNicbneii  a,  b  die  beiden  Halbachsen »   c  die  Ezcentricität  die- 

•er  ledtern,  R  den  Kugelhalbmesaery  so  ist  belcaniitlicb  die  Foss- 

pnklcarfe   ihrer   centralen    Projection    ein   Kreis    vom    Radius 

ptaBg(a-Fc)4-tang(a-c) 
=Ä. 2 

Trigt  man  diesen  Kreis  auf  die  Kugel  zurück,  so  ergiebt 
sichi  durch  rein  geometrische  Betrachtungen,  dass  die  gesuchte 
FiHpiinktcurve  wieder  eine  Ellipse  ist,  deren  kleine  Halbachse 
si,  die  grosse  aber  V  durch  die  Formel 

taog6'=cos6.  V  [tange  4-  tang(a — c)]  [tang(a-l-c)  —  tangc] 

■ 

sinn sina 

V^cos  (a-y-c).  cos  (a — c)      V^cos*c — sin*ii 

«ler 

sina 


sin  6'  = 


cosc 


{•geben  ist»    was  auch  von   Gud ermann   auf  anderem   Wege 
grfuiden  ist 

Ais  sweites  Beispiel  diene  die  Lozodronie 

OB) cos^(c9+c-y)=2, 

faei  orthographische,   stereographische  und  centrale  Projection 
leipectfve  durdi  die  Gleichungen 

n  (€»+e-y)  =  2Ä,    Ära(c9+  s-f)  =  Ä«  +  r,« 
nd 

(•0 r(e5^— s-y)  =  2Ä 

dttgestellt  werden.  Bestimmt  man  die  Fusspunktcurve  dieser 
kdfem,  nach  einer  an  anderm  Orte  gegebenen  Methode,  durch 
Ifaiination  von  ^,  9  aus  der  letzten  Gleichung  und  den  beiden 
Ugeaden:  ^ 

dr 

WrzrcosCg)— >'),     tang(<)p  — g)')=^' 

fo  ergiebt  sich  zunächst: 

(26). 

teBg  (f + 9'  -  v) = -5tS = ^^  •  *'"«<''  ^-"j- 

Thall  XXXV.  5 


66  Bacalofflo:    Eintga  über  tphärische  Cunen, 


Hieraas  erhellt,  dass  die  Differeoz  q>'  —  9<  o  ^^^  ^'I  ^^ 

=  o  ffir  9=0  und  ^-j  fdr  ^»sroD  wird.  Hat  mau  aosC 
Werth   von  ^ss/Jy'),  so   wird 

und  durch  Uebertragung  auf  die  Kogel : 

cotang^'(c/tr)  —  e-/(r))  =  IReoslf^tp')  —  g>'j , 

welche  Gleichung  die  gesuchte  sphärische  Fusspunktcur 
stellt  Die  nähere  Bestimmung  von  f[(tp')  hängt  von  der 
sang  der  Gleichung  (26)  ab. 

V.  Mao  kann  ähnliche  Untersuchungen  fiber  sphäriscl 
luten  anstellen.  So  findet  man  in  Bezug  auf  die  stereogra] 
Projectioo»  dass  die  entsprechenden  KHfmmungsmittelpunk 
sphärischen  Curve  und  Ihrer  Projection  zwar  auf  deraseih 
ridlankreise  liegen,  nicht  aber  auch  dieselbe  Breite  haben 
findet  nämlich  durch  Anwendung  der  bekannten  Formeln: 

(27)  A  =  tang \j  -  y^  cos ^,     F=  **»g (j  -  |^«'«n  ^ 

wenn  der  Kfirze  wegen   der  Kugelradius  =1  gesetzt  wi 
^9  y»    9f    ^    <lld  Coordinaten   eines  Punktes  der  ,: 

nen  sphärischen  Curve;  . 

x'f  y'y  q>*t   t^   die   des   entsprechenden  Krümmung 

punktes    der    stereographischen    Pr 

dieser  Curve; ' 

^i>  Vi*  7i>  4^1   diedessphärischen^rammungsmittelf 

welcher  demseH>em;Punkte  or,  y  ent 
bezeichnen :  , 

tanirra)'-<p)  =  Sl5?»2rL?!^[!!L?. 

g  VV        W         yi  gjn  fp\.  x'  COS  9  * 

Es  ist  dann  weiter:' 

y'=y  +  -Ä7-'  ^=*-ai-"^~'di=rf;i; 

d^  3^cos9>+coi 


-1 
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.  .„   ^x  co>^.+(H-8iD»)a^+eos»a^ 

I  ^  cos  g>  +  cos  ^  8in  ^  I 

md  hieram  folgt : 

ycosg? — x'sin9 

cos^i g^(H-sec^;g^^ 


f'singy-l-ar'cos^ 


^   2eoi»(j-|)    cw«*  +  (l  +  .in*)^  +  cos^' 

MllM  loletBt 

tai.g(9'-v)=— ^^; ä^. 

ekls  Formel  mit  Ar  ini'  Frühem  zar  Bestimaiiing  der  geogra- 
liieben  Länge  des  sphätisciieo  KrfimmiuigsniittelpuDktes  (91 »  ^) 
gAeneo  ▼oltkommen-  üiereiDstimmt  —  Die  Besdnunong  too  ^' 
cmplicirtei,  und  da. das  Resultat  kein  besonderes  Interesse 
iittp  so  mSgev  hier  ganz  kurz  nur  die  Haoptfonneln  angegeben 
rdea.    So  folgt  durch  AniKendung  derselben  Fonnelu  (27) : 
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n«icb*  Fonne)  mil  der  n.  a.  O.  fiOr  taug  i^i  g«gebeuei)  Tergleich- 
haiit.  Da  (I  +  8ini(/)«-jj^<;2(l+8inV)  odei  —  (cosV tj^^» 
iU,  n  kilaD«n  if'  und  41,    nie  idcnlUcb  vrerdeo. 

Ol  der  ephürische  KrüniniDnggintltelpUMkt  auf  depiiselken  Meri- 
lÜinLrcise  mit  dem  entsprechenden  der  slereo^ap  bin  eben  Projec- 
(iniKunre  liegt,  ao  rolgt,  dasä  der  geometnache  Ort  der  Verbiii- 
^^linien  dieser  beiden  Punkte  eine  KeilltUcbe  ist,  deren  fierud- 
Koige  birectrix  die  Achfie  der  Ku^el  ist. 

Man  liann  etcb  nach  dem  Vorangegangenen  die  Frage  stellen, 
üb  es  nicht  einen  andern  Punkt  anf  der  Achse  giebt,  Tür  Hekben 
n|[leich  g)'  =  v,  und  if»' =:!(>,  wird:  die  Antwort  ist  jedoch  V4'rtiei- 
und.    Uan  gebt  dazu  von  den  Tranefurmations  Tor  mein 
acos^  ftcns^ 

-^~n+Bin'F''"°'^'     *'~  a  +  siny^'"*^ 
V».  iro  a  eine  gewisse  Länge,  vom  Kngelroittelpunkle  ausgemes- 
Mii,  bedeutet.     Die  Rechnung  ist  der    frahern  ganx  ähnlich,    nur 
•inii  <iie  Formeln  länger.     Man  gelangt  zu  dem  Rndresultale : 


(o  +  sin  1^)«  +  eec«^  ~  (1  +09in  t)» 
W  +  '"S'^rf^J  (l+««in^)  (a+«nif.)+  sec*^.  («»-I) 

tDrana  man  erkennt,  daas  die  Identität  von  tp'  mit  7,  die  Bedin- 
^D^  0=^1  erfurdcrl,  eo  dass  diese  Eigenschaft  der  ^tereographi* 
Khn  Projection  ausschlieaslicb  zukommt;  alsdann  ist  aber  if»' 
™t  i|^  verschieden. 

Der  gcamelriscHe  Ort  der  Berührenden  an  eine  krumme  Linie 
•vn  doppelter  Krümmung  ist  bek.-inntlich  eine  AbnickelungsDäcbe, 
der««  Charakteristik  die  erwähnle  krumme  Linie  ist;    der  geome-    l 
Irische  Ort  der  suL'cesslven  DarchschniltMlinien  der  Normalebenen 
Jmselben  Curve  ist  ebenfalls  eine  Abwickelnngsfläche,  deren  Cr-  \ 
tKugeode  respective  senkrecht  zu  denen  der  ersteren    sind.     Di| '  1 
die  Normalebenen  einer  sphärischen  Curve  durch  den  Mittelpunkt  J 
der  Kugel  geben  (die  Gleichung  derselben  ist  x'dx\y'A^^t'd 
■o   reducirt    sich    für   dlexe    die   zweite    der    genannten  > 
unfeine  Kegelfläche;    denkt  man  sich  eine  zu  dies 
tire  KegelflSche,   0«  sind  ihre  Erzeugenden  parallel  2ü  ] 
^calen  un  dl«  sphärische  Gurte;  auf  der  ersteren  KegeldicE] 
noch    die   Fusspunklcurve   der  von   diesen    Tangenten    gebllaj 
^ItH  ickelangsOäcbe- 
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Ueber  das  bestimmte  Integral 

0 

VOB 

Herrn  E.  Bacaloglo 

io   Leipsig. 


Dieses  Integral  kann,   unabhängig  von  den,  Integralen  di 
Form    zulcommenden   Transformationsformeln »   allemal  dired 

stimmt  werden ,   wenn  ^  und  m  positive  Zahlen  sind.   Es  ist  i 
lieh,   wenn  man  6:r"=tf  setzt: 


o  nftT  o 


=e._^^J-J-* 


wo  die  BediDgnog 

u  +  v^a 

hinzngefilgt  werden  mos«.    Daraas  folgt  nach  einem  von  Dir 
Ibt  gegebenen  Satie: 

wo  r  die  bekannten  Euler 'sehen  Integrale  bedeutet. 
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Ziiitie.  L  Vorstehende  Formel  iSast  sich  auch  dann  an- 
weeden,  wenn  -  negativ,  zagleicb  aber  —  >  1  und  ^  <  1  ist. 
Deao  es  bt»  trenn  man  a — 6:r"  =  2Y  setit: 

/  (a-ba^)' ^af^-^dx^ *^  /  (a—  z«)»  "*2«-i»-»rf2, 

woraiu  die  Bedingung  —  >  1  und  9  >  p. 
n.  Die  Formel  (1)  kann  durch  folgende: 


»  mft»      ^^'+«+^> 

•rseüt  werden,  trelche  für  den  Fall,  wo  m=9i,  anwendbar  ist. 

OL    Wenn  die  GrOssen  a,  b  die  unter  dem  /Zeichen    ste- 
keideD  Factoren  des  bestimmten  Integrales 

(2)  J      f{x)q^{x)dx 

reipediTe  aaf  Noit  redaciren ,  so  kann  in  manchen  FsHen,  vor- 
n^gisetzt^  das8/(jr),  9(x)  algebraische  Functionen  sind ,  folgende 
Beaerhrng  tob  Nutzen  sein.    Man  kann  nSmttch 

f(x)  =  (x—a)P.F(x),    g)(a:)  =  (x— 6)f.4>(a:) 

selKD,  Indem  man,  grosserer  Allgeroeinheit  wegen,  a,  6  als 
ridbehe  Wurzeln  der  Gleichungen  /(x)=0,  fp(x)=^0  betrachtet. 
Wird  femer  zui"  Abkflrzung  F{x)0(x)=ü,  (j:— a)J»(j:-6)«=  F 
liesetzt,  80  folgt  nach  bekannten  Sitzen: 

irorans,  wenn  man  q^p  voraussetzt,  was,  ohne  die  Allgemein- 
heit dieser  Zahlen  zu  beeinträchtigen,  auch  den  Fall  der  Gleich- 
heit nicht  ausschliesst ,  und  mit  Rficksicht  auf  die  Grenzen: 

(3) 
f/{x)if(x)dx  =  (-1)P[P,+,  F(p)-C;^4a  F*+»»+...:±  ü,  F(f-»»]. 

+  (-  l)f  [  ürt^i  FW  - ....  ±  r,+^i  F*  t«]*. 

•     1: 


72  Andres:    Die  Zahiettf&rmei  für  den  mutieren 

Jedenfalls  bietet  diese  Formel  nur  dann  einen  Vortbeil»  wenn 
pi-q  eine  kleine  Zahl  ist;  denn  alsdann  bricht  die  rechts  ste* 
hende  Reihe  bald  ab,  was  bei  der  gewöhnlichen  Entwicklong  von 
(2)  im  Allgemeinen  nicht  stattfindet. 


inna. 

Die  Zahlenformel  für  den  mittleren  KrummangBhalb' 

messer  des  Erdsphäroids. 

Von 
Herrn  Theodor  Andres, 

k.  k,  Hauptmann  im  16«  Linien -Infiuiterie- Regiment. 


Bessel  hat  in  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.333 
und  438.  nomerbche  Formeln  zur  Berechnung  der  Krfimmuogshalb- 
messer  des  Erdsphäroids  entwickelt  —  Bei  Berechnung  der  hiei« 
nöthigen  Erddimensionen  aus  den  bis  dahin  vorgenommenen  Grad- 

messungen  ging  derselbe  von  der  Helation  i=/V^(cb?)*-f  (cly)* 
aus,  während  Brfinnow  in  seinem  Werke  Ober  die  sphfirische 
Astronomie  einen  anderen  Weg  einschlägt,  um  die  grosse  Erd- 
achse und  deren  Excentricität  au  finden.  Ich  wiederhole  hier  kun 
diese  Entwickelnng,  um  dann  zu  zeigen,  wie  aus  den  damit  ge- 
wonnenen Gleichungen  die  Zahlenformel  des  mittleren  KrOmmungs« 
Halbmessers  abgeleitet  werden  kann. 

I. 

Setzen  wir  wie  gewöhnlich  die  halbe  grosse  und  halbe  kleine 
Achse  des  Erdsphäroids  sa  und  b;  femer 

«■=s — ^— -  und   «:= (0) 


•^ 


Kfümmun^MhalämeBMer  des  BrdiphäroUU.  73 

BnaichieB  wir  ferner  die  Coordioaten  eines  Punktes  A  (Tat  I. 
rig^&)  auf  der  Erdoberflftche  mit  x  und  y^  wobei  die  Achse  der  X 
■  der  Aequator-Ebene,  jene  der  F  in  der  senkrecht  darauf  stehen- 
kn  und  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebene  liegt,  so  ist  die 
wbeiserte  geographische  Breite  ANM^^^'  und  die  beobachtete 
kRMzsfp  gegeben  durch: 

tang9'=J. (1) 

toDgg>=-^. (2) 

las  der  bekannten  Gleichung: 

aV+**^=fl*** (3) 

Uet  sich : 

ff  6*   dx 

■    i='~58*^ (*> 

Mit  ZuiebuDg  von  (2)  nnd  (4)  «rgiebt  sieb  ans  (3): 


«*  = 


a* 


l-|--2tang*9> 


O' 


nd  für   6*   den    Werth   aus  (0)  und   tang*^  = ^  gesetst 

■d  ledneirt : 


acosy 
^^'Vl-s'sin«^ ® 


Ebenso  findet  man: 


.         ,      a(l  — ^sing)  ^__ 

lo  der  bekannten  Formel  Rlr  den  Krflmmunghalbmesser  r  der 

uBpse  =  ^ -jT — ^  den  in  (I)  für  x  gefundenen  Werth  gesetst, 

|ibt: 


0(1 -e»)                   w   . 
'  —  (1— e«sinV)«*    ^' 


Ist  ^  die  mittlere  Länge  eines,  Meridiangrades  in  irgend  einem 
lAfenmaass  und  tp  die  Breite  seiner  Mitte,  so  ist : 
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^  ~  180(1— e«  sin  V)« 


(6) 


Ffir  einen  zweiten   Meridiangrad^  dessen  mittlere  Länge  ^i  aod 
dessen  mittlere  Breite  ^i  sei»  hat  mau: 

7ta{\  —  e^ 
^*  —180(1  — 6«sinVi)» ^ 

Daher  aus  (6)  und  (7): 

^itsin*9i — ^sin*9  •      v     / 


il. 

Sind  r'  und  r^  die  Halbmesser  fär  den  grSssten  und  klein- 
sten Krümmungskreis  irgend  eines  Punktes,  dessen  PolhShe 
=fp  Ist,  so  hat  man  den  mittleren  Krfimmungshalbmesser  12 
gegeben  durch: 

Ä  =  ^-y^- (8) 

Der  Halbmesser  für  den  kleinsten  Krümmungskreis,  d.i.  für 
den  Meridian,  folgt  aus  der  Gleichung  (6),  nemlich: 

/'^aCl-.e^Kl— e»«in^p)H («^ 

Zur  Entwickelung  des  Halbmessers  r'  fSr  den  grCssteo  bOm- 
mungskreis,  d.  I.  ffir  die  auf  dem  Meridian  senkrecht  stehende 
Curve,  Ist  nur  zu  bedenken,  dass  derselbe  die  Normale  ac  Ist. 

Setzen  wir  In  Taf.  I.  Flg.  9. 

ab  =  n,  bc=^n\  ahssy,  oh  =  x,  bh=^m; 
und  Winkel  abkt:^  tp  =:  der  PolhOhe; 

I 

so  ist: 

m  ,         •  «— m. 

n  = und  n'  = ♦ 

cos(p  cosqp 

daher : 

r'  =  n  + ;!'  =  ---—• 

coscp 

Ffir  X  den  Werth  (I)  gesetzt! 
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''=vi-°^.i..v='"~''"°'"''-  ■  •    '"* 

Twrichten  wir  udd  in  (9)  rmA  {VOt 

Oma  Am  PotraziniDg    i   bebsiten  tb«r  nur  noch  die  41«  PotcDs 
tMU  Sie  Hultipiicatioii    (    der  IileiDeii  GrSsBe  e  bei 

und  letzeD 

Unm  statt  siD*9  =  i-leos2q9, 

w  erbatton  wir,  Alle«  gebOrig  redncErt: 

(11) 


bierau*  folgt  bIr  nriihmetiachet  Mittri: 
03) 

weiin  Dscb  den   tod    Beseel  nach    der   Uelbode  der  kleinsten 
tdratsaiDineD  bearbeiteten  sehn  Gmdmessnngen  ist:  

loga  =  £.SI4  823Q     oder  a  =  3272077. 14  Toisen  ^ 


Iege==8.9]3a05&.  ^      ft 
A 
Föbreo  nir  diese  Wertfae  io  (13)  ein,  so  ergiebt  sich 

if  =  <i[  1 .  0000021 -0. 0033455  cos  29  4^  0  .OW0063  CO*  49 ... .] 

«det 

«=3373141  Toie-vM 


A  =  ^.SI48321-t. 
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Creben  wir  diesen  Formeln  die  folgende^  lom  Gebraaeb  beqna 
niere  Form,  Indem  qz=  dem  bekannten  Factor  200264.806  darcfa  die 
selben  dividirt  wird,  so  haben  wir  mit  Zoaiehang  Ton  (0)  und  (IQ 

Q       Q   (l~g*sin«y)l 

i^^ä r:::^* — ti« 

lind 

^  =  J.(l-6sinV)i (M) 

Erbeben  wir  weiter  lur  Potenz,  verrichten  die  augezeigte  Diri- 
sion  in  (16),  behalten  die  4ten  Potenzen  von  e  bei,  setzen  statt 
8in*9  und  sin ^9  die  gleichen  AusdrQcke  der  vielfachen  Winkel 
und  reduciren,  so  erhalten  wir: 

(15') 

nnd 

(W) 

p  =  f  n -4«*— 64«*+ (4«"  + jee*)co82g)— g|e*co84v....]. 

Hierin  die  numerischen  Wertbe  von  a,  e  und  q  sabstitnirt  gibt; 
^  s:  0.063  I442-I-0.000  3171  cos  29)-f  0.000  0001  cos49>. 

^  =0.062  «352-1^0.000  1054  cos  29» -0.000  0001  cos  4«)  r 

woraus  (&r  den  mittleren  KrSmmungsbalbmesser  folgt; 

l  =  0*.0630384-|-0'.0002112cos29>,  ...  (17) 

oder  logarithmisch  dargestellt: 

^  =8.799  6046  4-6.324  6939  cos  29). 

Bei^m  Gebrauch  dieser  Formel  (17)  ist  nicht  zu  abersehef 
dass  das  R  in  Toisen  ausgedrOckt  ist,  oder  dass  die  in  Gradmas 
XU  verwandelnde  Dreiecksseite  in  Toisen  gegeben  sein  moss. 

Aus  (17)  folgt  durch  Differentiation: 
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d.(2^  =  (— 0.000211Ssin29if9..Bli>l').2..    .      (18) 

^'[fi]  ''^^^  abgoseben  von  dip,  fdr  9^45"  Minen  grSwten 
W«lk  —  SeUvn  wir  daher  9=4S°  und  dip^lO  Minuten,  ho 
jtt  mt; 

d(i)  =  -O.000aH2; 
lk^==l  BUnate  i«t: 

d(^)  =-0.0000001. 
■•nai  mnn  erkennt,  nie  wenig  ein  Fehler  von  q>  auf  die  Richtig- 
Mt  von  -n  Influirt,  and  daM  es  genflgt,  nenn  man  hei  der  Ke- 
redanng  tob  ^  die  Hinnle  von  ip  Mcher  geatzt  bat. 

In  der  unten  in itgetfa eilten  Tafel  habe  .leb  daher  die  ^  für 
■Ha  Orte  DeatBchlands,  von  43"  bis  66°  PoIhShe  von  10  zu  10 
Miaaten  berechnet  und  tabellarisch  dargeatellt,   indem   man    Air 

dii  daiwiscben  liegenden  Minuten  interpolirt,  und  %  hia  anf 
«•du  Desimalstellen  gana  sicher  erhSII. 

III. 

Znr  Berechnung  der  L&nge  irgenii  eines  Grades  im  Meridian 
lieanUt  man  die  Gleichung  (6),  worin  ip  die  mittlere  Breite  des 
UerMianbogens  ßr  irgend  einen  Grad  bedeutet,  und  worin  der 
Ausdruck 

«q-g") „ 

(l-c«shi»y)*~ 
bt;  d^er  mit  Hinblick  auf  (11): 

®  — &'*"^~Ö4** ^«"  +  i8««)cos2a>+tgicos49....], 

und  Olt  a,  e  snd  h  die  Zahiwerthe  subslituiit: 

6  =  6m3.11Tois.— 286.34co8  29>fQ;aii!Ra49. 

Die  hier  abgeleiteten  Formeln 
auf  eine  andere  Art  entwickellen  vullki 
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78  Andres:    Die  Zakienfinrmei  /Vr  den  mtttieren 

Die   Gewichte  repetirter  Winicel.     Hat  man  f&r 
ni  fache  RepetitioD  erhalten  an  Winkelmaas  =  Oi ,  fiOr  n^  =  i% 
n^  =s  Os  a.  8.  w. ;  80  ist  nach  der  Methode  der  Icleineten  Qna 
summen  der  wahrscheinlichste  Werth  des  Winkels: 

^=^ ^ 

daher  das  Gewicht  desselben: 

9-^(nP' ( 

Wflrde  aber  nur  Eine  Repetitionsbeobachtnng  gemacht,  < 
wflrde  Gberhanpt  nnr  Eine  Repetitionsbeobachtang  zu  Grunde 
legt,  so  folgt  ans  (2)  ^  =  n*. 

Es  ist  daher  naturgemSsser,  die  Gewichte  repetirter  Wi 
den  Quadraten  der  Repetitionszahlen»  und  nicht  wie  es  bii 
fast  alle  Autoren  gethan  haben  und  noch  thun,  den  Isten  Po 
zen  derselben  proportional  zu  setzen. 

Daftir  spricht  auch  noch  der  Umstand,  dass  ein  aus  me 
ren  Repetitionsbeobachtungen  wirklich  berechneter  Winkel, 
dem  man  die  Gewichte  den  Quadraten  der  Repetitionsx 
len  proportional  setzt,  gezogenes  Resultat  mit  dem  aus  (1)  g 
genen  Resultat  vollkommen  übereinstimmt;  im  entgegengeset: 
Fklle  aber  nicht.  — 

Ich  habe  beobachtet: 

4&cher  Winkel  =  287«  19*  5»    )  ^"^^  ('>  *•**  "•" 

Atn    Ka  n      {            8332»  3' 20" 
6   „  „  430    68  0     V    jr  = jjg 

8  ..  „  674    37  22.8]  ^^n^tny ^i^fß 

Die  Gewichte  den  Quadraten  von  n  proportional  gesetzt  g 
da  man  ftir  die  einfachen  Winkel  bekommt: 

710  4V  46" M  ^  _  6.a6x  16 + aOx36 + 0.31  xM 

40.00        ""  ■"  16+36+64 

40.31        j:*'  =  1.03,  daher 

;»=:  71040^41^03  (wie  oben) 

Die  Gewichte  hingegen  den  Isten  Potenzen  von  n  proportic 
gesetzt,  liefert: 

6.äSx:4  +  a0x6  + 0.31x8 
4  +  6  +  8 

x^  =  I.Ö2, 
also  um  0^.49  zu  gross. 


=  a?^ 


XrümmMngMhalömesser  des  Erdspkäraids, 
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■tttterer  KrfimiiiaiiKshalbinesser  (A) 

ftale  Orte  Deutschlands  und  zwar  innerhalb  der  Polb5he  von 
fl*bii50O;  Q  bedeutet  den  Factor  206*264.806;  die  Differenzen 
iHr  1  Minute  8ind  negativ  au  nehmen. 
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Ueber  homofokale  Paraboloide. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  BökUn 

tu   Salt  a.  ^'.  im   Konigreirli   Wilrtemlif  r^. 


\ 


y«  _j« 

2p  +  4^  +  2^  +"4v""'^  +  ^• 

Kite  Gleichungen  stellen  drei  homofokale  Paraboloide  vor ,  deren 
Plntneter  q,  ^y  v  sind;  die  Flächen  selbst  sollen  durch  (p),  (fi),  (v) 
keMicbnet  werden.  Ein  Punkt  (p,  f*,  v)  ist  durch  elliptische 
Cserdhaten  bestioimt,  wenn  die  Parameter  der  drei  durch  ihn 
liludeo  homofokalen  Paraboloide  gegeben  sind,  p  und  y  sind 
riailanl     Uorch  Elimination  ergibt  sich  aus  (1): 

(2)  a:=r  — p— ^-v— ^  — ^, 

(3)  y*  =  ^-(p+2(i)(/i+2ft)(p  +  2v). 

(4)  1*=  „~-(9  +  2p)(v  +  2^)(9  +2v). 

Weon  iD  (2)  j?=  const.  ist,  so  ist  auch  p -f  f* -I- 1' =  const. ,   oder: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht 
lur  Hauptaxe,  so  ist  die  Summe  der  Parameter 
der  drei  durch  ihn  ^ele^ten  honiofnbaleri  Para- 
boloide  constant. 

Thcii  XXXV.  6 
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Da  sich  darcb  iwei  Punkte  im  Raame  je  drei  honiofokalc 
boloide  legen  lausen ,  so  erhält  man  ein  Parallelepiped,  c 
Diagonale  die  Verbindangslinie  beider  Punkte  ist  Die  i 
sehen  Coordinaten  derselben  sollen  (^»  f*»  v)  und  (^-^cfp»  fi 
v-{-dv)  sein,  während  drei  anstossende  Kanten  des  Parai 
peds  mit  dt' ,  dt" ^  dJ"  bezeichnet  werden.  Nun  erhalte 
durch  Differenziation  aus  (2),  (3),  (4),  indem  Xy  y,  z  und  q 
auf  X,  y,  z  und  fi  und  endlich  x^y^z  und  v  als  variabel  Im 
tet  werden : 

(5)  &'  =  2rf<.     f'-*''^~^=:. 

Anf  analoge  Weise  erhalten  wir: 

(6)  A"=äd>.  yf-;^,yr^. 

i 

Die  Berthe  tod  cfj*  und  dtT  brauchen  nicht  besondert 
wickelt  zu  werden,  sondern  ergeben  sich  zufolge  der  tile 
gen  (1)  aus  (5)  durch  blosse  Vertanscbong  der  Buchstaben 

fi,  Q  und  V. 

Die  Winkel,  welche  die  Kanten  dtl',  di'^  d^  mit  den 
der  x^yyZ  bilden,  bezeichnen  wir  mit  o,  a\  a";  o,  a',  a":  a, 

so  ist: 

dx       '  '    ,     dff  m      dz  ^ 

eoBazs-T-,9    cosa'=Ti-;»    cosa^sa-j-j  u.  s.  f. 

oder: 

(8) 

,  VM^V"^2p    .  yr^+^vj+^V: 

CO» a = —  t  —  , --y.-i^^=- ,    eoaa'z=i     f. I. _ 


coso" 
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(») 

I 


~    f 


(10) 


cosa'' 


Ans  (8)  and  (9)  folgt : 

cos  a.co8a-f  C08  a'.  cos  o'  +  cos  a^ .  cos  o^ =0. 

Hitkio  stehen  die  Kanten  dM*  und  dg"  auf  einander  senkrecht; 
ebenso  schliesst  man  auch,  dass  die  Winkel  swischen  ds*  and 
V,  dJ'  und  df  Rechte  sind,  oder: . 

Drei  homofokale  Paraholoide,  welche  sich  in  einem 
^iiikte  schneiden,  stehen  aufeinander  senkrecht;  also 
icbneiden  sie  sich  nach  dem  Satse  von  Dnpin  in  Ihren 
[rflnmangsllnien. 

Es  sei  ABCD  ein  von  vier  Krümnnngslinien  auf  den  Para- 
Mltld  (f )  gebildetes  Viereck ;  die  Coordinaten  der  Ecken  beseicb- 

Mi  irfr  mit  ar«,  y^^  ta\  xh*  yh,  th\  »t»  ye»  z«;  sdp  y^t  x;  ^^ 
^Mikte  ABCD  werden  der  Reihe  nach  dareh  die  in  denselben  an- 
HOinitntreffenden  homofokalen  Paraboloide  bestimmt  mit  (^;^p,  ir); 

«•=-p— ^— V— |— |,     ar»  =  --p— f«- V-|  — I . 

p      q  P      9 

In  einem  von  vier  Kriimmnngslinien  gebildeten 
l^ierecke  auf  einem  Paraboloid  ist  die  Summe  der  Ah- 
tiode  sweier-Gegenecken  von  irgend  einer  zur  Haupt- 
xe  senkrechten  Ebene  gleich  der  Summe  der  Abstinde 
•r  beiden  andern  Gegenecken. 
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q-p 


»«=V  i  v^p +2pV7rrvVp+2v' , 


ya-ye^^yb'yd$  ebenso  zm*zc^=^zh»id» 

In  dem  genannten  Vierecke  bilden  die  EntfernaB* 
gen  der  Ecken  von  zwei  dnrch  den  Ursprung  gehet* 
den  Hauptebenen  je  eine  Proportion. 

AC^=  (Xa  -  Xc)*  +  (ya  -  yc)*  +  (r« — le)*, 

BD^-ixk—xd)^  +  (yb—yd)*  +  (i*  -2d)«. 

Mit  Hdife  der  obigen  Werthe  von  Xa,  ya*  za;  u.s.  w.  findet  nai 
hieraus  nach  einigen  Reduktionen: 

AC=  BD. 

In  einem  Krdmmungslinien-Viereck  auf  einem  Pi- 
raboloid  sind  zwei  Gegenecken  von  einander  so  weit 
entfernt,  als  die  beiden  andern. 

Solche  Gegenecken  sind  also  dasselbe  bei  den  Paraboloidev. 
wie  die  korrespondirenden  Punkte  des  Ivory  bei  den  homofob* 
len  centrischen  Flächen  zweiten  Grades.  Man  vergleiche  Chif* 
les»  sur  l'attraction  des  ellipsoides.  (Memoires  de  Tln* 
stitut  de  France,   tome  IX.) 

Aus  rfa?= — dg  folgt:  .      * 

Die  Projektion  des  Stucks  der  Normalen  zwischeo 
zwei  unendlich  nahen  homnfokalen  Paraboloiden  aif 
der   Hauptaxe  ist  constant. 

Aus  (5),  (6)  und  (7)  lässt  sich  schliessen : 

Die  Entfernungen  der  vier  Ecken  eines  Krfimmungf- 
linien-Vierecks  von  dem  unendlich  nahen  einschlies- 
senden   Paraboloid    bilden   eine   Proportion. 

Bertrand  hat  im  Journal  von  Lionville  eine  ähnliche  Eiget- 
sehafli  der  Rllipsoide  nach^^ewiesen. 
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Ans  (8),  (9),  (10)  ergibt  sich: 

Die  Coeinus  der  Wiokely  welche  die  Normalen  in 
den  Eckes  eines  KrQnimungelinien-Vierecks  auf  einem 
Paraboloid  mit  einer  Axe  bilden,  sind  proportionirt. 

Ans  der  bekannten  Formel  für  die  HauptkrOmmongs  •  Halbmesser 
R  and  R^  eines  Paraboloids  flndet  man  durch  Einführung  ellip- 
tischer Coordinaten  leicht: 

Hieraus  Usst  sich  der  Satz  ableiten: 

Die  acht  HaaptkrQmmungs-Halbmesser  in  den  Ecken 
eines    Krümmangslinien-Vierecks   auf  einem   Parabo- 
loid theilen  sich  in  zwei  Gruppen;    die  vier  Halbmes 
ser  in  jeder  Gruppe  bilden  eine  Proportion. 

Ans  (8)  und  (11)  folgt: 

(18)        Ä'.cosa  =  — 4(^— /i),    Ä.cosa  =  — 4(^  — V). 

R  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,   welcher  die  Krflmmnngslinic 
(}=const,  f*=const.  berührt,    und  R*  der  Halbmesser  des  Krci- 

les,  welcher  die  Krümmungslinie   ^ssconst,  v  =  const  berührt. 

Wir  haben  also  nach  (12)  den  Satz: 

Längs  einer  Krümmungslinie  auf  einem  Paraboloid 
ist  die  Projektion  des  Hauptkrümroungs-Halbmessers, 
dcsaen  Ebene  die  Krümmungslinie  senkrecht  schnei« 
det,  auf  der  Hanptaxe  constant. 

Da  nun  zwei  Gegenecken   eines  Krümmungslinleo-Vperecks 
von  einer   zur  Hauptaxe  senkrechten  Ebene  zusammen  so  'weit 
entfernt  sind,  als  die  beiden  andern,  so  theilen  sich  die  acht 
Krflmmangsmittelpunkte,  welche  den  vier  Ecken  eines 
t:|  Krflmmuugslinien- Vierecks  auf  einein  Paraboloid  ent- 
iprechen,    in  zwei  Gruppen,    wovon  jede  ein  Viereck 
bildet    Die  Summe  der  Entfernungen  zweier  Gegen- 
eeken   eines   solchen  Vierecks   von  einer  zur  Haupt- 
axe senkrechten  Ebene  ist  gleich  der  Summe  der  Ent- 
fernungen der  beiden  andern  Gegenecken. 

In  der  Abhandlung:  '„De  curvis  curvaturae  et  lincis 
brevissirais  in  superficiebus  secundi  gradus**  (Jour- 
nal für  reine  und  angewandte  Mathematik.  XXVI.  p.  155.) 
bat  Joachim sthal   die   Gleichung   der  geodätischen  Linien  auf 
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den  Flächen  zweiten  Grades  angegeben»  woraus  sich  fflr  das  Pin- 
1^^.«,.«.     •  -f  —  ^  jr  diese  Form  ableiten  läast : 


m      n 


1  ^^  .  4i«      ^,dar»-frfy«-frf2« 

m    '    ü 
Um  auf  elliptische  Coordinaten  fiberzugehen ,  setzen  wir  hier  nach  (1): 

und  fiir  y  und  z  ihre  Werthe  aus  (3)  und  (4),  so  haben  wir  tunXchit: 

Wenn  die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  {q)  liegt  und  di  ein 

Element  derselben  ist,  so  haben  wir  &=  V  dar*+<£y*+&*.  Di* 
Werthe  Ton  i{y  und  dx  erhält  man  aus  (3)  und  (4),  Indem  9  wU  h 
li  und  V  als  variabel  angesehen  werden^  also: 

Somit  haben  wir  fiir  die  Gleichung  der  geodStischeo  Lbniea  ^ 
elliptischen  Coordinaten : 

^-     *  (p  +  2Q)(q  +  2Q)di^  V(p+2f*)(9+2^)"^(p  +  2v)(9+avV 

Im  Punkte  (q,  fi^  v)  auf  (^)  schneiden  sich  die  beiden  KrS>i 
mongslinien  |»  =  const.,  |ii:=coD8t.  und  (=:con8t,  vssconst  f 
Element  der  ersten  Krfimmungslinie  haben  wir  mit  dif  und  4^ 
der  zweiten  mit  dt"  bezeichnet  Der  Winkel  zwischen  dtP'  v^ 
ds  sei  gleich  i,  so  ist 
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co8i=-5-  oder  008*1  =  4-3-57 — ,  ^  .; — rs— v> 
«nt=-j-  oder  8ia*i=~4-:^  .     ,  ^  (;     .  tpr; 


abo 


oder 

(13)  ^co«i«i-f  vain^'ssC. 

Die  neue  CoDstante  C  ist  gleich  q — C(/'  +  2()(9+2^). 

Die  Gleichung  (13)  eotcpricbt  der  Liouville'Acbeu  Gleichung 
^*eos*t -f  v'fiin*^  =  const.  för  die  centrischen  Flächen  zweiten 
Grades.  Wenn  die  geodätische  Linie  auf  (j^)  gehSrig  verlängert 
fc  Krflmmnngslinie  a  =  con8t.  berührt^    d.h.  die  Durchschnitts- 

hie  der  bomobkaian  Parabotoide  (p)  und  sZjTji  +  2ä4T'^^'*'"* 

seilt  im  Berfibrongspunkte  i=0;  (13)  verwandelt  steh  in  a=:C\ 
also: 

(14)  li.  cos^i  -|-  V  sin^'  :=  a. 

Ais  dieser  Gleichung  lassen  sich  viele  Consequenzen  ziehen  für 
die  geodätischen  Liniendes  Paraboloidsy  wie  aus  der  Liouville- 
sehen  Relation  fiir  diese  Linien  auf  dem  Ellipsoid  and  den  Hyper- 
Meiden    (Journal  von  Liouville.    1846.). 

Wir  können  aber  noch  eine  allgemeinere  Beziehung  auffinden, 
wekhe  die  Gleichung  (14)  als  speziellen  Fall  in  sich  begreift. 

Es  ist  eine  Ebene  Aa:  +  By-i-Cz^ry  gegeben ,  auf  welcher 
sich  ein  Punkt  M  bewegt,  dessen  Coordinaten  {x,  y,  2)  oder 
ili  h  ^)  sind;  die  Normalen  von  (q),  (^a),  (v)  oder  die  Elemente 
<b',(b^,  diT  bilden  in  üf  mit  der  Ebene  die  Winkel  i,  i\  i";  so  ist: 

]  . 

siot  ^  — 7r====^(i<cosa  +  Äco8a'+ Ccosfl^, 
V^l+i4«+Ä* 

sin r  =  ->    ■  ==:  (A cos a+  B cos a'  +  Ccos a") , 


«ini"  =:  r—z -^  (Avo^a  |  ßcosa'  |-  Ccof^a"), 


MtUn 
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■{-  (^  cos  a  cos  a'  -f  fA  cos  er  cos  vf\v  cos  a  cos  ^TfiAk 
\r  (p  cos  a  cos  o!'-\r  fi  cos  er  cos  a^+v  cos  a  cos  a')2  J 

+  j  j,  ^2  ■  ^  1     (^  cos*a'  +  (i  cosV  +  V  cos«aO  Ä* 

+  (p  cos  V  +  (i  cos  V  +  V  cos^a") 
-|-  (p  cos  a'  cos  a'  -f  1^  cos  o'cosa''  -f  ^  cosacosa')8l 

Man  findet  nun  mit  Beofitzung  der  Gleichungen  (8),  (9)  und  I 
durch  einige  Rechnungen,  deren  Detail  ich  unterdrficke: 

pcos^a  +  ftco»*a  +  vcos*a=%  +  «  +  ^  +  f^  +  v  =— x. 
p  cos  a  cos  a' -|- (Et  cos  a  cos  o' -|*  ^  cos  a  cos  a' 

pcosacosa''  -f  ficosacosa'^  -|-  vcosacosa'' 

pcos'o'  +  ftcos*«'  +  vcos'a'^ — 3 » 

pcosV  +  ficosV  +  vcos^a^ss  —  j- , 

pcosacosa''  -f-ficosacosir'^  -f- vcosacosa^=0; 
also 

psin*!  +  fisin*t*  +  vsinV^=  | ,  ^^  .  ^(— ii'j?— ili^—  i|g— V- 

Da  sich  der  Punkt  auf  der  Ebene  Ax  +  By  +  Ci=zy  ben 

so   ist : 

(16)       psin^'^ftsinV  +  vsinV'=—  j~p--j^-j-g3==const. 
Die  Bestimmung  der  Constante  ist    sehr  leicht;  unter  allen  hi 


d^    itt 


:«i 


*i 


.  -£_  -i 


* — X 


-J  ^  4— i  •  1»-«  i 


ne 


*=i:\  ^t: 


=  1 


«■    i<:     IIUI      J 


IS.     WW 


•  T    in«    5 


KeF 


te 


e  P^iitUide 


»  «■ 


Zieht  BAB  darcb  eise  ceseia^cliAftlicli»  T«ii<f!knl<» 
reier  bonofokaleB  Parabaloid«  f^in<»  Tjiii|(fMklul- 
ieoe  des  Eioeo,  so  ist  sie  lugleick  N«rni«l«KboHO 
s  aoderD. 

Die  scheiobsren  Umrisse  beider  FiSchen  stehen  «ohkitH'lii 
r  enaoder;    letztere  erfüllen  somit  alle  Ke<lihgmi||i»h ,   «^^Ivbi« 


v^ 
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nSthig  sind,  um  die  zvrei  Mäntel  der  Fläche  der  Kfflmmwgs 
miUelpankte  einer  dritten  Fläche  (A)  ?onitellen  za  kdeaen.  Bewef 
sich  nun  eine  Gerade  so,  das«  sie  eine  gemeinechaftliehe  Tan 
gente  von  zwei  solchen  Mänteln  ist,  so  beschreibt  der  Berfihrange 
punkt  auf  dem  Einen  Mantel  eine  geodätische  Linie  und  anf  des 
andern  eine  Linie»  die  in  sehr  naher  Verbindung  stellt  mit  erste 
rer  und  die  wir  desshalb  konjugirte  geodätische  Linie  nei 


Aus  der  Gleichung 

Q  sin^t + fi  sinH'  -{■  v  siv^i" = const. 

lassen  sich  die  Relationen 

fi  sin*!'  +  V  sin  V  =  const. 

als  spezielle  FSlIe  ffir  die  geodätischen  Linien  sowohl,  als  audi 
fQr  die  konjugirten  geodätischen  Linien  auf  den  Paraboloidea  ab- 
leiten. Da  alle  Tangenten  einer  geodätischen  Linie  auf  (o)  dis 
homofokale  Paraboloid  (ß)  berühren  und  zwei  aufeinanderfolgeidi 
Tangenten  in  einer  Normalebene  von  (o)  liegen,  so  ist  j:=0,  abo: 

f*8in«i'  +  vsmV  =  /J. 

i'  und  t^  sind  die  Winkel,  welche  die  Tsngente  der  geodätiscka 
Linie  mit  den  Krümnmogslinien  fi  =  const.  und  v  =:  const  anf  (<) 
bildet  Legt  man  aber  durch  die  gemeinsamen  Tangenten  ns 
(a)  und  (ß)  Normal -Ebenen  an  letztere  Fläche,  so  ist  ebenfalia 
t  =  0  und 

(19)  fieinV  +  v8inV=a 

die  Gleichung  der  konjugirten  geodätischen  Linie  auf  (ß).  t  nd 
t''  sind  die  Winkel,  welche  die  konjugirte  Tangente  dieser  Lisi* 
mit  den  Krfimmungslinien  |ii  =  const  und  y=con8t  auf  (/^  bildet 
Man  vergleiche  den  ganz  ähnlichen  Beweis  von  Chasles  ftr  die 
Gleichung  ii^sm'H' +  v*BmV  =  €fl  der  konjugirten  geodätlscbiV 
Linien  auf  den  centrischen  Flächen  (Journal  von  Liosvill^* 
tome  XI.}.  Wir  ziehen  auf  (o)  beliebig  viele  geodätische  Liniai^ 
welche  gehSrig  verlängert  diejenige  KrQnimungHlinie  der  Fiäckfl 
tangiren,  die  ihr  Durchschnitt  mit  (ß)  ist  Alle  Tangenten  ciMr 
solchen  geodätischen  Linie  berühren  (ß)  in  einer  konjugirten  gü^ 
dätiscben  Linie,  die  gehörig  verlängert  die  genannte  Krfimmvngl- 
linie  senkrecht  trifft.  Also  haben  alle  konjugirten  geodäfischen 
fJnien,  ffir  welche  die  Constantc  a  in  (19)  denselben  Werth  hifi 
die  Eigenschaft,  dass  sie  auf  Einer  Krümmungslinie  der  Flffche 
senkrecht  stehen.     Ans  (19)  schliessen  wir  nun : 

Zwei  konjugirte  geodätische  Linien  eines  Parabo 
loids,    welche   auf  Einer  Krfimmungslinie   der    Fllcll< 
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•eokrechf  stehen,  bildeD  Id  ihrem  Durchschnittspuiikt 
■it  eioer  xweiteD  KrSmniangsiiDie  gleiche  Winkeh 

b  dem  Parallelepiped,  dessen  Kanten  di' ^  dt" ,  df  sind,  und 
faiMD  Diagonale  szib  ist,  soll  letztere,  gehörig  TerlSngert,  die 
kMBofokalen  Paraboloide  (a)  und  (/S)  berühren;  die  Winkel,  welche 
ib  mit  dj',  dJ* i  djf  bildet,  seien  gleich  t',  t^,  f\  so  haben  wir 
udi  (17)  and  (18) : 

cosV      cosV     cosV^ 

+  ":: — r  +  T — r  =  w» 


cosV      cosV  .  cosV"' 


=  0. 


Durch  Verbindung  mit  cosV-f  cos^^-|'Cos^''"'=l  ergibt  sieb: 

(20) 


^Jg,.«)(^ft        ^^^y^(«-^Kf*-g)       ,^y^(«-^)C^-^), 

(e— rt(^-v)'  (^— f*)(f*— v)'  (e— v)(f*--v) 

Da  Bon  die  Projektion  der  drei  Kanten  ds' ,  ds",  di"  auf  die 
Dhgonale  ds^de  ist  oder  de^d^.eosf  -{'di'' .coiti^  +  dtf^.co8f, 
Minden  wir,  mit  Benfltzung  von  (5),  (6),  (7): 

(21)    A_2rf^\  (p+2rt(9+2^)+2^'*V  (M-2f )  (9+2^) 

+  ^^lf  (ii  +  2v)(^+2v)- 

iNsie  Gleichung  drfickt  das  Element  einer  beliebigen  Curve  Im 
Bamne  In  elliptischen  Coordlnaten  aus.  Die  Tangente  im  Punkte 
(f  I  fi,  v)  der  Curve  berOhrt  die  homofokalen  Paraboloide  (a)  nnd 
(ftf  wobei  natfirlicb  die  Parameter  a  und  ß  im  Allgemeinen  nicht 
ils  konstant  angenommen  werden ,  sondern 

a=iq)(Q,(i,v)    und   /?  =  if;(^,  ft,  v) 

I  setsen  ist.  qp  und  if;  sind  Funktionen,  die  von  der  Natur  der 
Cbrren  abhängen.  Liegt  die  Cnrve  auf  (q),  so  wird  dg^s^O  und 
l=«,    also  bezieht  sich 

mt  jede  Linie  des  Paraboloids  (q).    Bei  den  geodätischen  Linien 
^  i^iQ'  f^>  v)=:^=const.,   mithin: 
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(23)    *=2d^\  (p+2K)(»Vif»)+^''*^  (7»+2»')(9+2v)- 

Bei  den  Krümmungslinien  endlich  ist  entweder  fi^consl 
V  ==  const. ,   ßz=zii,    mithin : 


(24)  rf,=2dvV^ 


— p)(v  — I«) 


2v)(v+2v)" 

Da  in  dem  oben  betrachteten  Parallelepiped  auch 

dJ  dtT         d^ 

dt  ^ «  = a>  = zs 

COS  t        COS  t        COS  r* 
ist,   so  haben  wir: 

dt-M9         ^^^j         _AI^         ^^^j  -irfv  ^^^j 

^(?)  =  ^(P  +2?)  iq  +  -i?)  (*  -  «)  (f  -T) . 
^/(^)=-V(p+2,»)(»+2,»)(p-a)(p-ft, 
^(v)  =      V  (p  +  2v)  (y +2v)  (v-a)  (v  -  /J). 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  unmittelbar: 


(28)  <  J(f,)  +  ^(^)  +  J^y)  -"' 


'J((f)  +  ^(^)  +  .*(v)  -  *•"• 


V 


I 
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X. 

UntersuchuDgen  über  einige  Arten  von  Flächen. 

Von 

Herrn  Doctor  Olio  Bökien 

in  Snis  8.  N.  im  Königreich  Wörtemberi^. 


Die  FIftchen,  von  deren  Eigenschaften  zunächst  hier  die  Rede 
i^D  toll,  sind  in  der  Gleichung 

htgrilen.     üie  Axen  des  Coordinatensystems  sind   zugleich  die 

I  n  n         n 

Attn  der  Fliehen,  deren  Grosse  gleich  Va,  Vb,  Vc  ist.  In 
der  Gleichung  (1)  kann  n  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene^ 
{HttKire  oder  negative  Zahl  sein.  Ebenso  lassen  sich  die  nach- 
senden Formeln  auch  auf  den  Fall  ausdehnen^  wenn  in  der 
Rikeo  Seite  der  Gleichung  der  zweite,  oder  der  zweite  und  dritte 
Smomand  negativ  sind;  man  darf  dann  nur  statt  6  oder  b  und  c 
keaebnngsweise  — b  oder  — b  und  —  c  setzen. 

Die  partiellen  Differenzialquotienten   ^  und  ^   nennen  wir 
p  nni  q^  so  ist: 

Wenn  man  hier  j9  =  const  setzt«  so   ist  auch   ~  =  const.    Nun 

Mp  die  Tangente  des  Winkels^   welchen  der  Durchschnitt  der 
BffflhmiBgsebene  auf  der  j?z -Ebene  mit  der  jr-Axe  bildet.    Alle 
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BerOhningsebenen«  f&r  welche  p  konstant  ist,  hüllen  eineD  * 
der  ein,  der  die  FIftcbe  (1)  berührt  and  dessen  Eticigenj 
rallel  der  ^z- Ebene  sind;    die  Berübrnngscarve  hat  also  die 

ebung  —  =  const,  mitbin  liegt  sie  in  einer  durch  die  % 
gehenden  Ebene.    Hierauf  beruht  der  Satz : 

Wenn  man  den  FIftchen  (1)  einen  Berührungsc 
der  umschreibt»  dessen  Erzeugende  parallel  • 
Hauptebene  sind,  so  liegt  die  Berübrungscurve  in  • 
zu  dieser  Hauptebene  senkrechten  Ebene. 

Wenn  man  in  der  Gleichung 

z'  — 2  =  ;>(ar' —  j?)  +  y  (y' -  y) 

X,  ify  1  als  konstant  ansieht  und  af,  y',  %'  als  variabel,  so 
sie  die  Berührungsebene  des  Punktes  (x,  y,  t)  vor.  Sind 
umgekehrt  af  ^  rf ^  J  konstant  und  x,  y,  z  variabel,  so  steJ 
Gleichung  den  Berührungskegel  der  Fläche  vor,  dessen  Spib 
Punkt  (x',  y,  2')  ist.    Mit  Benützung  von  (1)  und  (2)  erhaltei 


(3) 


b 


Diess  ist  die  Gleichung  der  Fläche,   auf  welcher  die  Beruht 
curve  des  Kegels  liegt,  der  seine  Spitze  in  (x",  y",  z*)  hat. 
kann  diese  Fläche  die  Polarfläche  und  die  Spitze  des  I 
den  Pol  nennen.     Bewegt  sich  der  Pol  auf  der  Geraden 

(4)  x'  +  ai'^y,    y^ßz'^h; 

so  geht  die  Polarfläche  durch  die  Curve 

(6)  f:r«-Hj3r-^=l; 

denn  man  findet  durch  Substitution  der  Werthe  von  g  und  h  ii 

Soll  diese  Gleichung  von  zf  unabhängig  sein,   so  muss  die 
tion  (5)  statt  finden. 

Die  Curve  (5)  kann  man  die  konjugirte  Polare  der  < 
den  (4)  nennen.  Da  in  (5)  die  Grössen  a  und  ß  fehlen,  so 
daraus,  dass  allen  Geraden  (4),  bei  welchen  g  und  A  dies 
Werthe  haben,  oder  die  durch  Einen  Punkt  der  ^- Ebene  f 
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•liebt  konjngirte  Polaren  entoprechen «  die  sich  auf  diecer  Ebene 
ii  Einer  CaT?e  (5)  {irojiciren,  und  also  auf  einem  Cylinder  liegen; 

oder; 

Die  konjngirten  Polaren  von  allen  Geraden,  welche 
jirch  Einen  Punkt  in  einer  Hauptebene  gehen,  liegen 
iif  einem  Cylinder^  dessen  Erzengende  auf  dieser 
Hieptebene  senkrecht  stehen. 

Wir  wollen  annehmen,  der  Punkt  (äs'y't*)  bewege  sich  in  der 

Ekene 

10  erhalten  wir  durch  Elimination  von  x'  aus  (3)  und  (6) : 
I    WesD  diese  Gleichung  von  y*  und  z*  unabhSngig  sein   soll,    so 


■Ml  sein 


(7)  *"-*=«•      r-'^-J'      »■  y 

Bewegt  sich  der  Pol  in  einer  Ebene,  so  gehen  die 
Polarfllcheo  durch  Einen  Punkt. 

Jedem  Punkt  entspricht  also  auf  solche  Art  eine  Ebene,  die 
1   saa  seine  Polarebene  nennen  kann. 

Setien  wir  in  (6)  a=consty  so  geht  die  Polarehene  (6)  durch 
Einen  Punkt  auf  der  :r-Axe,  und  da  in  (7)  x  nun  auch  konstant 
Wt,  eo  bewegt  sich  der  Pol  in  Einer  cur  or- Aze  senkrechten  Ebene: 

Die  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  Einen  Punkt 
•iier  Aze  gehen,  liegen  in  einer  zu  dieser  Axe  senk- 
rechten Ebene.  Ganz  leicht  folgt  aus  (6)  und  (7):  Die  Pole 
inter  sich  paralleler  Polarebenen  liegen  auf  einer 
durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden. 


( 


Betrachten  wir  in  (3)  af^  y\  z*  als  variabel,  so  bezieht  sich 
;  Aete  Gleichung  auf  die  Tangentialebene  des  Punkts  {x^.  O  sei 
i  fa  Ursprung  oder  ft|ittelpunkt  der  FlSche;  die  or-,  y-,  z-Axen 
I  werden  von  der  Tangentialebene  in  den  Punkten  T,  T*,  T'  ge- 
IrofNi,  so  haben  wir  aus  (3): 


I..S1«*. 
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Dorcb  Vergkichong  dieser  Formeln  mit  (7)  finden  wir  sogWiiiM 
dass  OT=za,  OT^ß,  OT^^y  ist,  wenn  der  Ponkt  («yx)  oicbt 
auf  der  Fläche  liegt.  Non  folgt  aas  (6),  dass  o,  /}»  y  die  ioA 
Abschnitte  sind,  welche  die  Polarebene  des  Punkts  (^x)  auf  dei 
Axen  bildet,  mithin  stellen  die  Gleichungen  (8)  allgemein  die  Tot 
einer  beliebigen  Ebene  auf  den  Axen  hervorgebrachten  Absdmftift 
OT,  OV,  OV  dar,  ausgedrOckt  durch  die  Coordinaten  x^^^x 
ihres  Pols.    Aus  (8)  folgt  sogleich : 

(9)  Tetraeder  OTTT^i    ^*^ 


3(ary2) 

Setzt  man  hier  aryz= const.,  so  ist  auch  der  Inhalt  dieses  Tetrae- 
ders konstant: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  oder  Pol  aof  der  Fläche 
j:^z=const,  80  ist  der  Inhalt  des  von  seiner  Polarebene 
hinsichtlich  der  Flächen  (I)  von  den  drei  Axen  abge* 
schnittenen  Tetraeders  constant.  Diese  Polarebene 
tangirt  also  ebenfalls  eine  Fl^'che  ^yz=:eonst  Wir  kön- 
nen leicht  auf  die  Ebene  Obergehen,  indem  wir  z.B.  z=:0  seCaen; 
dann  haben  wir  den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel a:^=con8t,  so  ist  der  Inhalt  des  von  seiner  Po- 
lare hinsichtlich  der  Curve    — -fV=l    ^nn    deb     Axen 

abgeschnittenen  Dreiecks  constant;  diese  Polare  tan- 
girt also  selbst  wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Ein  spezieller  Fall  der  Gleichung  (9)  ist : 

*  Wenn  sich  ein  Punkt  auf  dem  Durchschnitt  der 
Flächen  (1)  mit  der  Fläche  d?yzsconst.  bewegt,  so  ist 
der  Inhalt  des  von  seiner  Tangentialebene  auf  den 
Axen  abgeschnittenen  Tetraeders  constant. 


X 


SUL-: 


Wir  bezeichnen  das  vom  Ursprung  auf  die  Ebene  — 1*^-|— =1 
herabgelassene  Perpendikel  mit  P,  so  ist 


P=  ' 


Die  Gleichung  (3)  gibt  also : 
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(Hl^  P= 


v(^y+(»f')'+(^) 


Weno  der  Punkt  {xyz)  nicht  auf  der  Fläche  (I)  liegt,  so  ist 
P  bm  Tom  Drsprong  auf  seine  Polarebene  geßillte  Perpendikel ; 
Eft  der  Punkt  auf  (1),  so  ist  P  das  vom  Ursprünge  auf  seine 
Tngentialebeite  geßlllte  Perpendikel.    Setzt  man  in  (10): 

M  iiit  auch  P  constant,  d.  h.: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  oder  Pol  auf  der  Fläche 
— 5 — 1**^    -f    ^  =const.y  so  berührt  seine  Polarebene 

hinsichtlich  der  Fläche  (1)  eine  Kugel.  Bewegt  er  sich 
aber  auf  dem  Durchschnitte  beider  Flächen,  so  be- 
rflhrt  seine  Tangentialebene  eine  Kugel. 

Diese  Durchschnittslinie  kann  man  nach  Analogie  der  Flächen 
zwaten  Grades  Pololde  nennen;  die  Gleichungen  dieser  Curve 
md  also:  ^ 

ä"     «■     z»  :r*"-*      «*«-•     2««-« 

<*')     «  +  6+7=*'   -^+ V +-75-=*''"'«*- 

Aus  (9)  und  (10)  erhält  man  sogleich : 
(12)  Dreieck  TTV  —      ^*^ 


{xyiY-^P 

\^\t  wollen  annehmen,  der  Punkt  M(xyz)  liege  auf  der  Fläche  (i) 
und  seine  Tangentialebene  schneide  die  Axen  in  T,  T','T'';  man 
üehe  die  Geraden  MT,  MT y  MT" ,  so  haben  wir  folgende  Glei 
chnngeo : 


Dreieck  MTV  =0T .OT  \z=l 


abz 


(13)     ]        .,       MTT-^OT.OV'.^^^^^ß^.      ' 

Wenn  OP  das  ▼on  O  auf  die  Ebene  TTT'  geföllte  Perpendi- 
kel iat»  ao  haben  wir  femer: 

Tbatt  XXXV.  7 
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Die  Gleichungen  der  Normale: 

werden  för  den  Punkt  M  der  FiSche  (1): 

(15) 


l>ie  Normale  von  M  schneide  die  ^-,  xt-,  ^x-Ebenen  in 
Punkten  N,  JSf,  JN",  so  ist: 

(16)    MN=:^-p,    ^2V=pj^-p,    MIS''^—^, 


(17)  MN.MN'.MN^ziz-, — ^rVa-i. 
Aus  (13)  erbalten  t^ir:  ^ 

(18)  A^rr  Ai»f^y^.Ai»f^7^=?= 


aus  (14) : 


(19)     ■     lVTr.^VTT".^prT"=zr~::iF^, 


abc 


Wir  bezeichnen  die  partiellen  Differenzialquotienten  ^\ ,  ~ 
^-^  mit  r,  i,  i  und  erhalten  aus  (2): 


• 


(21,    ,=-(„-l,^^^,(,_^).    ^_(„_i)£!{^l\ 


<  =  -(n-l)^g2(«-^)- 
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c 


n  *=^r+FF?=?=r7' 


>   .       % 


(9)  y=rt-,«=(«-l)«^^V. 

(W)  A=  (1  +  q*)r  +  (1  +  p«) « -  ?p9. 


Die  b«iden  flanptkramaiiings-Halbroesaer  t(n    Pu|ikte  (jryi)    der 
f7lcbe  (I)  sind  ß  und  A' ; 


(28) 


n— 1 


+  ^=^=--^-(-3^)"-*/^(j^-»~i+,-^.--»-y«-4 


•  06c 


f 

(^»)"- 

spi 

J- 

(27) 

e 
t"- 

ä+a:»+»«+Z« 

7  « 

+; 

6 

i  +  ^-«     ^•- 

-y»- 

,y           4a6c 

i«  aligemeine  DlflierenziafgleicfaoDg  der  KrfimmongsliBien  ist:- 
{ (l+9«)*-pv<  1  +  ^  l  (J  +9')'-(I  +/^)<!  -  (l  +P")*+  P«r=ü, 

(,+^.-;^=<.-«ä«^'(«?-=?)- 


f  9«)r-(l+p»)fc=(n- 1)  jgp5=ll«y— «- Af»^ 

-(l+p«),  +  P9r  =  -(«-l)-^^g;:::5-(^-j g-j. 

s  Gleichung  der  Krfimmangslinien  der  Fläche  (1)  ist  also : 


K 
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(28) 

Für   n  =  2  erhält  man  hieraus: 

O'-G-i)+^l"-?-'+^a-;)-»*ß-0l 

hier  verschwindet  also  z,  wessiregen  diese  Gleichung  leicht  inte- 
grabet  ist  Bei  jedem  anderen  Wertbe  von  n  ist  diess  dagegen 
nicht  der  Fall.    Z.  B.  fSr  nzzS  verwandelt  sich  (28)  in 

hier  hätte  man  den  Werth  von  z  aus  (1),   nämlich 

einzusetzen  und  dann  zu  integriren,  was  wohl  mit  den  bisherigen 
Mitteln  unausführbar  ist.  (Man  vergleiche  die  Preieaufgabe 
der  Berliner  Akademie  für  das  Jahr  1861  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXll.  S.  1.) 

Die  Gleichung  der  geodätischen  und  Krflmmungs- Linien  anf 
allen  Flächen  ist  diese: 

^^^^  dXdx+dVdy^aZdz 

Xdx  +  Tdy  +  Zd%     dxd^x+dyd^-j-dxd^ 

Aus    -^  +  -T"  H —  =  1    linden  wir : 
a       0       c 

a  0  c 

_„     n(«  — l)       -,         ,--     n(w-l)       „,         ,„     R(fi— 1) 


j 


«  «  «  • 


••• 
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setzen  wir  diese  Wertbe  in  (29)  ein  und  int^riren,  so  erhalten  wir: 


(311)     ivg   ^^ «^#«  — *y  f  _n_«  -.«—!»  .«—2 

dt* 

a  '     o      *'    '     c 


ds  ist  eio  Element  der  geodätischen  (Kr{iiiiinungs)linie  und  P  das 
wm  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebene  im  Punkte  (.ry;)  ge- 
fUlte  Perpendikel. 

Ich  hoffe»  später  auf  diesen  Gegenstand  zurOckzukommcn., 


Ueber  die  geodätischen  Linien  apf  dem  Ellipsoid. 

Von 

Herhi  boctor   Otto  Böklen 

XU   Sulz  H.  N.  im   Königreich   Würteroberg. 


Man  ziehe  durch  einen  Punkt  der  Ellipse,  in  wel- 
cher ein  Ellipsoid  von  dem  umschriebenen  Drehungs- 
cylinder  berfihrt  wird,  die  beiden  Krümmungslinien, 
welche  die  zwei  durch  die  mittlere  Aze  gehenden  Haupt- 
scfanitte  in  zwei  Punkten  treffen,  so  ist  die  Differenz 
der  von  einem  Nabelpunkt  nach  diesen  Schnittpunkten 
gebenden  geodätischen  Linien  eine  algebraische 
Grosse,  nämlic|^  gleich  dem  Produkt  der.  grossen  Halb- 
azen  von  den  durch  die  Krilmniungslinien  gehenden 
bomofokalen  Hyperboloiden  dividirt  durch  die  grosse 
Halbaze  des   Ellipsoids. 


•  •  ■ 
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S  (Tal.  11.  Fio:.  1.)  sei  der  Punkt  anf  dem  E^ipsoM,  dareb  den 
Hie  beiden  KrOmiiiungsiinieii  gehen,  welche  die  durch  die  mittlere 
Axe  gelegten  HauptHchnitte  in  F  und  G  schneiden;  N  ist  der 
Nabelpunkt  des  Ellipsoids,   so  ist: 

Q'=^OA  und  fi  und  v  sind  die  Halbaxen  der  horoofokalen  Hyper- 
boloide, welche  durch  die  Kränimungslinien  GSM'  und  FSM  gÄ^m, 
Um  diess  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  5  sei  ein  beliebiger  Punkt 
des  Ellipsüids  und  N'  ein  zweiter  Nabelpunkt*  Da  nun  die  Samme 
der  von  N  und  N'  nach  irgend  einem  Punkte  auf  der  Krümmunge- 
linie  M'G  gezogenen  geodätischen  Linien  konstant  and  gieicb 
'ICM'  ist,  ^vlihrend  die  Differenz  der  von  N  und  iV  nach  einem 
Punkte  der  Krümm ungslini'e  MF  gezogenen  geodätischen  Linien 
ebenfalls  konstant,   und  zwar  f^tcMl  2CM  ist,  so  haben  wir: 

NS  +  N'S=^'2CM', 

<  N'S-NS  =2CM; 
also 

NS=  CM'  —  CM^  MM'. 

Diese  Gleichung  »ilt  für  jede  Lage  von  S,  also  auch  f&r  die 
Punkte  G  und  F;   wir  haben  somit: 

NG==CM',    JSF=:AM,    NG-NF^CM'^AM-CM -^AiP. 

Wir  haben  also  auf  dem  Quadranten  der  durch  die  grosse 
und  kleine  Axe  gehenden  Ellipse  ANC  Punktenpaare  M  and  M* 
zu  bestimmen ,  ivelche  ihn  in  drei  Theile  theilen,  wovon  die  DifferenB 
der  äusseren  eine  algebraische  Grosse  ist.  In  einem  früheren  Anfeatse 
des  Archivs.  Tbl.  XXX.  S.  436.  (Ueber  eine  Eigenschaft 
der  Ellipse)  habe  ich  verschiedene  Merkmale  dieser  Punkte  ange- 
geben, wovon  das  bemerkenswertheste  ist,  »dass  die  Differenz  die- 
ser Bugen  gleich  dem  Abstände  des  Mittelpunkts  voo  der  Nor- 
male eines  solchen  Punktes  ist    a:  und  x'  sind  die  AbscissM 

von  M  und  M' ,   ferner  ist  A*  = -j^j — ;   nun  haben  wir: 


C«-'ÄM'^,^.>{^-^,^l^a^S(-^^^. 


Aus  den  Gleichungen  des  EHipsoids 


^  +  ^^«+^211^  —  1 


1 
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n^  der  homofokalen  Hyperboloide : 


l|det  man : 


-^^  bc 


Rr  die  Punkte  M  und  iV '  iat  sonaeb  : 


•etwB  wir  diese  Werthe  und  A;*=~s  in  den  Ausdruck  für  CM— AM' 

9 
eh,  80  erbalteo  wir : 

hrMW  fisdet  nan  ferner: 
«od  ferner: 


!•  sei  'P  das  ?on  O  auf  die  Tangentialebene  von  5  gefilllte 
Pvpflufikel,  so  ist: 

HitUn  liegt    5  auf  dem    Drehungscylinder ,    welcher   sieb    dem 
Büptoid  amscbreiben  Iftsst. 
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XU. 

Ueber  die  Fläche  des  sphärischen  Viereck«. 

Von 

Herrn  üirector  Professor  Dr.  Sirehlke 

zu    D  a  n  z  i  g. 


Der  Aufsatz  des  Herrn  Professor  KOnig  Aber  das  sphä- 
rische Viereck  im  ersten  Hefte  des  34.  Theils  dieses 
Archivs  *)  brachte  mir  einige  Resultate  Ober  denselben  Gegen- 
stand in  Erinnerung»  die  ich  schon  vor  16  Jahren  gefunden  habe 
und  jetzt  erweitert  hier  vorlegen  will. 

Bezeichnet  man  in  dem  sphärischen  Viereck  die  auf  einander 
folgenden  Seiten  mit  a,  b,  c,  d,  die  Winkel  zwischen 'a  and  t 
mit  B,  h  und  cmit  C,  c  und  d  mit  D,  dund  a  mit  A  and  setzt 
zur  Abkürzung: 

a=cos5-cosö*     a'  =  cos5*co8g9    die  Diagonale  AC=:e, 

a        .    a     .    b  ,    c     .    d  ^ 

/3=  Hin  5  «sin 5,     p'  =  sin  Ä'Sin':^  » 

die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  ABC=f,  Fläche  des  Drei- 
ecks ACD^f ,  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks  ABCD 
=  /"-f  /*'  =  F;  so  ist  bekanntlich: 

cos  5  cos  5 

.    f     ßsinB  .  f       ß'sinD 

8m5=  9  smW  =  ^- . 

2             e  2               e 

cos  q  cos  5 


*)  Der  10  Till.  WXIV.  lieft  III.  Kr.  Will.  S.  355.  abgedruckte  Nach- 
trag konnte  Herrn  Professor  Streb Ike  bei  Abfastang  TorliegeniieB  Aaf- 
flstzes  nirht  bekannt  sein.  G. 


i 
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Da  aber  allgemein: 

« 

eosif  .-      siD  4/*' 

so  erhält  man   für   die  Fläche   des  sphäriscben  Vierecks,    wenn 

f  f  f  f  • 

nas  fQr  cos^»  sin^>    cosW»  «in  o    ilir«  Werthe  setzt: 

^  (g^— a-Hycog/>— /3co8g)(/3sing-f/g^sin/>) 

tangJF  —  (a/^.„4.|j*cos/>  +  /?cosiff)(/58inÄ-/3'sinl>)* 

Wenn  das  sphärische  Viereck  in  einen  kleineren  Kreis  der  Kugel 
besebrieben  ist,  so  wird: 

Dieser  Ausdruck  in  Factoren  seTlegt  giebt  den   Lexel Ischen*). 

I 

Auch  folgt  daraas: 

1  jf  —  «^  +  «^"-«^+y)*_  i  (cosg+cosfe-fcosc  +  cosd) 

,  COS5- .C0S5.C0Sö-.C08Q- 

.       ,  •       — tang^^.tangj.tang^.tangg- 

Um  ans  dem  oben  gegebenen*  Ausdrucke .  fGr  tangjF'  auf  diesen 
benoDderen  zu  gelangen ,  ist  die  Kenntniss  der  SinuM  und  Cosinus 
von  J3  als  Functionen  der  Seiten  a^  ö^  c,  d  nothig.  Man  gelangt 
dazo  anf  folgende  Weise. 

In  dem  sphäriscben  Dreiecke  ABC  ist 

_      (1 — 2sini^*)  —  cos  neos 6 

cos  i>  = 1 i — 7 • 

smasinö 

Soll  €  Diagonale  eines  Kreisvierecks  sein,  so  ist: 


sin  4««  = 


.  .   b    ,    c  a    .   d      .  a    ,    c  ^    ,   b    ,   d^ 

(sin  A  sin  Q  -f  8>o  o  ^^^  9) (**"o  ^'"  ^  ''' ^^" ? ®'°  9) 


ß-¥ß' 
folgiicb : 


*)  Klägers  Wörterbuch  Yon  Graoert  ThI.  5.  Abth.  a.  S. 879. 
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(ß  -f  ß^)  cos  B  sin  a  sin  b 

=  (/3  +  /3')(l  -cosocos6)-2(/3'(sin~  +  8in~)  +  ß{8\n^  +  Biu^)) 

Da  aber 

sin  2^  +  sin  -H-=l  — o>  +  j3«, 

.io^  +  8in^=l-a'«+/»'", 

1— co6acos6=:2(l — «• — ß*), 

s'inaainbssAaß; 
so  ist: 

4co8Ä.(^+^0«/J=2(/J+/J')(l-««*-^-2(/J'(l-«»+/J«)+/J(l-a'«+/J^)) 
((J+/J').2co8Ä.a.ß  =  iJ(««-a«-(|8+^0«). 

**-         2«(^  +  ^') 
Durch  Vertauscbung  von  a  und  6  mit  c  nnd  d  erbfilt  mao : 

^-       2af(ß  +  ß')       ■ 


COS 


cos 


Werden  diese  Ausdrücke  von  cos^  und  cosD  zu  1  addirt  nnc 
von  1  subtrahirt,  so  bat  man,  wenn  nocb  zur  Abkürzung  ß+ß'^^f 
gesetzt  wird : 

l+eo8»= 2^ . 

Fubrt  man  die  folgenden  Bezeicbnungen  e^n: 

» 

a+b+c+d 


2 
a+b+c+d 


=  s, 


so  gelangt  man  zu  den  Ausdrücken: 
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sid4(#— c)  sin  Hs—d)  cos  „  cos  \(s'  —  c) 

co«ilP= ,   a    .    b .   c  .    d a b~ ' 

(sio  rt  »»n s"  +  sin« sin  rt) cos rt  cos  5" 

.    ,  m      sinj(j— a)sinj(«— 6)cosl(«'— «)cosl(f'— A). 

8IO  io*  =  7 j 7—  9 

a       o  c        d         a         o 

(sin  s-  sin  g*'  f  sin  5-  sin  -x)  cos  g-  cos  ^ 

sin  l(j — a)  sin  i(*  —  6)  cos  s*  cos  i(*'  —  c) 

cosiD^=  „        S ^ 5 J-> 

(sin  5"  stn  3-  +  sin  5  sin  ö )  cos  ^  cos  ^) 

•  im     giPi(f--gKmt(*'-<OcosKi^— a)coBi(<^~6) , 

(sin  j^-  sin  Q  +  sin  «  s»»  o  )  cos  a-  cos  s- 

sini(f — a)sini(«— cQcoSo  C08a(*'  —  «) 

CO«  iC*= 7 j 7 9 

,  .   ö   .   c  ^    .   a    .    d,        0         c 

(sin  2  *'"  2  "*"  *"*2  *"**  2  ^  ^^*  2  ^®  2 

•  ,  ,^_«nl(#-6)sip4(<~c)cos  Ije'-b)  cosi(#^-c) , 

(sing-  sm  2  +  **'"  o  ***"  5)  cos  s-  cos  5- 

sinK*— A)  sin  i(*  — c)  cos  i(s' — o)  cos  g* 

co«ii4*= 7 ;; -i ;r-  » 

(sin  5  sin  g  +  »in  jr  s>n  ^)  cos^  cos  ^ 

•  1  ^«      sini(j— Ä)sin4(f— d)cosi(i'— i)cosl(«'— c) 
sin  iA*  = 7 <- -j -7- ; 

(sin  2  s*»»  "'"  *'"2  *"*  2'  ^^®  2  *^^*  2 

,  ZM     •'"  J(*— ö)  «inl(j—  6)  cosi(«'— a)  cosi(«'— 6) 
taiig4£P=^ ^ — , 

sinl(f — c)  sin  l(f  —  c7)  cos  s*  cos  i(f '  —  c) 

.^ sin4(f— c)sin4(j^d)cos4(<^-~o)cosi(f^— &) 

sin  i(j— a)  sin  \(s — b)  cos  s"  cos  i(s'  —  c) 

^^      1  C^^^'^P  U<--^)»^Pi(t-c)cosi(<^-6)co8i(<^-i?)  ^ 
sin  i (« — fl)  8<n  i(f  —  rf)  cos  ^  cosi(*' — a) 

4.     ^\Ä%^  g>Oi(^—«)«Pt(t— rf) C084(#'— *) cos4(#'— c) 

tSD^  «il    — ^ — — — . 

sin  4(i  —  A)  sin  \{s — c)  cos  5-  cos  \(s'  —  a) 


f 
f 


!'(■ 
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Unter  mehreren  von  Lezell  angefiibrten  RelatioDen  *)  y 
aus  den  eben  erhaltenen  AusdrOcken  leicht  die  nachstehende 
geleitet : 

^    .       B  ,       C,       D     co8i(a+c-6-.d)* 
tang  2" .  tang  ^ .  tang  ^  .  tang  ^  =  coi,  i(a  +  b  +  c +  W ' 

Bei  der  Vergleichung  des  Products  von  cos^^  und  siniA 
des  Products   von  cos^D  und  sinJD  sieht  man  sogleich^   c 
sin^  und  sin/>  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  so  < 
der  Bruch 

/gsing  +  jg^sitiD 

der  in  dem  Ausdrucke  für  die  Fläche -des  allgemeinen  spbftrisc 
Vierecks  vorkommt,  für  das  sphärische  Kreis  Viereck  sich  auf 

(/ß  +  ß'a 

a'ß  —  ß^a 
reducirt.     Der  Bruch 

(a'^a)  +  ß'co8D'^ßcosB 
la'  +  a)  +  /?'co8  D  -f  ßcosB 

in  dem  Ausdrucke  ftllr  das  sphärische  Viereck  reducirt  sich ,  ^ 
man  fOr  cosi8  und  cosD  die  oben  gegebenen  Wertbe 

2^S ""^    —- 2S^— 

setzt,   auf  den  Bruch 

((a' +  «)>-/)«)(«'/?  +  ß'a) ' 
80  dass 

lang  ,r    —  ^^,  ^  ^^4  -.;,2  —  (a'  +  «)«  —  (/3  +  j»')* 
!)vird.  Zerlegt  man  diesen  Ausdruck  in  Factoren  und  setzt  ßir  a  an« 

ß  und  /3'  ihre  Wertbe  cos 5-. cos 5- >  coso*cos^»  sin  o* sin q- 

c     .   d 
sin^>sin-Q,   so  nimmt  tang^F^  diese  Form  an: 

, -^_  (cos  i(c— d)  -  cos  ija+b))  (cos^g— ^)  —  cosi(c+di 
«ang,r    —  (cos4(c-d)  fcosK«  -6))(cos5(c+rf)  +  co8  4(a+Ä) 

— sin|(fl+6— c+c0sini(«-f64-c— rf)sini(c-frf— g+^K'"T(g — ^-^c^ 
"~co8j(ö— Ä+c— rf)cosi(a— A— c+rf)cosJ(a+6+c+rf)cosi(a+6— c- 


•)  Art.  Pctrup.  1782.  P.  I.  |>iig.  89. 
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tjdit  nao  wieder   0 =  *>    «  — d=*',    so  erhalten  wir: 


•■"**'    -      cosid'— a)co84(«'— ^)co«i(f'— C)C08J« 

Zu  diesem  Ausdrucke  von  tangIF*  gelangt  man  noch  auf  einem 
afcfgn  W^e.    Setzt  man: 

P=8in  jr.8in^.8in-ö.8in-ij  > 

_  a        h         c       *d 

Q  =  008  ^r .  C08^  .  C08  n  -  COS  n  » 

ft=cosa  -f  008  6 -t-  oosc  -f  oo8<2; 

10  inden  folgende»  ftir  jeden  Wertb  von  a,  6,  e,  c?  gehende  all- 
gemeine Gleichungen  statt: 

(1) 
«UA-l-c-l-ii— a)sin](a+o-f</— 6)8inUa+Hd-c)8in|(a-|-He— cQ 

(2) 
•l«i(«+A+c+€i)sinJ(c+d— a— ft)sinl(a+c— 6— rf)8in{(6+c— fl— rf) 

(3) 
«•»J(6+i?+d— a)oosl(a+c+rf— ft)cosJ(a+ft+d— c)co8j(a+6+c— rf) 

tti  j(a-f  A-l-c-i-d)  cos  i(c+d— a— 6)  cos  J(a+c— 6— d)oos  l(A+c— a— d) 

=  -4P+4Q  +  ä«. 

Abo  bat  man   in  dem  allgemeinen  sphärischen  Vierecke   für  die 
Aiagoiiale  e: 

cose  =  cos  a.  cos6 -f  sina.  sin  6.008^, 
cos  e  =  008  c .  008  d -f  sin  c .  sind .  008  D. 

Durch    geeignete  Addition    und   Subtraction    von   sin  er.  sin  &   und 
ainc.sinil  in  Bezug  auf  die  Gleichung 

CO0  a  cos  6 -f*  sin  a  sin  6  cos  iB  =  cos  c  cos  d -|- sin  c  sin  df  cos  D 
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erhält  man: 

sm\(a+c+d-b)8\ni(b+c-i-d-a)=sinc,B\nd.co8lD^-\-8\aaM\nhji»u{P 
6ini(a-f6-|-d-c)8ini(a-f64C'-^=sinc.Bini{.8iDv/)'-f8inii.siniueMi£i 
8\nl(a-\-lht-c-t-d)9ini(c+d-a-b)=s\nc.8\ndxo8iD*'-s\Da.8int.C9§\B 
8\nl(a-\-e'-b^)ain\(bi^c-a^d)^-8inc.8ind.8iüiD^-\-8\üaj8\ü6.m8lB 
Die  Multiplication  der  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt: 

8in4(6  +  c+i/— a)8inj(a+c+il— ft)8inl(a+6+rf— c)8iDi(a+6+c-i 
=  (s 8in a . 8in 6.8in iB  ±  l «in e.8in d. sin D)* 
-f  sin a. sin 6. sine. sind. cos  i(fij;/))*; 

die  Multiplication  der  dritten  und  vierten  Gleichung: 

sin i(a-\-b+c-\-d)8\n 4(c+c^-a— 6)sin  Ka+c-^ — cQ.siii i(6-fc    •   < 
= — (isina.sin6.sin0  J:48inc.sin#£.sin/>)* 
•f  sina.sin6.8inc.sin<2.sin4(fi±i>)* 

In  dem  speziellen,  einen  kleineren  Kreise  der  SpbSre  einb 
scbriebenen  Vierecke  ist  aber 

— cosi(iB+l>)=8inJF,  *)     sini(l?+l>)  =  cgsiF; 

folglich»  wenn  f  und  s*  wieder  mit  derselben  Bedeutung  eingelttr 
werden,  so  ist: 

sin  (s —  ä)  sin  (« — b)  sin  («— c)  sin  (* — d) 
=  (4  sin  a  sin  6sin  £  -f  4  sin  c .  sin  c^sin  D)*  -|-  »in  a  sin  b  sin  e  sincf-sio  Ifi 

sin  s  sin  ($'  —  a)  sin  (i' — b)  sin  (*'  —  c) 
=:(4sinasin6sinfi-f  ^^incsindsinZ))* — sinasinAsincsindcostf 

Die  vier  allgemeinen  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  können  ddid 
EinfiEihrung  von  s  und  s*  auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

«in4(i-a)8in4(i— ft)»in4(«— c)8in(j— rf)=  If^+i«— i«=i 
sin4jsinl(*'— fl)sin4(*'— 6)8in4(*'— c)      =—iP+ iQ—lRsiB 

cos4(i-a)cos4(#— 6)co8  4(«-«)co84(«— rf)=     JI^  +  40— 1Ä=  I 

cos4*co8  4(f'~  a)casi(*'  — A)co«4(*'  — c)=— il^  +  4Q  +  ;Ä=t 


*)  Denn,  dnsii  ß+Pr=A  +  C\  wird  Irichl  durch  dir  vier  Umim  * 
umschriebenen  Kreiae«  hrwiexen.  H-rlrhe  l'rnjrrtinnen  van  vier  glalchl 
•phiriarhen  Bofr^w  find. 
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Da 

2K  2K 


»M: 


,,,_,.        ...    -V        AK. aß     .     AKafß*        .g, 

ir  te  sphSriscbe  Kreisvierecky  and  da  noch 

sin  a.fiio  6 .  sin  e.  8ini2=  16flr./?.  a'.^' , 


L 

M  erhält  man : 


und 


=  16iirP=16ür.|5./3' 


•^*^  =  ii?=  ^^        6        c d ■ 

cos  ü  •  cos^  •  C08  -y .  cos  -^ 

EhwM  tot: 

a.(J.«'./J'co8lF«=  Ü(M—N)=  ÜP=  ü.ß.ß'; 

Mglieb: 

1^  C08  ä .  C08  i(«'  —  O)  .  C08  i (f '  —  A) .  COS  i(*'  —  c) 

^  aaf  a  6         c  d 

co8-^ .  cos  7 .  cos  Q- .  cos  ^ 

womit 

M 

tanglF»=^. 

Da  co8lF=co8iF>— s'iDiF»,  so  ist: 

oder 

I    wiF» j g ^ j taDg5.taDg^.tang2.tg5, 

C08  ^ .  cos  3- .  cos  ^ .  cos  "^ 

freon  mao  fOr  jR,  P  and  Q  ihre  darch  die  Bogen  a,  b,€,  d  aas- 
gediiekten  Werthe  setzt. 

Einen  Aosdrack  für  tangiF*,  worin  alle  Seiten  und  Winkel 
ies  aÜgeraeiiien  spfaimchen  Vierecks  vorkommen,  erhält  man  dnrrh 
die  folgenden  Betracbtangen. 


.1. 
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2co8  4e* 
=  cos  i(a  -|-  6)*  -|-  G08  4(e  -|-  iQ*  -|-  sin  a .  sin  h .  co's  \  ^-f  «incsinctcov  }0 

=:go8  \{h  -1  c)^  -f  cos  i(a  -|-cO*-f  sinft.sin  c.cos\C^\'Bma.B\ndjto^\A 

wenn  (^  die  zweite  Diagonale  des  spbfirischen  Viereqks  b«Bflid 
net;    so  ist: 

2  (cos  \e^ — cos  1.7*)  =  2sin  i(a — c)  sin  \{d — 6)  cos  «(a  -f  6  -|-  c  -|-  d) 

-f  sin  a  sin  6  cos  2  ^ -t*  sin  <^  6>n  d  cos  U 
~  sin  6  sine  cos  aC*  —  sinasinilcosii 
=     28inl(a-c)sinJ(d-6)cosJ(a+*+c+c0+4«/3coslÄH4«'/J'cosU 
— 4yöcosiC«  — 4y'd'cosi^*, 

wo 

y^cosncosö»     /=  cosöCOSö»     o  =  sinö6inn»    a'=:sin^S| 

Da 

w^  .  /v^^.^. « F- («-|-gcosg)(«-+ycosl>)-i5/3VmgslDl) 
cosi(/-+n=cos,F= ^jj^j^s . 

so  ist  auch: 


cos  4F.  cos  ic«  =  aof*  +  a'/5cos  Ä  +  aß'  cos  />  +  /3/J'cos  (ß+  />), 
coslF.cos  1^«=««'  +  /^cos  C  +  yd'cos^  +  ßß*  cos(C+  i^); 

durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  von  einander  wir^ 
erhalten : 

cos  iF(cos  ie*—  cos  i^*)  =  a'/3cos  B  +  aß'  cos  />  —  /^cos  C-^'tmi 

+  ßß'co8iB+  D)''Cos(C+  A)), 

oder,  wenn  man  die  Cosinus  der  halben  Winkel  einführt: 

cosiF(cosic«-cosl^«)=-a'/3-a/3'+y'^+yd'+2a'/JcoslÄ«+2a/J'cortll 
— 2/dcosjC«-2y^'co8li^H2/3/5'(cosl(ß+/>)«-cosJ(C+ii)«) 
=     B\nUa^c)B\nl(d'-'ö)+2a*ßco8lB^+2aß'co8iD* 
-2y'dcosiC«-2yd'co8i^«+2/3/3'(cosi(ß+ö)*-co8j(C'+J)«). 

Setst  man  ffir  cosle*  —  cosi^*  den  früher  entwickelten  Wertli^  i 
erhfilt  man : 
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co«4F 

«lni(a— c)8ini(rf— 6)  + 2a'/J  cos  JA« +  '2a/J' cos  JZ>* 

•ygcosiC«— 2)^^co8i^«-|-2jgy(cosig+/>)^—co8;(C+i4)^) 
8ini(a  — c)sini(rf— 6)cosi(a  +  6+c+rf)  +  2«/3co8iÄ«  " 

+  So'/J'  cos  i  D«  -  2y^  cos  4  C*  -  2y'8'  cos  J  A^ 

Zieht  man  cos  IF  von  1  ab  aod  legt  ihn  zu  1  hinzu ,  so  gelaugt 
MD  in  folgeddem  Ausdruck  von  taoglF*: 

tanglF« 
(  -8inJ(a-c)sin  J(rf-Ä)8inli«  +  (a-a')(/5cosJß«-/3'co8iZ>*)  1 

""(  rfDi{a-c)8ini(rf-6)cisij«+(a+a')(/?co8iiff«  +  ^'cosi/>«)  ^' 
1  -(/+y)(«cos4CH^'cosi^«)+/5/3'(co8l(iff+D)«-co8i(C+il)«)  ) 

Wenn  das  sphärische  Viereck  in  einen  kleineren  Kreis  der 
bgel  einbeschrieben  ist,  so  verschwindet  in^  Zähler  und  Nenner 
VM  tang^F*  das  in  ßß'  multiplicirte  Glied,  weil 

B  +  D=C+A   und   cos4(Ä +  />)«=  cos  4(C+ ^4)*. 
hu  Letitere  erhellet  auch  aus  Folgendem.    Da 

I 

(4  sin  a  sin  b  sin  B  +  lsinc  sin  cisin  D)^ 

+  sin  a sin b sin c sin d cos i(B  -[^  D)^  -  MT 

nui 

(4sin6sincslnC-t's0i"<i«>D<{8in/l)* 
+  8inasin68incsin^cos4(C-f  A)^=i  Ml\ 
wo 

ini8iiD6sin£,  4>>ncsin</sin/>,  4  sin  6  sine  sin  C\  ssinersinr/sini^ 

>*ch  einander  den  dreifachen  Cubikinhalt  der  Tetraeder  MABC, 
fUCD,  MBCD,  MABD  bezeichnen,  wenn  M  der  Mittelpunkt 
^  Kngel;   so  bat  man : 

(3F4-3F0'-f8ina8in6sincsini;cosj(fi^  Z>)« 
=  (3o  -|-  3oO'  +  8in  a  sin  b sin c  sin  d cos  4(C  -f  ^)^, 

*®  ^,  F',  9  und  v'  den  Cubikinhalt  der  genannten  Tetraeder 
SBtdrfiden.    Fallen  die  Punkte  ^,  ^,  T  und  D  in  eine  Ebene, 

TUi  XXXY.  8 
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wie  es  bei  dem  auf  der  Kugel  befindlichen ,  einem  kleiDeren 
einbeachriebenen  Vierecke  stattfindet  ^  so  ist  V  +  P=e-t 
deshalb  cos  l(B  +  D)^  =  cos  i(C  +  ^*. 


XIU. 

Uehuagsaufgaben  (iir  Schaler. 


Lehrsatz  und  Aufgabe. 

Von  Herrn  Dr   Otto   Boklcn  zaSiilia.N.  im  Königr.  Würtei 

A  ist  ein  beliebiger  Punkt  einer  Fläche,  AO  die  N* 
O  der  Mittelpunkt  eines  HauptkrOmmungskreises»  dessen 
sowohl  AO  als  auch  die  Tangente  einer  Krümmungslinie 
enthält  Man  siehe  irgend  eine  Linie  durch  A  auf  der  I 
die  Flächen -Normalen,  deren  Fusspunkte  auf  dieser  Lini 
schneiden  die  Normal -Ebene  In  einer  Gurre  t.  Da  sich 
A  beliebig  viele  Linien  auf  der  Fläche  sieben  lassen,  so 
man  auch  auf  der  Normal -Ebene  unendlich  viele  Schnittca 
Alle  diese  Curven  haben  in  O  eine  gemeinsame 
gente,  welche  mit  der  Tangente  der  Krflmmung 
parallel  Ist.  Die  Aufgabe  beisteht  darin ,  su  bestimmen, 
von  den  Curven  c  in  O  den  gr6ssten  und  welche  den  kl< 
Krümmungshalbmesser  bat;  welcher  Zusammenhang  find€ 
swischeo  dem  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  c  und  dei 
kel,  welchen  die  entsprechende,  durch  A  auf  der  Fläch« 
gene  Linie  mit  der  Krfimmungslinie  bildet. 


■y  la  _\, 
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IM  i  8  c  e  I  1  e  Q. 


Auf  Antrag  der  Direction  der  k.  k.  Marine-Sternwarte  in  Triebt 
werden  jetxt  an  den  Kfisten  des  adriatischen  Meeres  Beobachtungen 
iW  Ebbe  und  Fluth  mit  selbstregistrirenden  Fluthmessem  ange- 
•Mlt  und  Seitens  des  k.  k.  üsterreicbisoben  MarineObercoroman- 
k  und  der  k.  k.  Central -SeebebCrde  kräftigst  unterstfltzt  und 
Sif^rdert  Das  grosse  Interesse  und  die  grosse  Wichtigkeit  die- 
ler  Beobachtungen  liegt  klar  vor  Augen  und  fordert  zu  dem  leb- 
aftesten  Danke  gegen  die  genannten  hohen  SeebebSrden  auf.  Es 
ttdit  mir  daher  besondere  Freude ,  den  Lesern  des  Archivs  einen 
OD  dem  verdienten  Director  der  k.  k.  Marine -Sternwarte  in  Triest» 
lerm  Professor  F.  Seh  au  b,  mir  gütigst  fibersandten  Auszug  aus 
«r  Triester  Zeitung  (1860.  Nr.  54.)  nachstehend  mittheilen  zu 
Ibimb,  worin  eine  zwar  kurze»  aber  vOilig  deutliche  Beschrei- 
•ag  des  auf  der  Rhode  von  Tri  est»  am  äusseren  Ende  des 
lolo  Sartor io  aufgestellten  selbstregistrirenden  Ffuthmessers 
ei^ben  Ist.  Ausserdem  bin  ich  aber  Herrn  Director  Schaub 
•riQflich  dankbar  filr  die  mir  gleichfalls  mitgetheilte  besondere 
JUbildeng  dieses  FInthmessers ,  welche  die  Leser  auf  Taf.  IL  finden 
erdca,  welche  jede  Dunkelheit,  die  vielleicht  die  nur  kurze  Mit- 
üilnng  ans  der  Triester  Zeitung  noch  fibrig  lassen  sollte,  foII- 
Vodlg  beseitigen  wird.  Späterhin  hoffe  ich  den  Lesern  des 
rebiFs  weitere  Mittbeilunpen  Über  diese  interessanten  und  wlch- 
|eii  Beobachtungen ,  so  wie  vielleicht  auch  fiber  deren  Resultate, 
ichen  zu  können.  G. 

Inibpei^l    and    Kbbe    und    Flnth    im    ad^rlatisclien 

ISeere. 

In  Anerkennung  der  wissenschaftlichen  und  praktischen  Wich- 
keit  einer  genauen  Kenntniss  des  Verlaufes  von  Ebbe  und  Fluth 


liÖ  ifiscelien. 

im  adriatischeii  Meere  wurde  als  Anfaog  einer  umfassenden  Reil 
von  Beobachtungen  auf  Antrag  der  Direction  der  Harine-Ster 
warte  ein  selbstregistrirender  Fluthmesser  in  der  Rhede  von  Triei 
am  äusseren  Ende  des  Molo  Sartorio  aufgestellt.  Die  Kost« 
dieses  Apparates,  welcher  seit  Octoher  v.  J.  in  Thätigkeit  ii 
wurden  zu  gleichen  Theilen  von  dem  k.  k.  Marine-Obereommani 
und  der  k.  k.  Central- Seebehurde  getragen.  Seine  Einrichtung  i 
im  Wesentlichen  übereinstimmend  mit  der  Einrichtung  der  bekan 
ten  Autographen  für  den  Luftdruck.  Ein  senkrecht  stehend 
Rohr  von  6  Zoll  Durchmesser  ist  mit  dem  Meere  derart  in  Ve 
bindungy.  dass  das  Wasser  im  Rohre  stets  mit  denH  Süssen 
Wasserspiegel  in  gleicher  Hohe  steht.  Um  eine  Rolle  ist  eil 
Schnur  geschlungen,  welche  an  dem  einen  Ende  einen  aufd 
Wasserfläche  im  Rohre  schwimmenden  Korper,  an  dem  ande 
Ende  ein  Gegengewicht  trägt;  durch  das  Steigen  und  Fallen  d 
Wassers  wird  sonach  die  Rolle  um  ihre  Axe  gedreht.  Mittel 
eines  gezahnten  Rades  wird  die  Bewegung  der  Rolle  auf  eil 
horizontale  Schiene  übertragen  und  im  Verhältnisse  von  6Mi 
vermindert,  so  dass  ein  Steigen  oder  Fallen  des.  Wassers  ▼( 
6.44  Zoll  eine  Verschiebung  der  Schiene  nach  links  oder  recbi 
um  einen  Zoll  bewirkt  Durch  ein  Uhrwerk  wird  ein  Cylinder  n 
8  Zoll  Durchmesser  und  18  Zoll  Hohe  in  »24  Stunden  einmal  o 
seine  horizontal  liegende  Axe  gedreht.  Ein  Zelchenstift,  welch 
mit  der  früher  erwähnten  Schiene  verbunden  ist,  wird  durch  d 
Gewicht  leicht  an  die  Oberfläche  des  Cylinders  gedrückt  Indfli 
einerseits  der  Stift  der  Bewegung  des  Wassers  folgt,  andererseil 
aber  der  Cylinder,  auf  welchem  er  zeichnet,  um  seine  Axe  ^ 
dreht  wird,  erhält  man  auf  einem  um  den  Cylinder  gewickeUe 
Blatte  eine  krumme  Linie,  von  welcher  die  einer  beliebigen  Zfl 
entsprechende  Wasserhöhe  mit  Genauigkeit  angegeben  wird. 

Als  Ergebniss  der  bisher  von  dem  Fluthwasser  gemachti 
Aufzeichnungen  kann  vorläufig  ervi'ähot  werden,  dass  in  Triest  (h 
Verlauf  von  Ebbe  und  Fluth  im  Allgemeinen  mit  der  Theorie  vo 
Laplace  vollkommen  übereinstimme,  und  nur  ausnahmsweise  dort 
Bewegungen  des  Wassers,'  die  ganz  anderer  Natur  und  baop 
sächlich  eine  Folge  der  herrschenden  W^inde  sind,  gestört  werd 

Ein  ähnliches  Resultat  geben  auch  die  während  des  verfli 
senen  Herbstes  und  Winters  durch  das  k.  k.  Marine-ObercommaiM 
an  verschiedenen  Punkten  in  den  Gewässern  von  Venedig  ven 
stalteten  stündlichen  Aufzeichnungen  des  Wasserstandes. 

Um  aber  dus  Gesetz  der  Folge  von  Ebbe  und  Fluth  in  i 
ganzen  Ausdehnung  des  adriatischen  Golfes  möglichst  genau  h 
neu  zu  lernen,    werden   mehrere  selbstregistrirende  Fluthmeai 


I 

t 
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oadi  dem  Muster  des  in  Triest  errichteten  an  geeigneten  Punkten 
der  KOste  in  nächster  Zeit  aufgestellt  werden. 


Bemerkungen  über  das  Rationalmachen  der  Nenner  der  Brüche. 

Von  Herrn   Dr.  Zehfutt   in   Heidelberg. 

Es  sei  Am  eine  Summe  oder  sonstige  ganze  rationale  Function 
kx  Ton  einander  unabhängigen  m  Quadratwurzel -Ausdrücke: 

AMann  wird  man  den  Nenner  des  Bruches  -r-  stets  auf  die  Form 

Am 

Bm-l  +  B'm-l.VOm 

Wigen  k5nnen»  wo  Bm^i  und  B'm—i  im  Sinne  obiger  Beaelch- 
Krog  ganze  Polynome  sind»  welche  nur  noch  die  m  —  1  Radicale 

catkalten.  Dm  also  das  letzte  Radical  Vom  gänzlich  aus  dem 
ReoDer  zu  entfernen,  genügt  es,  den  Bruch  in  Zähler  und  Neu- 
ler  mit  Am-1  —  B'm-i'Vom  zu  multipliciren.  Der  neue  Nenner, 
k  Bezug  auf  Vom-\  geordnet,  ist  alsdann  offenbar  ron  der  Form 

abo  Terscbwindet  auch  das  Radical  Vam-i»  wenn  man,  da  Cm-^ 
nd  C'fli.9  nur  die  Radicale  V^i  •  Vo«' ••••  Vom-a  enthalten, 
ZlUer  und  Nenner  des  neuen  Bruches  mit  CM-.9-^Ctn~ft.Vam-i 
anhipBcirt,  und  der  neu  entstehende  Nenner  ist  dann  äugen- 
scheinlicb  von  der  Form: 

<reldier  ganz  ähnlich  behandelt  werden  kann.  Indem  man  also 
oamer  bezüglich  der  wegzuschaffenden  WurzelgrOsse  ordnet,  ge- 
tagt es  durch  die  obige  elementare  Methode,  eine  nach  der 
ttriem  wegzubringen,  nur  muss  man  nicht,  wie  Herr  Unferd in- 
ier gethan,  die  etwa  erscheinenden  Producte  zweier  Radicale  als 
lene  sellwtständige  Wurzelgrossen  behandeln,  was  freilich  nicht 
um  Ziele  führt.  Es  kann  also  jeder  Bruch,  dessen  Neu- 
Ur  eine  ganze  rationale  Function  der  m  Wurzelaus- 
Irficke  Voi,  VOf»  ••••  VcCm  ist,  durch  eine  Reihe  von  m 
gaat  bestimmten  algebraischen  Operationen  in  allen 
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Fällen    in    einen  solchen    mit   rationalem  Nenner 
wandelt  werden. 

Nachsatz.    Dieser  Satz  gilt  nicht  allein  fSr  Quadratwuj 
sondern  auch  (Ür  einen  Nenner,  der  beliebige  m  Radicale 

«  M  «  n 

vom  nten  Grade  enthält.    Der  Nenner  ist  dann  von  der  Fon 

n 

Das  Uadical  Vam  verschwindet,  wenn  man  Zähler  nnd  N< 
mit  n — l  Polynomen  multiplicirt,    welche  a^s  dem  letztem 

n  n  «  « 

vorgehen,  indem  man  Vom  mit  aVam*  o^ViiMy..  o^^^Vo« 
tipücirt,  wo  a  eine  eigentliche  Wurzel  der  Gleidiaog.  o^zcl  i 


Auszug  ans  einem  Schreiben  des  Herr^  Rector  Dr.  f^i 

in  Ulm  an  den  HerausgeJber. 

Die  in  Ihrem  Archive.  Tbl.  XXXIV.  Heft  I.  Nr.  U.  8.6 
handelte  Aufgabe  möchte  sich  vielleicht,  ebenfalls  algebra 
folgenderniassen  kürzer  losen  und  construiren  lassen: 


Es  sei  die  Grundlinie  des  gegebenen  Dreiecks  g,  die  Ho 

oh 
so  ist  sein  Inhalt  ^*    Von  dem  gesuchten   gleichseitigen  I 

ecke  sei  die  Grundlinie  =2ar,  so  ist  die  Höhe  =  Vi«*- 
=  V'3i»  =  arV3,  also  der  Inhalt  =a:V3.    Mithin  ist: 

Mitbin  ist  x  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  6ten  Tl 
der  Grundlinie  und  zwischen  der  Hube  eines  gleichseitigen  I 
ecks,  dessen  Grundlinie  2A  ist,  woraus  sich  folgende  Cons) 
tion  ergibt,   offenbar  viel  einfacher,    als  In  dem  genannten  11 


*)  Ich  Terweite  bei  dieser  Gelegenheit  auf  einen  Aaftati  des  i 
DocCor  Grebe  in  Cattel  über  den  vorliegenden  Gegenstand  im  A 
Thl.  Xlll.  Nr.  IV.  S.  es.  G. 


MitceUen.  1 19 

Seite  &»  wo  vorher. das  gegebeoe  Dreieck  in  ein  Quadrat  verwan- 
delt wird  (Fig.2.  daaelbst)  und  dieses  hierauf  nach  Fig. 3. u. s.w. 
behiodelt  werden  soll. 

In  Taf.II.  Flg.  2.  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck;  von  der 
GioDdlinie  hC=g  schneide  BD=lBC—\g  ab;  auf  ÄC errichte 
ro  B  ein  Perpendikel  und  durch  A  ziehe  eine  Parallele  mit  BC, 
bis  «ich  beide  in  £  schneiden,  so  ist  BE=^h.  VerlBngere  BE 
10  nach  F,  dass  BF  ==  BE  Ist,  und  beschreibe  über  EF  das 
gleichseitige  Dreieck  EFG,  so  geht  die  Verlängerung  von  BC 
Jareb  G,  weil  BG  Halbirongsperpendikel  von  EF  ist,  und  BG 
iit  =:i?£.  V3=:AV3.  Beschreibt  man  daher  über  GD  einen  Halb 
kreis,  der  BE  in  H  schneidet,  so  ist  BB  die  mittlere  Proportio- 
aale  zwischen  BD  und  BG,  also  ist  BH^x,  oder  die  halbe 
Seite  des  gesachten  gleichseitigen  Dreiecks,  also,  wenn  BK^=:BH 
iseuacht,  BL  ||  £6 gezogen  und  KL  gezogen  wird,  ^HKL=:^ABC. 

Aehnlich  verßihrt  man  bei  der  zweiten  Aufgabe.  Debrigens 
werden  alle  Aufgaben  Ober  Verwandlungen  gegebener  Figuren 
Ib  lodere  von  gegebener  Form,  so  wie  eine  grosse  Reihe  von 
Aofgabeo  über  Theilungen,  wenn  die  Form  der  Theile  gegeben 
iit,  auf  rein  geometrischem  Wege  am  elegantesten  durch  Bei- 
lirfiinig  des  bekannten  Liehrsatzes  gelost:  IVenn  drei  gerade 
Liniea  stetig  proportionirt  sind ,  so  verhalten  sich  zwei  auf  der 
«itee  Bsd  «weiten  construirte  ähnliche  Figuren  lu  einander  wie 
&  erste  Linie  zur  dritten. 


9 

Bnfiiche  Methode,  die  Reste  der  Zahl  9^     bei  der  Division 

dorch  die  Primzahlen  eq  finden. 

^'ei  Betm  A.  Niegemmiia,  •rdenUk-heia  Lehrer  «n  tcatholieöhen  Gym- 

aeeitm  ia  Cöia. 

Man  suche  nach  dem  Satze:  „Ein  Produkt  gibt  bei  der 
Difiilon  durch  eine  Zahl  denselben  Rest,  den  auch  das  Produkt  der 
Berte  gibt,  die  entstehen,  wenn  man  die  Faktoren  durch  diese 
Eihl  dividirt"  in  der  Reihe  der  Potenzen  von  9  diejenige,  welche 
lei  der  Division  durch  die  Primzahl  den  Rest  1  gibt,  alsdann 
lea  Rest  von  9^  bei   der  Division  durch  den  Exponenten  jener 

efiinilenen  Potenz,  dann  ist  man  im  Stande  9^  als  ein  Produkt 
irmstellen,  wovon  ein  Faktor  für  die  Primzahl  den  Rest  1  gibt, 
^lefa  bestimmt  der  andere  den  Rest. 


%-.• 


120  »  Miscelien. 

Will  man  aaf  diese  Weise  den  Rest  voo  9«^  bei  der  Divi 
durch  II  bestimmen,  so  hat  man : 

1)  Potenzen:    9»  9»    9»    9*    9» 
Reste  bei  der  Division  durch  II:    9  4     3     5     1 

2)  Potenzen:    9^  9* 
Reste  bei  der  Division  durch  5:4  1 

Weil  9*  Rlr  5  den  Rest  1  gibt,  so  gibt  auch  (9S)«=9«  den  1 
1  und  folglich  99==9».9  den  Rest  4,    und  somit  ist  9«=&i 

und  9«'=9^+^=(9«)'.9«.    Da  nun  9«  für  11  den  Rest  1  gibt 

gibt  auch  (9^)'  den  Rest  1  und  somit  9*   den  Rest,   welche 
gibt»  also  den  Rest  5. 

Wollte  man  den  Rest  von  9^     bei  der  Division  duich  11 

m 

den,   so  suche  man  nach  obiger  Methode  den  Rest  Ton  9* 
der  Division  durch  5.     Dieser  ist  4,   folglich   9*  =5y-|-4 

9»*  =9%+4=(9»)y.9*.    Da  (9*)y  filr  11  den  Rest  1  und  9* 

Rest  5  gibt,  so  gibt  9»     den  Rest  5. 

Man  sieht  leicht,  dass  alle  Potenzen  von  der  Form  9* 
der  Division  durch  II   den  Rest  5  geben,   weil,   wie  die  an 
Reihe  der  Potenzen  und  ihrer  Reste  zeigt,  die  Potenzen  vi 

mit  ungeraden  Exponenten  den  Rest  4  haben  und  9*  '"*  in 

eine  ungerade  Zahl  ist,  daher  9»' *"  =;9«»+4  =  (9»)».9*. 


Fehler 
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Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel 
eher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 


Von 


Herrn  Ferdinand  Kerz^ 

RiCIuieuter  in  der  GroMhenogl.  Hettitchen  Gendarmerie  zu  Darmstadt. 


Vierte    A  b  t  b  e  i  I  u  ii  g  *). 

§.  123. 

Die  Id  §,  92.  gestellte  Aufgabe,  einen  Krein  zu  beschreiben, 

^^cher  iwei  gegebene  Kreise  berührt  und  einen  dritten  gegebenen 

leb  rechtwinkelig  schneidet ,  und  welche  wir  als  die  allgemeine 

nfgabe  erkannten,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  ge- 

^«bene  Stücke  (Kreise^  gerade  Linien  und  Punkte)  berührt,  und 

^^ssen  Mittelpunkt  In  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegt,   kann 

^-^ich  noch  für  eine  andere    Klasse  von  Aufgaben  als  allgemein 

^^^ten,  bei  welchen  es  sich  nämlich  darum  handelt,  von  drei  be- 

^^big  gegebenen  Stücken,    unter  welchen    sich   wenigstens    ein 

Mtia  befindet,  zwei  zu  berühren  und  den  gegebenen  Kreis  recht- 

%ikelig  zu  schneiden. 

Diese  ganze  Klasse  von  Aufgaben  lässt  sich  nun  ebeii60  au» 

Aufgaben  der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  ableiten 

e  die  Aufgaben  der  §§.  104.  und  106.  aus  denen  der  ersten  Ab- 


elsaag  von  ThI.  XXVIIL  Nr.  \\I.  S.  402.— 419.     Alle  zu  die- 
Ahthellung    gehörenden  Figunntareln   Tnf.  III    Ms  Tnf.  VI. 
A'S**  bmelehnel,  nmA  die  Figuren  auf  densfllHMi  ohne  Uiiter- 
n^\    Ml  PIg.  11.,inihlt. 


.     jA\ 
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theilong.  Wir  wollen  aber  der  Kfirze  wegen  einen  andern  Wa| 
einaehlagen  und  die  Halbmesser  der  zu  berührenden  Kreise  (Alf 
gaben  S§.  104  und  105)  nach  und  nach  wieder  unendlich  ab*  oid 
zunehmen  lassen. 

§.  124. 

Verkleinert  sich  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  2.  and  3 
Taf.  VH.  ThI.  XXVIH.)>  bei  ungeändertem  Halbmesser  des  Km 
ses  M,  so  lange  bis  er  unendlich  klein  wird ,  der  Kreis  m  als 
in  einen  Punkt  übergeht ;  so  fallen  mit  diesem  Punkt  m  (Fig.  1 
die  Berührungspunkte  6'  und  6^  und  sowohl  der  äussere  «nd  ionei 
Aehnlichkeitspunkt  S  und  ^,  wie  auch  der  Süssere  und  innei 
Aehnlichkeitskreis,  Sund  %  zusammen  ($.32.  und  42.);  daher ii 
die  gerade  Verbindungslinie  ma  des  gegebenen  Punktes  m  m 
dem  Mittelpunkt  a  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreises  ii 
gleich  die  äussere  und  innere  Aehnlichkeitsaze  (§.  95.  und  102 
und  die  Aufgaben  der  §§.  1(M.  und  105.  vereinigen  sich. 

§.  125. 

Verkleinert  sich  nunmehr  auch  der  Halbmesser  des  KrdiCi 
JH  bis  er  unendlich  klein  wird  (Fig.  2.),  der  Kreis  JU  also  ebea- 
falls  in  einen  Punkt  übergeht,  mit  dem  die  Beriihrungspmikk 
B'  und  B^  zusammenfallen;  so  föllt  für  diese  Punkte  m  uod  H 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  9  in  der  Richtung  iiiAf  iboi 
geraden  Verbindungslinie  beiderseits  unendlich  weit  weg  (fK-! 
und  ihr  äusserer  AehnlichkeUskreis  ist  die  in  dem  Halbiriisg* 
pankt  3  ■h'^i'  Entfernung  auf  diese  senkrecht  errichtete  gardh 
Linie  ä'«''  (§.  46.). 

Hieraus  ergiebt  sich  die  äussere  Aehnlichkeitsaze  als  dk 
durch  den  Mittelpunkt  a  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kxd 
ses  gehende  mit  der  geraden  Verbindungslinie  mM  der  gegebet^ 
Punkte  parallellaufende  Linie  aSl  (§.  95.). 

§.  126. 

Aufgabe.     Es  sind   gegeben:   zwei  Kreise   JU   mid  A  i^ 
ein  Punkt  m  (Fig.  I.);  man  soll  einen  Kreis  beschreibeB^ 
den  einen  Kreis  J/  berührt^  den  andern  a  rechtwinkelig  achi 
und  zugleich  durch  den  gegebenen  Punkt  m  geht         .     ^!t, 

Auflusung: 
I)     Man   verbinde   den    Mittolpankt  a  des  ffi 
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sdnieidenden  Kreises  mit  dem  gegebenen  Punkt  m  durch 
eine  Gerade  am,  so  Ist  dieselbe  die  äussere  (und  ijunere) 
Aehnlichkeitsaxe  (§.  124). 

2)  Der  gegebene  Punkt  m  selbst  ist  zugleich  der  äussere 
(und  innere)  Aehnlicbkeitskreis  9(3)  (§.  124.);  daher  er- 
giebt  sich  die  äussere  Aze  als  Linie  gleicher  Potenzen 
((y(y)  des  gegebenen  Punktes  m  und  des  rechtwinkelig 
zu  schneidenden  Kreises  a  (§.  104.  2.)- 

3)  Aus  dem  Hauptpunkte  O  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
axe  a%  lege  man  an  den  rechtwinkelig  zu  schneidenden 
Kreis  eine  Tangente,  beschreibe  mit  derselben  den  Haupt- 
kreis der  äusseren  Aze  (§.  18.  7.)  und  bestimme  zu  die- 
sem und  dem  zu  berührenden  Kreise  M  die  Linie  glei- 
cher Potenzen;  so  ergieht  sich  als  Durchschnittspunkt 
dieser  Linie  m.it  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a%  der 
Pol  P  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pole  P  beschreibe  man  mit  einer 
an  den  zu  berührenden  Kreis  M  gelegten  Tangente 
PB'(=:PB^)  als  Halbmesser  den  Bestimmungskreis  der 
Berührungspunkte;  so  ergeben  sich  letztere  als  Durch- 
schnittspunkte  ß'  und  B*  beider  Kreise  P  und  M. 

5)  Doreb  die  geraden  Verbindungslinien  der  gefundenen 
Berührungspunkte  B'  und  B^  mit  dem  Mittelpunkte  M 
des  zu  berührenden  Kreises,  resp.  deren  Verlängerungen, 
ergeben  sich  als  Durchschnittspunkte  mit  der  äusseren 
Axe  O'O"  zwei  Punkte  DT  und  VP,  welche  die  Mittel- 
punkte  zweier  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  ge- 
nügen. 

§.  127. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Punkte  ^und  m  und  ein 
Kreis  a  (Fig.  2.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  den  ge- 
gebenen Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet  und  zugleich  durch  die 
gegebenen  Punkte  geht. 

AaflOsung.    Man  bestimme: 

1)    die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a$(  (§.  125.). 

.Mao  hal|>ire  die   gerade  Verbindungslinie   Mm  der  ge- 

ilipaeDi  Punkte  durch  eine  Senkrechte  9'9[",  so  ist  diese 

duA  (^%A^  M  und  m  gehurige  äussere  Aehn- 
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lichkeitskreis  (§..125.)  und   daher   eugleich   die  Sus 
.     Axe   O'O"  (§.95.  uod  §.52.  1.),  welche  den   recht 
keiig  zu  schneidenden  Kreis  a  entweder  schneidet 
nicht  schneidet. 

3)  Schneidet  sie  ihn,  so  suche  man  zu  einem  der  Di 
Schnittspunkte  (O,  oder  O,^)  und  einem  der  gegeh« 
Punkte,  m  oder  üf,  die  Linie  gleicher  Potenzen  (§.  52. 
wodurch  sich  als  üurchschnitfspunkt  dieser  Linie 
der  Susseren  Axe  aS  der  Pol  P  der  Berfihrungspu 
ergiebt. 

Schneidet  sie  ihn  nicht  (wie  in  Fig.  2.)»  so  beschi 
man  den  Hauptkreis  O  der  äusseren  Axe,  bestli 
zu  ihm  und  einem  der  gegebenen  Punkte,  etwa  Jlf, 
Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt  sich  als  Do 
Schnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aehnl 
keitsaxe  aS  der  Pol  P  der  Berührungspunkte  ftir 
Punkt  M. 

4)  Diesen  gefundenen  Pol  P  verbinde  man  mit  dem  z 
hurigen  Punkt  M  durch  eine  gerade  Linie  PM^  erri 
auf  diese  in  dem  Endpunkte  M  eine  Senkrechte,  we 
die  äussere  Axe  O'O"  in  dem  Punkte  JH,  dem  M 
punkte  des  zu  suchenden  Kreises,  schneidet,  för  wel< 
zugleich  diese  Senkrechte  MVi  selbst  der  Halbmesset 


§.  128. 

Aufgabe.    Cs  sind  gegeben:  zwei  Kreise  a  und  m  und 
gerade   Linie  M'M"  (Fig.  3.) ;  man  soll  einen  Kreis  heschrei 
der  'den  gegebenen  Kreis   a  rechtwinkelig  schneidet  und  den 
gebenen  Kreis  m  und  die  gerade  Linie  M'M"  gleichartig  beH 
d.  h.  hoide  ausschliesst. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  aS  (§.  95.) ,  der  aus. 
Aehnlichkeitspunkt  9  ergiebt  sich  nach  §.  31. ; 

2)  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis  9t  (nach  §.  39.),  weh 
den  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreis  a  entw< 
schneidet  (wie  in  Fig.  3.),  oder  nicht  schneidet 

Schneiden  sich  beide  Kreise  a  und  9 ,  so   hat  ] 
in   der   geraden    Verbindungslinie    0,0^    ihrer 
dunsrspunkte  O,  und  0„  bereits  die  äussere  Az«    "^ 
den  sie  sich  nicht,  so  ergie|b|:«ieh  die  iiMii 
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Linie  gleicher  Potenzen  O'iy  des  äusseren  Aehnlich- 
keitskreises  9  und  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden 
Kreises  a  (§.  95.). 

Im  ersteren  Falle  suche  man  zu  einem  der  Durch- 
schnittspunkte 0,(0 f^  und  dem  zu  berührenden  Kreise 
m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt  «ich  uU  Durch - 
Schnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aehnlich- 
k^tsaxe  aSI  der  Pol  p  der  Berührungspunkte  h*  und  U^ 
Ar  den  zu  berührenden  Kreis  m. 

Im  letzteren  Falle  beschreibe  mau  den  Hauptkrei«  O 
der  äusseren  Axe  und  bestimme  zu  diesem  und  dem  zu 
berührenden  Kreise  m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so 
ergiebt  sich  als  Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der 
lusseren  Aehnlichkeitsaxe  a9  der  Pol  p  der  Berührungs- 
punkte b'  und  6>. 

Man  verfahre  weiter  nach  §.  104.  4).  und  o). 


§.  129. 

Da  nach  §.54  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  u%  die  Linie 
gMeher  Potenzen  der  Berührungskreise  W  und  m*  ist,  so  rou8s 
ttch  der  Durchschnittspunkt  P  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a% 
mit  der  gegebenen  geraden  Linie  JUFM"  der  zu  dieser  Linie  ge 
liSHge  Pol  der  Beröhrungspunkte  sein.  Verbindet  man  daher  P 
Bit  0,{O^  durch  eine  Gerade  PO,  und  beschreibt  mit  ihr  als 
flalbmesser  aus  P  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  die  gege- 
l^ot  Linie  M*M"  in  den  Punkten  B'  und  ^,  in  welchen  sie 
ron  den  conjngirten  Kreisen  91'  und  }n*  berührt  wird. 

Hiernach  ergeben  sich    die  conjugirten  Berührungspunkte  für 
die  gerade  Linie  IH'M"  auf  kürzerem  Wege  als  für  den  Kreis  m. 

Die  Mittelpunkte  W  und  VIP'  der  conjugirten  Berührungskreise 
bdet  man  dann  als  Durchschnittspunkte  der  in  den  Berührungs- 
pQokten  B'  und  B^  auf  die  gegebene  Gerade  M'M''  errichteten 
^^krechten  mit  der  äusseren  Axe  0,0„  (O'O**). 


§.  130. 

Aufgabe.     Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  a  und  m  und  eine 
,^ Linie  M*M"  (Fig.  4.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben, 
nen  Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet  und  den  ge- 
nnd  4ie.  gerade  Linie  M*M"  ungleichartig  be 


y*^'Ä-*^>\ 


4k*  ■*;■ 


126      herz:    reder  die  Aufgabe,  einen  Kr§is  •»  beeeMreiäen 

rührt,  d.  h.  den  Krei«  m  einsohliesst  und  die  gm«d»  Liiii 
au88chlie8St. 

Auflösuni;.     Mau  bestimme: 

1)    die  innere  Aehnlichkeitsaze  a3  ($•  102.)9  der  inne 
licbkeitspunkt  3  ergiebt  sich  nach  §.3I.; 

i)  den  inneren  Aehnlichkeitskrein  3  (nach  $.40») 
Linie  differenter  Potenzen  (Q,Q„)  des  rechtwii 
schneidenden  Kreises  a  in  Besag  auf  den  Inner 
lichkeitskreis  3  (§.  97.  und  $•  98.) ;  sodann  den 
kreis  Q  der  inneren  Aehnlicbkeitsaxe»  welcher  d 
benen  Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet  und  die  P 
des  inneren  Aehnlicbkeitskreises  3  haibirt. 

3)  Zu  diesem  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlicl 
und  der  «gegebenen  geraden  Linie  3I*M"  ist  letzte 
die  Linie  gleicher  Potenzen  ($.  52,  L),  daher  ifa 
schnitt  P^  mit  der  inneren  Aehnlichkeitnaxe  o3 
der  Berührungspunkte  B*  und  B\ 

4)  An  den  Hauptkreis  Q  lege  man  von  diesem  Pole 
Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  als  Halbmc 
P^  als  Mittelpunkt  einen  Kreis;  so  schneidet 
die  gegebene  Linie  M'M**  in  den  beiden  Pui 
und  B^,  welches  die  Berührungspunkte  der  be 
jugirten  Kreise  für  diese  gegebene  Gerade  M' 
die  beide  der  Aufgabe  genfigen. 

5)  Die  Mittelpunkte  JXl^  und  JXl^  der  beiden  conjngirt 
ergeben    itich   als    die    Durchschnittspnnkte   de 
beiden  Berührungspunkten  B^  und  B^  auf  die 
Gerade  M'M**  errichteten  Senkrechten  mit  de 
Axe  QQ". 

§.  131. 

Wird  in  den  Aufgaben  der  §§.  128.  und  130.  der  H« 
des  zu  berührenden  Kreises  m  unendlich  klein,  geht  also 
m  in  einen  Punkt  über^  so  fallen  mit  ihm  der  äussere  u 
Aehnlichkeitspunkt  sowie  der  äussere  und  innere  Aehi 
kreis  91  und  3  zusammen  und  die  beiden  Aufgaben  verein! 

§.  132. 
Aufgabe.    Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  a»  eioe  f» 


* .  • 
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*W*  und  ein  Paokt  m  (Fig.  5.) ;  man  soll  eineo  Kreis  bescbrei- 
D,  der  deo  Kreis  a  recMwinkelig  sehneidet,  die  gerade  Linie 
*!ti*  berOhrt  und  darch  den  Punkt  m  geht. 

Aaflusung: 

1)  Üie  gerade  Verbindungslinie*  des  Mittelpunktes  a  des 
gegebenen  Kreises  mit  dem  gegebenen  Punkt  m  ist  zu- 
gleich die  äussere  (innere)  Aehnliehkeitsaxe  aSl  (a^) 
(5.  124.). 

2)  Die  Süssere  (innere)  Axe  ergiebt  sich  als  die  zu  dem 
gegebenen  Kreis  a  und  dem  gegebenen  Punkt  m  gehö- 
rige Linie  gleicher  Potenzen  O'O". 

3)  Aus  dem  Ourcbschnittspunkt  beider  Axen,  dem  Uaupt- 
puokte  Of  beschreibe  man  mit  seiner  Entferoong  Om  von 
dem  gegebenen  Punkt  m  den  Hauptkreis  der  äusseren 
(inneren)  Aze.  Der  Pol  der  Berührungspunkte  fSr  die  gege- 
bene gerade  Linie  M'M"  ergiebt  sich  als  Durchschnitts- 
punkt P  der  äusseren  Aehnlichkeitsaze  a%  {am)  mit 
dieser  geraden  Linie  M'M"  (§.  129.)* 

4)  Aus  dem  Pole  P  beschreibe  man  mit  der  von  ihm  an 
den  Hauptkreis  O  der  äusseren  Aehnlichkeitsaze  geleg- 
ten Tangente  den  Bestimmungskreis  der  Berührungs- 
punkte ;  so  ergeben  sich  letztere  als  Durchscbnittspunkte 
ß'  und  B^  dieses  Kreises  mit  der  gegebenen  geraden 
Linie. 

5)  Die  Durchscbnittspunkte  HP  und  VP  der  in  den  gefun- 
denen Berührungspunkten  ß'  und  ß*  auf  die  gegebene 
gerade  Linie  M'M^  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusse- 
ren Aze  O'O"  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  conju- 
girten  Kreise,  welche  der  Aufgabe  genOgen. 


§.  133. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  a  und  zwei  sich 
hneidende  gerade  Linien  -At'M"  und  m'm"  (Fig.  6.);  man  soll 
Qcn  Kreis  beschreiben,  welcher  den  gegebenen  Kreis  a  recht- 
inkelig  schneidet  und  die  gegebenen  geraden  Linien  gleichartig 
^hrt,  d.  b.  beide  ausschlies^it. 

liSAiillOsung.     Man  bestimme: 

l^llMsere  Aehnlichkeitsaze  aH,    Sie  ergiebt  sich  (nach 


12^       herz:    l'tber  die  Aufgabe,  einen  h'rei*  zu  betclkreihei 

$.  3ö  und  §.  95.)  als  die  durch  den  Mittelpnnk 
reclituinkelig  lu  schneidendea  Kreises  gehendi 
den  ^von  den  beiden  gegebenen  geraden  Linu 
und  mm"  gebildeten)  Winkel  m'A'Jf"  halbireod 
?lA)?l  parallellaufenden  Linie  9a9. 

iM  Hen  äu««eren  Aehnlichkeitekreis.  Er  ergiebt  sl 
$.  50.)  aU  die  den  ^von  den  beiden  gegebeni 
.ir.U^  und  mm"  gebildeten;  Winkel  m'NM', 
Nebenwinkel  des  Winkel«  ^l'^M')  halbirende  Li 
Ha  nun  die  äussere  Axe  die  Linie  gleicher 
de$  äusseren  AehnPichkeiuk.'eUe«  und  des  rech 
^u  «chneidea den  Kreise«  ':<  «. '^6.):  so  ergiebt 
ausseid  Aehulichkei^skre-:^  S'S*'  znsleich  als 
Axe  C>  l>'  f  3±  l  .  «e*':lie  <ief:  rechtwinkelig  a 
aeaUfTQ  kr^s  «  eurveier  s^^setdet  ^«ne  in  Fig 
•'ich:  scflceicec 

*  l>ie   l>s-:k*c^x  rscaakr-  »    Lx-i  P  der  Süssen 

^-%i>^.:saxf  ^r2  n*-:  la^  reselieneii  geradi 
« ti  •  : : :  _¥  IT*  «rrw*5i  si-sh  als  die  respect 
:i-  Ssi-.Si-i  :^>*:ai.^r*   xit»:«?  Loiien  ($.129.)- 

*  S.-ijT- .;-■  ::-  loaw^^  Ai»  CfCT  dea  rechtwl 
^'•^^«f ••:••••  .r?M  iL*-«j*>  <  »  ••  a  Fss-  ö.j,  so  verfc 
f  iff  .?-  r»i-."i2s.n:TitrÄ3»iaÄÄ  O.  O..)  mit  ( 
c^'i  1      •    t    ;  .  -    3   p*    ;.,.:    K-$.:kreU»e   mit   ^ 

'  11^  .     -"  -  .   -     .    i-'    ix*   iem  Pol  p( 

^:  ij  -. .  •  «^i.-^  •    j    j^     :-er    r«e«-ÜTO;2*punkt» 
*'      .    ,    /*■-       .-    .:-*    -r-^jüe    V  7t-   .¥•.¥"). 

>i  ^-   >^-e^r^  A.2-    ',^fJ"   den  r 

•    ^  :-  ~    --.— :    iu^*»^  i   XLtrar.    9«>  bescbrc 
r — :•  .*.-•-  >    .  ..i>ö-«r^-i    A*4^iichkeits; 

.    .  -     ,^  ■  ■  .-»>=^'    T  it-z   -^  P\  ans 
•    -    '  -  ^  .    :— ^-i  —  3«;  a-r  ihr  den 


■»,..  •  ♦  - 


•-^■-■*-   IT    :i^  ar"   der 

.  ■  -  1   f     T  IT*    erric' 
— -  -       --:>      -  .'^    sind 


■«• 
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faien  ItKt*  und  mW;  man  soll  einen  Krei»  beschreiben,  welcher 
im  gegebenen  Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet  und  die  gegebe- 
in Parallelen  gleichartig  berflhrt,  d.  h.  beide  aasschliesst. 

AoflOsnnc;  wie  §.  133  mit  Berücksichtigung  der  §§.  45  u.  52.  4. 

Anmerkung.    Bei   dieser  wie  bei  der   Aufgabe   des  §.  133. 
M  in  Besug  auf  die  Möglichkeit  der  Auflösung  §.  148.  zu  berack- 
»n. 

§.  135. 

Wäre  flir  drei  gegebene  Kreise  die  Aufgabe  gestellt,  einen 
SU  beschreiben,  der  zwei  der  gegebenen  Kreise  rechtwin- 
klig schneidet  und  den  dritten  berChrt^  so  kann  dieselbe  eben- 
bib  aus  der  allgemeinen  Aufgabe  über  die  Beschreibung  eines 
'rei  andere  Kreise  berfihrenden  Kreises  abgeleitet  werden,  was 
io  Nschstehendem  abgehandelt  werden  soll. 

§.  136. 

Schneidet  ein  Kreis  JXV{W)  (Taf.  V.  Theil  XXIV)  zwei  andere 
Kreise  a  JonA  8  rechtwinkelig  und  berührt  zugleich  einen  dritten 
Kreis  Jf;  so  sind  die  beiden  rechtwinkelig  geschnittenen  Kreise  a 
vi  S  die  äusseren  Aehnlichkeitskreise  zu  dem  berührten  Kreise 
'ud  zwei  anderen  bezüglichen  Kreisen  3n  und  m ,  welche  eben- 
hüt  ?on  dem  Kreise  WCDP),  und  zwar  gleichartig  mit  ihm,  be- 
rtkrt  werden. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  leicht  aus  $.  Jl. 

f 

§.  137. 

Zur  Auflösung  der  gestellten  Aufgabe  (§.  135.)  konnte  man 
daher  diejenigen  Kreise  Wt  und  m  als  Hülfskreise  aufsuchen,  für 
welche  in  Beziehung  auf  den  zu  berührenden  Kreis  M  die  recht- 
iriokelig  zu  schneidenden  Kreise  a  und  91  die  respectiven  äusse- 
fiD  Aehnlichkeitskreise  sind  'und  dann  diejenigen  Kreise  TXV  und 
IP  bestimmen,  welche  diese  gefundenen  Kreise  9K  und  m  und 
Jm  gegebenen  gleichartig  berühren. 

§.  138. 

eilet   leicht,   dass  man    ein    ähnliches  Verfahren  aus 
jMr  nngleidhartige  Berührung  abzuleiten  im  Stande 


i> 


^-  '•■ 


läO       herz:    Ceber  die  Auffabe,  einen  KreU  %u  beseäreiäen, 

ist,  welche«  za  demselben  Resultate  fahrt  Wir  wolle»  indess^^ 
zur  AoflösuDg  der  gestellten  Aufgabe  die  gleichartig»  Berfihrac^fl 
zu  Grunde  legen. 

§.  139. 

Aus  dem  Vorhergeheaden  folgt: 

Für  drei  Kreise  a,  %  und  39,  von  welchen  zwei,   a  und 
von  einem   Kreise  W   rechtwinkelig   geschnitten    und   der 
Kreis  M  berfihrt  werden,  kann 

1)  die  gerade  Verbindungslinie  afL  der  Mittelpunkte  a  ui 
9  der   rechtwinkelig   geschnittenen    Kreise   die   iusser — ' 
Aehnlichkeitsaxe  und 

2)  die  Linie  gleicher  Potenzen  der  rechtwinkelig  geschoil 
tenen  Kreise  die  äussere  Axe  genaant  werden* 

f  14a 

Aufgabe.    Gegeben  sind:  drei  Kreise  a,  91  und  ÜT  (F*^.  7.) 
man  soll  einen  Kreis  beschreiben,  der  zwei'  der  gegebenen 
a  und  ü  rechtwinkelig  schneidet  und  den  dritten  Kreis  M  berfffarfV 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die    äussere   Aehnlichkeitsaxe,    d.  h.   man  verbinde  dl 
Mittelpunkte  a  und  9  der  rechtwinkelig  zu  schneidenden^ 
Kreise  durch  eine  gerade  Linie  aSL  (§*  139.  1«); 

2)  die  äussere  Axe,  d.  h.  die  Linie  0*0**  gleicher  Poteosen 
der  rechtwinkelig  zn  schneidenden  Kreise  a  und  iS 
(§.  139.  2.). 

•i)  Schneiden  sich  die  beiden  rechtwinkelig  zu  schneiden- 
den  Kreise  einander  selbst,  so  suche  man  zu  einem,  ihrer 
Durchschnittspunkte  0,(0„}  und  dem  zu  berfibrenden 
Kreise  M  die  Linie  gleicher  Potenzen «  so  ergiebt  sich 
als  Durchschnitt  dieser  mit  der  äusseren  Aebnlichkeilsr 
axe  der  Pol  P  der  Beriihruugspunkte. 

Schneiden  sich  die   beiden  rechtwinkelig  zu  schoei* 
denden  Kreise  a  und  91  einander  nicht  (wie  in  Fig.  f« 
so  lege  man  aus  dem  Hauptpunkt  O  der  aussen 
lichkeitsaxe  an  einen  der  rechtwinkelig  in. 
Kreise  a(9Q  ane  Tangente  and  beschceito ; 


4 
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den  Hauptkreis  der  äusseren  Aebniichkeitsaxe;  so  er- 
giebt  sich  als  Durchschnittspunkt  P  der  zu  diesem  Haupt- 
kreis O  und  dem  zu  berührenden  Kreis  M  gehörigen 
Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  äusseren  Aebniichkeits- 
axe a9  der  Pol  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  diesem  Pole  beschreibe  man  den  Bestimmungskreis 
der  Berührungspunkte,  so  ergeben  sich  letztere  als  Durch- 
Schnittspunkte  B'  und  B^  dieses  Kreises  P  mit  dem  zu 
berührenden  Kreise  M. 

5)  Die  geraden  Verbindungslinien  B'IH  und  B^IH  der  Be- 
rührungspunkte mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  JU 
ergeben  in  ihrer  Verlängerung  als  Durchschnittspunkte 
mit  der  äusseren  Axe  (yO"  die  Mittelpunkte  W  und 
1XP  zweier  conjugirten  Kreise ,  welche  beide  der  Auf- 
gabe genügen. 


§.  141. 

Wird  in  der  Aufgabe  (§.  140.)  der  Halbmesser  des  zu  berüh- 
r^oden  Kreises  At  unendlich  klein  gedacht,  so  geht  der  Kreis  At 
u>  einen  Punkt  M  über  (Fig.  8.),  mit  welchem  zugleich  die  Be- 
rGbrongspankte  B'  und  B^  zusammenfallen  und  die  conjugirten 
Kreise  Ittf  und  JXP  vereinigen  sich. 


§.  142. 

Aufgabe.  Gegeben  sind:  zwei  Kreise  a  und  9  und  ein 
^nkt  M  (Fig.  8.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschreiben«  der  die  bei- 
den gegebenen  Kreise  rechtwinkelig  schneidet  und  zugleich  durch 
den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflosung. 

Man  verfahre  ganz  nach  §.  140.,  indem  man  den  gege- 
benen Punkt  At  als  einen  Kreis  betrachtet,  verbinde  den 
gefundenen  Pol  P  mit  dem  gegebenen  Punkt  M  durch 
eine  gerade  Linie  PM  und  errichte  auf  diese  in  dem 
gegebenen  Punkt  M  eine  Senkrechte;  so  schneidet  die- 
selbe die  äussere  Axe  O'O"  in  dem  Mittelpunkt  des  zu 
«ifbenden  Kreises,  ßlr  welchen  die  Entfernung  VÜM  sei- 
iB  'Ifittelpanktes  von  dem  gegebenen  Punkt  der  zuge- 
üaUMBeMer  bt 


182      t[er%:    Veber  die  Aufgabe,  einen  h'refs  %u  beschreiben. 


§.  143. 

Aufgabe*     Gegeben  sind:  zwei  Kreise  a  und  9  und  ( 
gerade  Linie  M'M"  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  besehreil 
welcher  die  beiden  gegebenen  Kreise  rechtwinkelig  schneidet 
die  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aebniichkeitsaxe  aSH^  d.  b.  man  verbinde 
Mittelpunkte  a  und  S  der  beiden  Kreise  durch  eine 
rade  Linie  (§.139.  L); 

2)  die  äussere  Axe  O'O",  d.  h.  die  Linie  gleicher  Po 
zen  der  beiden  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kr 
a  und  a  (§.  139.  2.) ; 

3)  den  Pol  P  der  Berührungspunkte  der  gegebenen  % 
den  Linie  M'M",  d.  h.  ihren  Durchschnittspunkt  P 
der  äusseren  Aebniichkeitsaxe  a%  (§.  129.). 

4)  Schneiden  die  gegebenen  rechtwinkelig  zu  schnei 
den  Kreise  a  und  9  einander  selbst  nicht,  (wie 
Fig.  9.),  so  beschreibe  man  den  Uauptkrets  O  der  äv 
ren  Axe»  lege  an  denselben  von  dem  Pole  P  aus 
Tangente  und  beschreibe  mit  derselben  aus  dem  Po 
einen  Kreis,  so  ist  dieser  der  Bestimmungskreis  der 
rührnngspunkte  B^  und  B^iüt  die  gegebene  gerade  l 
M*M'\  weil  diese  Linie  selbst  in  Bezug  auf  den  Hs 
kreis  O  die  Linie  gleicher  Potenzen  ist  (§.  52.). 

Schneiden  die  beiden  rechtwinkelig  zu  schnei 
den  Kreise  a  und  %  einander,  so  hat  man  In  der 
raden  Verbindungslinie  0,P(0„P)  eines  ihrer  Du 
schnittspunkte  0,(0,,)  mit  dem  gefundenen  Pol  P 
Halbmesser  des  Bestimmungskreises  der  Berühru 
punkte. 

5)  Die  Durchscbnittspunkte  der  in  den  gefundenen  Be 
rungspunkteu  B*  und  B^  auf  die  gegebene  gerade  I 
M'M"  errichteten  Senkrechten  mit  der  äusseren  Axe  C 
ergeben  sich  als  die  Mittelpunkte  JXi*  und  IH*  zvi 
conjugirten  Kreise,  welche  beide  der  Aufgabe  genüg 


§.  144. 
Läset  man  in  der  Aufgabe  des  SkJ-IOl  den  I 


.'•    ^■■*- 
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einen  rechtwinkelig  zo  schneidenden  Kreises  unendlich  zunehmen» 
so  geht  dieselbe  über  in: 

Aufgabe.  Gegeben  sind  zwei  Kreise  fl  und  M  und  eine 
gerade  Linie  a^af*  (Fig.  10.) ;  man  soll  einen  Kreis  beschreiben, 
der  den  einen  der  gegebienen  Kreise  S  rechtwinkelig  schneidet, 
den  anderen  M  berührt  und  dessen  Mittelpunkt  in  der  gegebenen 
geraden  Linie  afa"  liegt. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaze,  d.  h.  man  ßlle  durch  den 
Mittelpunkt  91  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreises 
auf  die  gegebene  gerade  Linie  a'a*'  die  Senkrechte  a% 

'  (§•  139.  1.  und  §.  96.). 

2)  Die  gegebene  gerade  a'a"  ist  selbst  die  äussere  Axe 
0*0"  (§.96.). 

3)  Schneiden  sich  der  gegebene  rechtwinkelig  zu  schnei- 
dende Kreis  9  und  die  gegebene  gerade  Linie  a'af\  so 
suche  man  zu  einem  ihrer  Durchschnittspunkte  0,(0,,) 
und  dem  zu  berührenden  Kreise  M  die  Linie  gleicher 
Potenzen  9  so  ergiebt  sieb  als  Durchschnitt  dieser  mit 
der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  der  Pol  P  der  Beruh- 
rungspunkte. 

Schneiden  sich  der  gegebene  rechtwinkelig  zu  schnei- 
dende Kreis  9  und  die  gegebene  gerade  Linie  afa'' 
nicht  (wie  in  Fig.  10.);  so  lege  man  aus  dem  Haupt- 
punkte O  (§.96.)  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  an  den 
rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreis  9. eine  Tangente 
und  beschreibe  mit  derselben  den  Hauptkreis  O  der 
äusseren  Axe;  so  ergiebt  sich  als  Durchschnittspunkt/' 
der  zu  diesem  Hauptkreis  O  und  dem  zu  berührenden 
Kreis  M  gehörigen  Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  äusse- 
ren Aehnlichkeitsaxe  der  Pol  P  der  Berührungspunkte. 

Man  verfahre  weiter  nach  §.  140.  4.  und  5. 


§.  145. 

Wird  in  der  Aufgabe  des  §.  144.  der  Halbmesser  des  zu  be- 
Kreises M  unendlich  klein  gedacht,  so  geht  <jler  Kreis 
Apeii  Punkt  üf  über  (Fig.  11.),  mit  welchem  zugleich  die 
liqipkte  V  and  JB^  zusammenfallen  und  die  conjugirten 


■^. . 


^^ ^■ 


•v^ 
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§.  146. 
Aufgabe.     Gegeben  sind:  ein  Kreis  S,  ein  Punkt  M 


eine  gerade  Linie  a'a"  (Fig.  IL);  man  soll  einen  Kreis 

ben,  der  den  gegebenen  Kreis  9  rechtwinkeJig  schneidet» 

den  gegebenen  Punkt  M  geht  nnd  dessen  Mittelpunkt  in  der  gr  -^ 

gebenen  geraden  Linie  a'a*'  liegt. 

Auflösung. 

Man  verfahre  ganz  nach  §.  144,  indem  man  den  gegeb-^ 
nen   Punkt   M  als  einen  Kreis  betrachtet,  verbinde  dc^^ 
gefundenen  Pol  P  mit  dem  gegebenen  Punkt  M  darc^=3 
eine  gerade  Linie  PM  und  errichte    auf  diese  in   di 
gegebenen  Punkt  M  eine  Senkrechte;  so  schneidet  dk 
selbe   die  gegebene   Linie  a'a"  in  dem  Mittelpunkt  d« 
zu  suchenden  Kreises  IH,    für  welchen  die  EDtrernon^ 
WM  seines  Mittelpunktes  von  dem  gegebenen  Punkt  d< 
zugehörige  Halbmesser  ist. 

§.  147. 

Aufgabe.  Gegeben  sind:  ein  Kreis  9  und  zwei  gerade  Li 5« 
nien  M'M"  und  a'a"  (Fig.  12.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben^^ 
der  den  gegebene^  Kreis  2  rechtwinkelig  schneidet,  die  eine  deB^ 
gegebenen  geraden  Linien,  M'M*\  berührt  und  dessen  Mittelpunkt  ^ 
in  der  andern  gegebenen  geraden  Linie,  aV^  liegt. 

Auflösung. 

Man  verfahre  ganz  nach  §.144.  Fflr  den  Fall,  das«  der  ^ 
gegebene  Kreis  2  die  gegebene  Linie  afa*'  nicht  schnei- 
det, wie  in  Fig.  12.,  ergiebt  sich  der  Halbmesser  des 
Bestimmungskreises  P  der  ßeröhrungspunkte  B'  und  ÜP 
als  die  von  dem  Pol  P  der  Berührungspunkte  an  den 
Hauptkreis  O  gelegten  Tangente.  Für  den  Fall  aber, 
dass  der  gegebene  Kreis  %  die  gegebene  Linie  anschnei- 
det, ergiebt  sich  der  Halbmesser  des  Bestimmungskrei- 
ses P  der  Berührungspunkte  B*  und  B^  als  gerade  Ver- 
'  bindungslinie  eines  der  Schneiduiigspunkte  0,(0„)  mit 
dem  gefundenen  Pole  P  der  Berührungspunkte. 


§.  148. 
Es  ist  leicht  nachz^weise^g^^|^|i^|^^ allt^AofiBJ 


,1. 


.**» 
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sieb  am  das  Berühren  eines  gegebenen  Kreises  oder  einer  gege- 
benen geraden  Linie  und  das  rechtwinkelige  Schneiden  eines  oder 
Bweier  gegebenen  Kreise  handelt^  die  Auflösung  unmöglich  wird, 
sobald  die  gegebene  Gerade  oder  der  zu  berfihrende  Kreis  eine 
solche  Lage  haben,  dass  der  Pol  der  Beriibrungspunkte  innerhalb 
dos  Hauptkreises  der  Axen  föllt. 


§.  149. 

Es  mochte  aus  dem  Bisherigen  hinlänglich  erhellen,  wie  man 
zu  verfahren  habe,  wenn  ein  Kreis  zu  beschreiben  ist,  der  einen 
gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneiden  und  zugleich  einen  an- 
dern gegebenen  Kreis  oder  eine  gegebene  gerade  Linie  in  einem 
besdromten  Punkte  berühren^  oder  der  einen  gegebenen  Kreis  in 
einem  bestimmten  Punkte  rechtwinkelig  schneiden  und  zugleich 
einen  andern  gegebenen  Kreis  oder  eine  gegebene  gerade  Linie 
1ber6bren  soll. 

§.  J50. 

Auch  ist  es  einleuchtend ,  dass  alle  bisherigen  Aufgaben,  in 
welchen  es  sich  um   die  Bestimmung  eines  Kreises  handelt,  der 
ein  oder  zwei  gegebene  Stucke  (Kreise,  gerade  Linien,  Punkte) 
berfihrt  und  resp.  zwei  oder  einen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet, 
sobald  man  die  Halbmesser  der  oder  des  rechtwinkelig  zu  schnei- 
denden Kreises  unendlich  klein  annimmt,  in  die  bezüglichen  Auf- 
gaben der  zweiten  beziehungsweise  dritten  Abtheilung  dieser  Ab- 
bandlong  übergeben.     So  gehen  beispielsweise,  den  Halbmesser 
Aes  gegebenen,  rechtwinkelig  zu  schneidenden,  Kreises  unendlich 
klein  angenommen,  die  Aufgabe  des  §.  126.  in  die  des  §.  76.  und 
die  Aufgabe  des  §.  144.  in  die  des  §.  112.  über  u.  s.  w. 

IKe  fönfte  Abtheiinng   dic«or   Abhandlang  folgt   in   einem   der  nächsten 

Hefte. 
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Bedeutung  und  Gültigkeit  der  allgemeinen  FormeK^ 
für  t  und  s  der  arithmetischen  und  der  geometrische^ 
Progression  für  den  Fall,  dass  das  n  dieser  Formelt 

eine  gebrochene  Zahl  ist 

Von 

Herrn  Jf.  Helmes ^ 

Oberlehrer  der  Mathematik  and  Phjsik  am  Gjronaaiuoi  %\\  Celle. 


Veranlasst  durch  die  sehr  schätzenswerthe  Abhandlong^ 
„Ceber  die  mathematische  Auflösung  einiger  Problemcf 
der  Naturlehre,  welche  auf  Progressiooen  mit  ge- 
brochenen Indices  ffihren.  Von  Dr.  Carl  Hechel.  (Cor- 
respondenzblatt  des  Naturforschenden  Vereins  tu 
Riga.  XL  Jahrgang.  Nr.  6.  vom  29.  April  1859),  welche 
ich  einer  gütigen  Mittheilung  des  Herrn  Verfassers  vom  Juli  v«  J. 
verdanke,  erachte  ich  es  nicht  ffir  überflüssig,  meine  eigenen^  die 
genannte  Aufgabe  betreffenden,  früher  angestellten  Ueberleguoges 
hier  einer  grösseren  Oeffentlichkeit  zu  übergeben;  einmal  wril 
sich  in  dem  ganzen  Gange  dieser  Ueberlegungen  eine  selbst 
bis  zur  gleichen  Bezeichnung  gewinser  auftretender  HülfsgrOssen 
übereinstimmende  Art  der  Behandlung  der  Aufgabe  mit  der  das 
Herrn  Hechel  offenbart;  besonders  aber  darum,  weil  di 
geachtet  in  das  Resultat  der  HecheTschen  Betrachtiu 
Missdeutung  der  Formel  för  t  (§.  1,)  und  der  Formet"» 
an  wesentlicher  Stelle  ein  Fehler  sich  dngiischllelMii'  ^^ 
jeden  Preis  aus  der  sonst  ^r^jlr^^  ^f}^^äK^f0g  % 


¥ 
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sein  wird.  Denn  förwahr,  nicht  gilt  in  eini<^<>ii  Fällen  nur  die 
Formel  fiir  i^  in  anderen  Fällen  nur  die  Formel  für  s»  zwar  so, 
das8  nie  beide  Formeln  zugleich  gelten  (§.7.);  im  Gegentheile, 
das  Resultat  der  folgenden  Betrachtungen  wird  dieses  sein:  „das« 
die  beiden  Grundformeln  der  arithmetischen  und  der  geometri- 
schen Progression  (und  damit  alle  zwanzig  Auflosungsformeln  der 
Progression,  die  ja  nichts  anders,  als  sie  selbst  oder  ihre  Folgen 
sind),  eine  unbedingt  allgemeine  Gültigkeit  haben,  und  dass  darum 
die  Ausdrücke:  ^ 

1)  <=:a-Kn— l)c;  und     <=iic«-S 

2)  *=i2a+(n— l)rf|^    und    *  =  fl.^-£y, 

die  orsprünglich  nur  unter  der  ausdrucklichen  Voraussetzung  ab- 
geleitet sind,  dass  n  eine  ganze  Zahl  ist,  auch  dann  noch  gelten, 

^enn  r  eine  gebrochene  Zahl,  n  =  it'-f'      i^^^  d.  h.  dass  ganz  all- 
gemein 

\)    |  =  fl  +  (n'  +  P  — 1)</  und     /  =  a/'*l"^'. 

«'  +  -  "'+9-1 

2)    «  =  {2a  +  (n'  +  ^  — I)rfl— 2"^    und    *  =  o.-~3n- 


*^ti  anter  Voraussetzungen  nämlich,  die  durch  Aufgaben  der  Art 
^^tweder  schon  ausdrücklich  bestimmt  oder  doch  als  die  natür- 
HcIisteD  Folgen  ihrer  Bestimmungen  zunächst  an  die  Hand  gege- 
•^«0  sind. 


dem  Beweise  des  aufgestellten  Satzes  werde  ich,  ohne 
^^eitere  Beziehung  auf  die  verdienstliche  Arbeit  HecheTH  zu 
>>«hnieD,  ganz  dem  Gange  der  Entwickelung  folgen,  wie  ich  ihn 
"^r  mich  genommen  hatte,  als  ich  gewisse  Schwierigkeiten  lösen 
•tollte,  die  ich  vor  der  Bekanntschaft  mit  der  genannten  Arbeit 
^■rgend  anderswo  gelost  oder  als  solche  bezeichnet  gefunden  hatte. 

Anmerkung.     Wo  ich   hier  und   da  einmal   den  Inhalt  ge- 
\i  Formeln  noch  besonders  durch  einen  Wortausdruck  hervor- 
habe, werde  ich,  um  kurz  zu  sein,  dabei   immer  nur  die 
^Mgr^ision  in'if  Auge  fassen;   die  nöthige  Aenderung 
Hr  /eilende  Reiben   ergieht   sich  ja  daraus   von 

MP  '  -*-*'  ' 

tV.  10 
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I.    Bedentiuiff  and  Allf^melngilltiffkelt  der  Wmrtmtl 

für  f. 


5.1. 

Zwei  vorbereitende  Aufgaben,  worin  dae  stuf  eiu 

gebrochene   Gfiederzahl,   für    n  =  n'  +-^  zu  bestlmati 
ist,  nebst  AuflSsungen  derselben: 

1.    Eine  Aufgabe,  die  auf  eine  arithmetische  Reihe  d^j 

gedachten  Art  fflhrt 

Aufgabe.  Ein  KGrper  falle  (an  der  Atwoodischeo  Fstai» 
schine)  In  gleichförmig  beschleunigter  Bewegung  während  te 
ersten  Sekunde  durch  einen  Raum  17=:  10',  während  der  amlhi 
Sekunde  durch  einen  Raum  a-t-d=^3(y,  während  der  drittes  8» 
künde  durch  einen  Raum  a  +  2d=:W,  und  so  in  jeder  folgesdn 
Sekunde  durch  einen  Raum  von  c£  =  20'  mehr  als  in  der  vorte-'j 
gehenden  Sekunde.     Durch  welchen  Raum  s  fällt  der  KOrperli 

ft  =  n'  -f  -  =  102  Sekunden  ? 
9 

Auflösung.  Vermöge  des  Begriflk  der  gleichförmig  k^ 
schleunigten  Bewegung  werden  auch  die  Fallräume  in  des  wd 
einander  folgenden  Vierteln,  allgemein  in  den  (jrten  Thebi 
(7teln)  der  Sekunde,  eine  arithmetische  Reihe  bilden ;  und  beiA^ 
nen  wir  demnach  den  Fallraum  im  ersten  Viertel,  allgemeitta 
ersten  ^tel  der  ersten  Sekunde,  mit  a,  so  werden  die  FallfftMtf; 
der  folgenden  ^el  der  ersten  Sekunde  sein:  i^ 

a+d,  a+2^,....a  +  (7— 1)^; 
der  zweiten  Sekunde: 

a  +  gd,  a  +  (g+l)ö, ....  a-|-(29— l)d. 

Zur  Bestimmung  von  a  und  ö  haben  wir  dann  die  beiden 
chungen : 

«+9d+a+(flr+l)d+«+(qF+2)^+ ....  +a^(^^l)» 

...  I  j 
und  daraus,  durch  Subtraktion  ifSf  jj^tt^kpüf'^  -^^^ 
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Ä=^;  (A) 


vod  demnach : 


=  ^L=:^'I'(„^h(l))=?22z^=^ 


(B) 


Oiraabw  ist  derFallraon  io  (r'-|-^  SelniaileD=(tt'9-|^p=:v)ftel 

Sdnmden,  nnser  r,  gleich  der  Samme  <r  einer  aritfametischen  Pro- 
gimioD,  deren  erstes  Glied  a,  Differens  8  und  Zahl  der  Glieder 
tbelnant  ist.  Diese  Sonmie  9,  zogleieh  unser  t,  ist  demnach 
ktttimint  durch  die  Gleichaog: 

«=«=|2«  +  (v-l)dl| 

_2aq—(q—l)d+(t^g  +  p—l)d    n'g  +  p 

q  '      29        '     .• 

=  {2a  +  (n'+|-l)rf)— g-*, 

^•ii*  dl«  SanuneDformel«  wie  sie  für  ganze  n  besteht,  zeigt  sich 
Bociiiunrerändert  gfiltig  auch  fSr  ein  gebrochenes  ft,  f&r  fi=n'-|-~9 

^rfen  man  Dur  auch  ffir  die  ften  Theile  der  Einheit  (hier  der 
Sekude)  an  dem  Gesetze  der  arithmetischen  Rfihct  festhfilt, 
weiches  in  der  Aufgabe  nur  fSr  ganze  Einheiten  aufgestellt  war. 

I        Sabstitoiren  wir  in  die  allgemeinen  Formeln  die  besonderen 

(Verthe  unserer  Aufgabe,  so  erhalten  wir  i  =  llöSy  Fuss  als  den 

FaOraum  der  10}  Sekunden.    Es  ergieht  sich  a  =  |  als  der  Fall- 

mm  hl  dem   ersten  Viertel  der  ersten  Sekunde»  und  4  s  }  nis 

Oolerschied  des  Fallraums  zweier  auf  einander  folgenden  Viertel 

iien  Sekunde. 


%    Eine  Aufgabe,  die  auf  eine  geometrische  Reihe  der 

gedachten  Art  führt. 

s  «Inen  piamants  sei  also  bestimmt,  dass  das  erste 
tf^efeSO  Thj^er,  und  jedes  folgende  Karat  dessel- 
h»'ies  Viilltaj^nden    kosten  soll.     Welches 

10* 
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wird    der  Preis  s   eines    n  =:«'+-=  10»   Karat  schweren   Dia 

9 
mants  sein? 

Auflösung.  Setzen  wir,  wie  es  durch  die  Aufgabe  oak^ 
gelegt  und  zunächst  an  die  Hand  gegeben  ist,  voraas» 
das8  die  Steigerung  des  Preises  durch  das  Gewicht  nach  den^ 
Gesetze  einer  geometrischen  Reihe  auch  auf  ^tel  (Viertel)  des 
Karats  sich  erstrecke,  so  werden  auch  die  Preise  der  auf  m^ 
ander  folgenden  ^tel  (Viertel)  des  Karats  eine  geometrische  Reibe 
bilden.  Bezeichnen  wir  demnach  den  Preis  des  ersten  ^tei  (Vier- 
tel) des  ersten  Karats  mit  a,  so  werden  die  Preise  der  folgenden 
qte\  sein: 

at,  «€*,  ....  «ff—*; 
fSr  das  zweite  Karat: 

«€« ,  ac«+*  ....  «£*f-*. 

Zur  Bestimmung    von  a  und  e    haben  wir   die  beiden  Ge\<^' 
chungen : 

a  +  «c  +  «£*  + . . . .  +  «£9-*  =  a  ,  C^    ^ 

ai^  +  ac«+*  +  «£9+2  + ....  -I-  «£«5-1  =  ae.  (^^ 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  £9,  und  vergleichen         ^^ 
selbe  mit  der  zweiten,  so  erhalten  wir: 


1 
a,e9:=zaef    £9  =  e,    £  =  e9;  K!^^ 


und  demnach: 


«  =  a.  ^3jj  (nach  (I))  =  a .  J^ .  (8') 

Dann  aber  ist  der  gesuchte  Preis  von  (n'-|--)  Karat =(n'9-|-p=sv)ftil 

Karat,  unser  5,  gleich  der  Summe  tf  einer  geometrischen  Reihe, 
deren  Anfangsglied  «,  Exponent  £  und  Zahl  der  Glieder  v  he* 
kannt  ist.  Diese  Summe  tf,  zugleich  unser  1,  ist  demnach  he» 
stimmt  durch  die  Gleichung: 

£"  —  1  «9— 1  ,C     «     —1 

£  —  1  «  — 1  *    ' 


HetAm  flir  ein  gebraektne»  m.  Hl 

nmepfoTmei,  wie  sie  ftlr  ganze  n  besteht,  zeigt  sieb 
idert  gültig  auch  für  ein  gebrochenes  n,  fSr  n^n'-f~> 
nor  aucb  Rir  die  flen  Theile  der  Einheit  (des  Karats) 
letze  der  gcomvtrltichen  Keihe  festhält,  welches  ur- 
mr  fSr  ganze  Einheiten  (Karat)  anfgestellt  war. 

Iren  wir  in  die  ailf^emeioen  Formeln  die  beHondern 
srer  Aurgahe,  so  erbalten  nir  «=:3i42-3,12  Thaler  als 
er  10^  Karat  des  DiaTii:iii.t8.  Es  ergieht  sich  a=3,78 
1er  Prei«  des  ersten  Viertels  des  ersten  Karats,  und 
m  der  Exponent  der  nach  Vierteln  des  Karats  wach- 
■«  der  Viertel  -  Karat 


5.2. 

Der  Bildung  der  Reiben,  durch  deren  Sunimiruug 
fnigiiche  SnmiAe  einer  Reihe  mit  gebrochener  die- 
lten wurde,  lag  die  Vorausaetinng  zum  Grunde,  dass 
ks  InterTsll  ganzer  Zahlen  (Sekunden,  Ka. 
benes  Geseta  der  VerSoderlichkeit  einer 
Zahlen,  (der  Glieder  der  Reiben),  auch  auf 
an  Intervall»  iwischenliegender  BrGcbe 
fiel)  «uagedehnt  werde;  nie  eine  solche 
tiBBg  in  einigen  Flllen  gleich  roit  der  Auf- 
•I  nrsprflngllch  Featgaatellt  (s.  oben  Bei- 
i  aRdern  rillen  aber  in  conaeqnenter  Durch-' 
-  gsgabenen  Gesetzes  am  natarlicbeten  und 
ll«  Hand  gegeben  tat  (a.  oben  Beispiel  2.). 

Varauasotinng  also,  wie  wir  sie,  antnflpfend 

in  \:  li,  ae  ehaa  In  allgameiner  Fasenng  aua- 

*  die  aUgemeina  Sninmenformel  eine  unver- 

'>    nir   rin«    gehtocbane    Gliederubl,    fOr 


'-w^ir* 
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«oMetaiiDg  ttDtwaifelhaft  aosdrfickeD,  dia  aafgestailteo  Wartbe  ge 
ben,  diese  aber  zugleich  die  Werthe  der  allgemeiiten  Formel  für 

f  sind,  ivenD  darin  n^sn':{-^  gesetzt  wird. 


II.    Bedewtons   md   AllgcietnyiUt%ligit   ter  VMraiel 

rar  U 

§.3. 

Lehrsatz.    Die  allgemeinen  Formeln  fSr  t  enttalten  Ar  den 

Fall,  dass  n  eine  gebrochene  Zahl,  n=n'-f  ■'St,  in  den  Aus- 
drficken 

<s=a-f(ii'  +  ^'-l)c{     und     <  =  a6*'"*f"* 

die  Ausdrücke  Ar  Glieder  einer  nach  q  ioterpolirtani  Reihe;  nmd 
zwar  Ar  die  pten  Glieder  nach  dem  n'ten  der  HaoptreÜia,  oder 
Ar  die  {{nf^l)q-\-p)im  GHeder  dieser  interpolirtea  Reihe  eelbet 

Beweis.    Das  allgemeine  Schema  einer  nach  q  intopoUrteo 
Reihe  sammt  ihrer  Uauptreihe  ist: 

Fflr  die  arithmetische  Reihe: 
a,  a  +  -,  a+2.-,....  a+(9-.l).-,  ö+d^  a+(y+l)^, .... 

....  a+(2^— 1)^,  a-f2c^  .... a+(n  — l)d,  a+t(fi'— 1)9+1  ).^-- 

9  f 

d 
....  a  +  {(n'—l)9+/i}. -,.... 

Ffir  die  geometrische  Reihe: 


1       ?  fzL  !±i  , 

ö,  ae«,  ac*,  ....  ae  n  ,  0€^  ae  «  ,  ....  ae  «   ,  öc^ 


»  •  • 


»  ••••  ü^ 


Schreiben  wir  nun  die  oben  ao%esteUtM  'Aueilffelni  Hr  f 
veränderten  Formen:  -^       ^■'-  •    '.  sl 


i'- 
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t  =  a  +  {(n*'-l)q+p]-     und    i=ae      «       ; 

80  erh«lit  die  Richtigkeit  der  mnrgeetellten  Behauptung  unmitteL- 
bar  an«  der  Gleichheit  dieser  Ausdrücke  fOr  t  mit  den  Ausdrflcken 
flir  die  genannten  Glieder  der  interpolirten  Reihe. 

Für  unsere  Beispiele  sind  diese  interpolirten  Reihen,  deren 
GBedem  wir  gleich-  hier  die  weiter  unten  gerechtfertigte  Bedeu- 
lug  beischreihen«  die  folgenden: 
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§.  4. 

Folgesatz.     Der  Ausdruck  de«  allgemeinen  (letzteo)  Glie- 
des für   den  Fall  einer  gebrochenen   Gliederzahl   hezeichnet  den 
Werth,  welchen  cio  Glied  der  Hauptreihe  an  der  durch  den  Bruch 
bezeichneten  Stelle  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern derselben  annimmt,  wofern  das  Gesetz  46r  Veränderung  der 
Glieder,  welches  ursprünglich   nur   für  das  Intervall    zweier  auf 
einander  folgender  ganzer  Zahlen  angegeben  ist,  auch  auf  die  In- 
tervalle zwischenliegender  Bruche  entsprechend  ausgedehnt  wird. 
So  bezeichnet  dieser   Ausdruck  in  unseren  Beispielen,  wenn  wir 
darin  71:=  10^  setzen,  für  das  Beispiel  I.  den  Fallraum  206  Fnas 
in  der  letzten  von  10|  Sekunden,  in  der  lOjten    (man  verstatte 
den   Ausdruck)  Sekunde,   d.  h.  den  Fallraum  In  dem  letzten  Vier- 
tel der  lOten  und  in  den  drei  ersten  Vierteln  der  Uten  Sekunde; 
und  fiir    das  Beispiel  2.    den  Preis   17221,56  Thaler  des    letzten 
von  IO4  Karat,  des  lOjten  Karats  des  Diamants,  d.  h.  den  Preis 
des  letzten  Viertels  vom  zehnten  und  der  drei  ersten  Viertel  vom 
eilften  Karat. 

Dass  dies  wirklich  die  Bedeutung  der  Glieder  einer  interpo- 
lirten  Reihe  und  damit  denn  auch  die  Bedeutung  des  allgemeinen 
Gliedes  unserer  Reihe  ist,  liegt  vollständig  in  dem  Begriff  der  io- 
terpolirten  Reihe  und  in  der  urspranglichsten  Bedeutung  ihrer 
darnach  gebildeten  Glieder. 

Somit  könnte  denn  schon  hier  unsere  Aufgabe  als  erledigt 
betrachtet  werden,  nachdem  wir  nämlich  in  den  §§.  1.  und  2.  die 
Bedeutung  und  volle  GQltigkeit  der  Summenformel,  in  den  §{.3. 
und  4.  Dasselbe  für  die  Formel  des  allgemeinen  (letzten)  Gliedes 
nachgewiesen  haben,  für  den  Fall,  wo  das  n  dieser  Formeln  eine 
gebrochene  Zahl  ist. 

Um  jedoch  die  Beweisführung  für  /  unabhängig  zu  machen 
von  der  vorausgesetzten  richtigen  Deutung  der  interpolirten  Reibe; 
zugleich,  um  die  wahre  Bedeutung  der  Glieder  dieser  Reihe,  wie 
wir  sie  eben  in  der  Erklärung  eines  lOlten  Gliedes  angewandt 
haben,  auf  ihre  ersten  Gründe  zurückzuführen;  wie  auch  vielfaeh 
anderer  nützlicher  Anwendung  willen,  lägen  wir  noch  folgende 
zwei  Paragraphen  hinzu,  die  mithin  nicht  unerlässlich  für  die 
Auflösung  unserer  obigen  Aufgabe  sind. 

§.  5. 
Erklärung.    Wir  wollen  in  Beüehang  anf^  die  Rübe' 


•     * 

•  -1 . 
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n,  a  +  rf,  a  +  M,  ... .  a  +  (n' +  ^— l)d 

und 

a,  ae,  ae*, ....  ae     9 

ab  nHaup  treiben ''  die  nach  §.1.  daraas  abgeleiteten  Reiben 
■K  ilem  Anfimgsglied  a,  der  Differenz  8  resp.  dem  Exponenten  e, 
■d  der  Gliederzahl    v  =  n'q  -|-  p ,    in    denen  je   q  auf  einander 
f^gnide  Glieder  ziisammengenommen  einem  entsprechenden  Gliede 
der  Haaptreihe  gleich  sind,  »»ihre  (nach  g)  zerlegten  Reihen'' 
BMsen.    Sie  sind  wohl  zu  unterscheiden  von  den  §.  3.  und  §.  4. 
fOffgekommenen  ,,(nach  q)  interpolirten  Reihen'';  anter  ihren  Glie- 
dern kommen  durchaus  nicht  die  Glieder  der  Haaptreihe  vor;  ihr 
a  and  ö,  resp.  e,  ist  durch  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  in  §.  1. 
bestimmt,  ihr  v  ist  jedesmal  =n*q+pi  und  Ihre  Summe  6  ist 
eben  nichts  anderes  als  die  geforderte- Summe  s  der  Hauptreihe 
mit  d^  gebrochenen  Gliederzahl  (§.  2.). 

Das  allgemeine  Schema  einer  Hauptreihe    mit  ihrer  nach  q 
aerl^ten  Reihe  ist  darnach  folgendes: 
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§6.    . 

Lehrsatz.    Das  pte   zwischen  zwei  Gliedern  K  und  K-t-d^ 

lesp.  K  and  Ke  einer  Hauptreihe  eingeschaltete  Glied  einer  nach 

f  ioterpoiirten  Reihe  ist  gleich  der  Sororoe  der  p  ersten  Glieder 

im  inm  oachfolgenden  Glieds  K+d,  resp.  Ke,  der  Hanptreihe  ge- 

Ifrniden  Folge  der  zerlegten  Reihe^  sarorot  den  (g — p)  letzten 

Güederji  der  Folge  des  vorhergehenden  Gliedes  —  oder:  jedes 

GfwA  der   nach  q  interpolirten  Reihe  ist  gleich  der  Somroe  von 

den  q  anf  einander  folgenden  Gliedern  der  nach  q  zerlegten  Reihe» 

iaeo  letztes  an  der  Stelle  des  interpolirten  Gliedes  steht    (Vergl. 

flfr  bestimmte  Zahlen  die  Deatang  des  lOiten  Gliedes  in  §.  4.)* 

Beweis. 

1)  Für  die  arithmetische  Progression. 

Das  allgemeine  Schema  der  Zusammenstelfaing  einer  nach  q 
interpolirten  und  nach  q  zerlegten  Reihe  ist  folgendes: 


•     t 
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Rflckt  die  Folge  der  q  Glieder  der  zerlegten  Reihe,  welche 
iw  Snmroe  das  Glied  K  giebt,  uro  eine  Stelle  in  der  zerlegten 
Reihe  hoher  hinanf ,  so  wird  diese  neue  Summe  von  9  Gliedern, 

dereo  jedes  um  2  =  -,  grösser  ist  als  ein  entsprechendes  Glied 

der  vorigen  Folge,  rnn   9.d  =  -,  d.  h.  um  die  Differenz  der  inter- 

pafirten  Reihe  grösser  werden,  als  die  vorige  Summe  war,  und 

d 
fMnit  dem   ersten    nach   K  eingeschalteten  Gliede    J^-f-^  gleich 

fein.    Ebenso  wird  die  Summe  der  um  ti,  3,  ....p  Stellen  hoher 

d 
verschobenen  Folge  von  q  Gliedern  der  zerlegten  Reihe  =  i?-f2.-9 

/f-fS«-,  ....  K+p,-,  d.  h.  dem  zweiten,  dritten,  ....pten  ein« 

geschalteten  Gliede  in  der  interpolirten  Reihe  gleich  sein.  Eine 
solche  Folge  von  q  Gliedern,  die  dem  pten  zwischen  Af  and  K+d 
eingeschalteten  Gliede  gleich  ist,  enthält  demnach  die  ersten  p 
Glieder  der  zn  K+d  gehörenden  Folge  nebst  den  flbrigen  (q—p) 
letzten  Gliedern  der  zu  K  gehörenden  Folge  der  zerlegten  Reihe, 
w.  z.  b.  w. 

Im  obigen  ersten  Beispiele  ist  darnach  das  durch  t  filr  it=10j 
ausgedrückte  lOjte  Glied,  d.h.  das  3te  nach  dem  lOten  Gliede 
der  Hauptreibe  eingeschaltete  Glied  der  nach  .4  interpolirten  Reihe, 
nimlich  206, '  gleich  der  Summe  der  vier  Glieder  der  zerlegten 
Reihe: 

49J+60^+5U+534, 

▼00  denen  die  drei  letzten  die  drei  ersten  der  zum  Uten  Gliede 
der  Hauptreibe  gehörenden  Folge  der  zerlegten  Reibe  sind,  das 
erste  aber  das  letzte  der  zum  lOten  Gliede  gehörenden  Folge, 
d.  h.  es  ist  der  Fallraum  in  den  vier  Vierteln  der  letzten  f&r  n 
angenommenen  Sekunden. 


2)  Für  die  geometrische  Progression. 

Das   allgemeine    Schema   der  Zusammenstellung  einer   nach 
g  interpolirten  und  nach  q  zerlegten  Reihe  ist  folgendes: 
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<  Folf^e  der  9  Glieder  iler  zerlegten  Reihe,  deren 
e  gleich  K  ist,  um  eine  Stelle  in  der  zerlegten  Reihe  h»her 
,  BO  ist  die    Summe   dieser    neuen  Folge  von  q  Glieilern. 

n  jedes  das  «-»fache  eine«  entsprechenden  Gliedes  der  vorige» 

e  Mt,  offenbar  das  r^facbe  der  vorigen  Summe,  d.  h.  =K.e^, 
\.  gleich   dem  ersten  nach   K  eingeschalteten  Gliede  der  inter- 

Krten  Reibe.     Eben  so  wird  die  Summe  der  um  2,3 ;j  Stel- 

k  hoher  verschobenen  Folge  von  q  Gliedern  der  zerlegten  Reihe 

;       'J  3  p 

\iLe^,  Ke^ Kei,    d.h.  gleich   dem  eben  so  viellen  nach  K 

■escbalt«l«n  Gliede  der  inlerpolirlen  Reihe  sein.     Eine  solche 

e  von  9  Gliedern,  die  dem  ;>ten  nach  A'  eingeschalteten  Gliede 

■  |leich  ist.   enthält   demnach    die  ersten  p  Glieder  der  lu  Ke  ge- 

bOtende»  Folge  nehst  den  (r/ — p)    letzten  Gliedern  der  zu  K  ge- 

faürenden  Folge  der  zerlegten  Reihe,  w.  z.  b.w. 

zweiten  Beispiel  ist  darnach  das  durch  t  Tilr 
11=  lOf  aiisgedrüclite  lOjIe  Glied,  d.  b.  das  2te  nach  dem  lÜten 
Gliede  der  Hauptreibe  eingeschaltet«  Glied  der  nach  vier  interpo- 
Urteo  Reibe,  niimlit^b  17221,56  gleich  der  Summe  der  vier  Glie. 
der  der  xerleglen  Reihe: 

3258,44 + 3874,96  +  4flOe,  1 2  +  5180,04 . 

voo  denen  die  drei  letzten  die  drei  ersten  der  zum  Uten  GMede 
der  Hau]itreihe  gehürenden  Folge  der  zerlei^'ten  Reibe  sind,  da« 
erste  aber  das  letzte  der  zum  lOlen  Gliede  gehörenden  Folge, 
d.  b.  es  ist  der  Pteis  von  den  vier  Vierteln  des  letzten  der  lOl 
Kmrat,  d.  b.  der  drei  Viertel  des  Uten  und  des  letzten  Viertels 
d«e  IDten  Karats. 

Sonach  haben  tvir  denn  noch  auf  eine  ursprüngliche  von  den 
Toraiissetzungen  des  §.  4.  nnahhSngige  Weise  die  Bedeutung  des 
allgemeinen  (letzten)  Gliedes  der  Progression  fSr  den  Fall  einer 
gebrochenen  Gliederzahl,  und  damit  zugleich  vermöge  §.3.  die 
Altgeraeingältigkeil  der  Formel  für  dasselbe  nachgewiesen.  Was 
diesem  ursprünglichen  Beweise  noch  einen  besondern  Werth  ge- 
ben mag,  ist  die  darin  augeniicfaeinlich  hervortretende  Erkenntniss, 

.  die,   die   Bedeutung  und   Gültigkeit  der  Formel  für  t  bedin- 

Voraussetzungen   eben  dieselben  sind,   welche  für  »  faet- 

n  waren,  und  in  $.2.  allgemein  ausgesprochen  sind;  denn 

KrPormeln    leiten    ihren    Ursprung    aus    derselben    zerlegten 

rber. 
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Es  sei  mir  nun  ooch  verstattet,  diese  Gelegenheit  Einn  An- 
scbluss  einiger  den  Gegenstand  betreffenden 


Zusätze   und  Bemerkungen 

zu  benutzen,  die  sich  ohne  weiteres  als  naheliegende  FolgerangeB 
des  Vorhergehenden  ergeben,  und  darum  einer  weiteren  Ausl&h- 
rung  eben  nicht  bedürftig  sind. 

1.  Für  die  nach  q  zerlegten  und  nach  q  interpolirten  Reiben 
sind: 

für  die  geometrische   Reihe   die  Exponenten   gleich,  beide 
1 

gleich  e9; 

d  d 

für  die  arithmetische  Reihe  aber  ist  das  dt=-:o=-s. 

q^      9* 

2.  Die  Voraussetzung  n'  =  0  bietet  keine  Schwierigkeit  dar; 
für  die  interpolirte  Reihe  fordert  sie  die  Fortsetzung  der  Interpo- 
lation über  das  erste  Glied  hinaus,  und  giebt  so  z.  B.  in  den  vor 
10,  dem  Fallraum  der  ersten  Sekunde  liegenden  Zahlen  —10» 
—  5,  0,  -fS  die  Fallräume  ganzer  Sekunden,  die  4,  \»  !#  1  ^' 
künde  vor  der  als  erste  angenommenen  Sekunde  liegen  a..s.w. 

3.  Gilt  es  in  besonderm   Falle   die   Berechnung  der  Briidi' 
theile  des  letzten,   unvollendeten   Gliedes   (lir  sich  allein,   wie  ** 
den  obigen  Beispielen  die  Berechnung  des  Fallraumes  in  den  clrei 
letzten  Viertel -Sekunden  der  Zeit,  den   Preis   der    drei   let^^^ 
Viertel -Karat  des  ganzen  Gewichts:  so  kann  dies  einmal  dix>'^ 
Subtraktion  der  beiden  Summen  geschehen,  welche  die  allgeni^>^' 

Formel  fQr  n  =  n'-|--  und  für  n=zn'  giebt.    Sonst  auch  urspriE^' 
lieh  also:    Man  bestimme  in  den  Reihen 

»  +  (»  +  ^)  +  ...+«  +  (9— 1)5=  a  +  n'd 
und 

X  +  «8+ . . . .  +  x€9-*  =  ae"' 

aus  den  ein  für  allemal  nach   §.1.  bekannten  5= -3  und  6=        ' 

aus  den  ebenfalls  bekannten  a-^-n'd,  resp.  cre"',  so  wie  ans^ 
erste  Glied   dieser  Reihen   x  (entsprechend  unserem   firtt^^ 
und  bilde  dann  z^veitens  die  Summö  von  p  Gliedern  einer 
in  der  das  erste  Glied  x,  die  Differenz  i  resp.  EzpeaiBii 
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^Zahl  der  Glieder  p  bekannt  sind,  «o  wird  dies  die    gebuchte 
SoBBe  der  Bmchtbeile  den  letzten»  unvollendeten  Gliedes  sein. 

Aaf  unsere  obigen  Beispiele  angewandt ,  giebt  die  erste  Me-. 
diode  f&r  die  Summen  $  und  $*,  jenachdem  wir  9t=  lOj  oder  n  =  10 
wtieD : 

im  ersten  Beispiel:    f  =  1155^  ^uss 
demnacb    «  — 1^=   155'  Fuss 

'  0 

fk  Fallranro  der  letzten  |  Sekunden  der  ^nzen  Zeit ; 

im  zweiten  Beispiel :    $  =  34423,12  Thaler 

i'rrs  20460 

demnach    «—«'  =  13963,12  Thaler 
ib  Preis  der  letzten  i  Karat  des  ganzen  Gewichts. 

Nach  der  zweiten  Methode  ist  fär  das  erste  Beispiel: 

x= g (§.  1.  (B))  =  491  Fuss 

(Fallranro  im  ersten  Viertel  der  Uten  Sekunde). 

Dd  darnach  die  Summe  dreier  Glieder  mit  der  Differenz  6  =  J , 
ie  oben  =:  15Ö|  Fuss; 

Ar  das  zweite  Beispiel: 

£—1 

n  =  20480 .  ^4^^  (§.  1.  (B'))  =  3874,96  Thaler 

(Preis  vom  ersten  Viertel  des  Uten  Karats), 

'd  darnach  die  Summe  dreier  Glieder  mit  dem  Exponenten  €=1,189 
Bidi  13963,12  Thaler,  wie  oben  gleich  dem  Preise  der  drei 
^«rtel  des  Uten  Karats. 

4.    Es  ist  ganz   unmugüch,  die  Entwicklung  der  Summenfor- 
^i  fdr  gebrochene  n  in  der  Weise  zu  vollziehen,  dass  man 

i  =  a  +  (a  +  d)  +  ....  +  a  +  (n'+^-l)rf 

Y 

Um  da  dto- Glieder  der  rechten  Seite  auch  die  Wertbe 
CXV.  11 


• 
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4eB  ersten  und  des  letzten  ganzen  Gliedes  der  Reihe  eotl 
so  kann  ihre  Summe  nicht  die  geforderte  SumoM  dareleUi 
in  welcher  niemals  das  ganze  erste  und  das  ganze  letzte 
zugleich  vorkommen  kOnnen.  Wie  dennoch  die  Summenl 
schliesslich  ganz  dieselbe  Form  erhält »  wie  sie  aus  der  A 
düng  des  fSr  ganze  n  gebräuchlichen  Verfahrens  auf  diese 
bar  unstatthaften  Gleichungen  hervorgehen  wfirdt:  kann  f 
arithmetische  Progression  wohl  am  einfachsten  vorgestellt  n 
durch  das  arithmetische  Mittel  von  a  und  t^  welches  als  s< 
der  Durchschnittswerth  eines  Gliedes  der  Progressio 
für  die  geometrische  Progression  aber  ersehe  ich  nichts 
einfache  Vorstellung,  durch  welche  das  Resultat  einer  vorgäi 
Zerlegung  und  nachmaligen  Wiederverknflpfung  ganzer  2 
und  BrQche  in  der  unveränderten  Form  ganzer  Zahlen  von 
herein  gefordert  würde. 

5.    Wollte  man  der  Summe  der  ganzen  (n')  Glieder  n 

eines  folgenden  ganzen  Gliedes  zulegen ,  ^(a-f  tt'i2)  resp.  ^ 

so  würde  man  in  beiden  Fällen  zuviel  zulegen,  und  zwar  b< 
arithmetischen  Progression  zuviel  um  die  von  der  Zahl  (n' 
Gliedes    unabhängige    und    in    diesem    Sinne    constaute    G 

^  .  ^ — -  •  TT ;  bei  der  geometrischen  Progression  zuviel  um  di 

der  Zahl  (n')  des  Gliedes  abhängige  Grosse 

p 

c«— 1 


-11-7^1  = 


wie  eine  Vergleichung  der  durch  die  allgemeine  Summeol 
gegebenen  wahren  Summe  mit  der  in  angegebener  Weise  s 
tuirten,  oder  die  nach  Nr.  3.  ursprünglicb  zu  vollziehende  Bi 
nung  der  Bruchtheile  des  letzten,   unvollendeten  GUedes  be 

Die  angegebene  Art  der  Summenbildung  mOcbte  man 
falls  anwenden  wollen  bei  Aufgaben  wie  folgende: 

Ein  Diener  bM  von  seinem  Herrn  das  erste 
10  Thaler,  und  in  jedem  folgenden  Jahre  1  Thaler 
als  Lohn  erhalten.  Wieviel  erhielt  er  (ur's  letzte 
und  wieviel  im  Ganzen,  wenn  er  7J  Jahr  diente? 

wo  man  von  einer  Steigerung  des  Lohnes  durch  die  Di#a 
innerhalb  des  Zeitraumes  eines  Jahres;  und  so  bei  Anfgdie 
Art  überhaupt  von  einer  Stetigkeit  der  Steigerung  deiT  ^ 
abzusehen  geneigt  sein  kann.    (Der  Upterscbled  b64r%lr  I 
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Mn  Falle,  fherehsChHineod  mit  dem    allgemeniefi  Aasdnicke 
u  A  Tbaler). 


Aber  weoig  gerechtfertigt  iat  eine  fehlerhafte  Rechnaog  der 
Art|  wie  fie  eich  gleichwohi  die  herkömmliche  Praxis  durchweg 
»leeignet  hat*  in  dem  häafig  Torkomroeodeii  ("alle  der  Zinsea- 
ilsfrechaiiog,  „wo  der  Beatand  eines  Kapitals  C»  welchea  zu 
im  Zinaraaa  z  (Zinsen    der   Kapitaleinheit    in    der  Zeiteinheit, 

^mS*  ^^^^"^  P   Procedte  beatelchnet)   steht,    nach    einer  Zeit 
iBa'4*^  (Jahren)  gesucht  wird/' 

IHe  allgemeine  Formel 

£;=:C(l+l)    ^«=C(l+l)     9 

gMbt  dieeen  Bestand  abbedingt  richtiger  an,  als  die  herkömmliche 
Pnud^  die 

•etit    Die  allgemeioe  Formel  berechnet  nSmlich  den  Bestand  für 

liB  Ablauf  von  v{^=^n'q-\-p)qie\  Jahren,  nachdem  sie  den  Zins- 

1 

Ru»  dsmgemSss  geändert »  und  als  (I+z)?  för  ^tel  Jahre  einge- 

Mtet  hat     Die  Praxis  beeinträchtigt  den  Zinsengeber,   beTor- 

ittgt  den  Zinsennebmer.     Also  weit  gefehlt,  dass  die  allgemeine 

P'AriMl  hier  au  unstatthaften  Resultaten  fährte,  wie  es  so  altge. 

Mb!  keisst,  nhntet  sie  es  nur  genauer  als  die  übliche  Praxis, 

ii6M  Eigensinn  man    gleichwohl  sich  fflgen  muss.    (Cf.  Heis: 

Beisplelsamminng  $.  84.  Nr.  26«,  passim). 

fi.  Bemerkenswerth  ist  die  Form  des  Ausdrucks  ftir  das 
iBgMeine  (letzte)  Glied  der  arithmetischen  Progression,  in 
■reicher 

|=a  +  (ii'+|-l)rf=^(a+«'rf)  +  ^^U  +  («'-l)rfl 

esetit  wird,  z.  B.  der  Fallranro  in  der  letzten  von  den  10|  Se- 
IMeü  des  obigen  Beispiels  ={  des  Fallraums  der  Uten  Se- 
pMi  «f  ^  deir  Fallraums  der  lOten  Sekunde;  oder  der  Lohn  des 
HjW»  Miree  der  7|  jährigen  Dienstzeit  in  dem  Beispiel  der 
'Nr. 4  =5|  des  Lohnes  fiär's  achte  Jahr  -f }  des  Lohnes 
iMitä  Jahr.    Demi  denaelben  Ausdruck  Rlr's  letzte  GKed 


1 
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würde  man  uuch  bilden  bei  der  fehlerhaften  Aul 
die  wir  in  Nr.  4.  als  Grand  einer  Talschen  SuniiDeubUdmg  Ifc 
■  xeicbnel  haben.  Der  Anadrnck  nird  aber  bei  dieser  fehlerÜhi 
Auflassung  auch  nur  darum  richtig,  weil  sich  zwei  Fehler 
gegenseitig  aufheben.  Nämlich  }  eines  eilften  resp.  achten 
des  in  den  genannten  Beispielen  sind  um  eben  so  viel  ptari 
als  die  drei  ersten  Glieder  der  dem  eilften  resp.  achten  Gthi 
zugehürenden  Folge,  um  wie  riel  i  des  zehnten  resp.  slehcrin 
Gliedes  Lleiner  ist  als  das  letsto  Glied  der  ihnen  zngehSrtaM 
Folge;  wie  sich  das  in  vollster  Allgemeinheit  aus  dem  Nr.  4.  p 
gebenen  Ausdrucke  dieser  Unterschiede  ergiebt.  Bei  der  fM 
metrischen  Progressiun,  wo  eine  solche  Compeasalian  derFik 
1er  nicht  eintritt  (cf.  Nr.  4.)i  würde  solche  fehlerhafte  Aul 
darum  zu  einem  ganz  unrichtigen  Resultate  ftihrcD. 

7.    Schliessiich  sei  mir  noch  zu  bemerken  erlaubt,  dass  U 
gaben  der  Art.   wie  sie  sich  z.  B.  hei  Ueis  $.83.    Nr.  8. 
sonst    wohl    finden    (verirl.    auch    Hechel  $.1.   Aufgabe  4.)  ah 
„Wenn  ein  senkrecht  in  die  Hohe  steigender  Körper  in  der 
Sekunde  IQOO  Fuss,  in  jeder  folgenden  aber  3Ij  Fuhs 
als  in  der  vorhergehenden  zurQcklegt,  wie   lange  und    wie 
wird  der  Körper  steigen,    und  nach  wie  viel  Sekunden  wieder 
dem  Punkte  anlangen,   von  dem    er  zu  steigen  anHng 
Lehren  der  Progression  allein  nicht  zu  lUsen  sind;  es  fehlii 
ben  den  Angaben  von  a=IOOO  und  rf  =  ~3Ii  ein  drittes,  iB< 
Auflfisnng  an  angeführter   Stelle  fälschlich  als  l^d=^3\l 
ausgesetztes  Argument.     Es  ist  »lier  l  weder  ^3lj   zu 
noch  ^0,  wie   eine    andere  gleich   irrige  Voratissetzung 
Aufgabe    leicht   hinein    gelesen    werden   mag,    sondern    t  = 
setzen,  wie  dies  aus  der  Natur  der  gleichfürmig  vei 
gerten  Hcwegung  beim  Steigen   der  Körper  zu  en 
nen  ist.     Dann  ergiebt  sich   das  richtige  n    als   SU   Seki 
während  das  fiilschlich  angegebene  n  =  3'2  oder  das  eben  so 
liegende  n^^-Ü  der  Aufgabe  nicht  genügt.     Für  n;=32 
auch  die  Steighöhe  (IföOO  Fuss)  eine  andere  als    die  Fi 
(16000  Fuss)    werdenl     Der  Fehler  liegt  darin,  dass  von  der 
künde,    wo  die  Steighöhe  =0  ist,  in    Wahrheit  die  eine 
noch  aufs  Steigen,  die  andere  aber  schon  aufs  Ffillen 
es  der  Natur  der  vorliegenden   Bewegung   entspricht 
gel  der   Bestimmtheit  genannter  Aufgaben  hätte  am   li 
dadurch  gehoben  werden  können,  dass  man  die  gansi 
desSleigens  und  Fallens  als  eine  einzige  durch  die 
Progression:  (i  =  IOO(l,  <f  =  31<,    t=s  — 1000  (eine 
griff  der  vorliegenden  Bewegung  in  der  Anfgabe 
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• 

gfgebeoe  ansah,  und  dann  die  Hälfte  des  resultirenden  n(  =  66) 

flb  die  Zeit  des  Steigeos  nahm.  —  Die  ganze  Aufgabe,  wie  weit 

116  mir  die  Anwendaog    der    Progressions  •  Sätze  betrifft,    wird 

iweekmässig  ersetzt  durch  die  allgemeinere:    Ein  Körper  bewegt 

ddradt  abnehmender  Schnelligkeit  also,  dass  er  in  der  ersten 

Mnde  a  Fass,  in  jeder  folgenden  d  Fuss  weniger  zarficklegt  als 

io ler  Yorhergehenden  Sekunde;  nach  wie  viel  Sekunden  wird  er 

2a 
&  Schnelligkeit  — a  erreicht  haben;  wo  das  Resultat  n  =  -^-f  1 

neb  den  rerschiedenen  Annahmen  f&r  a  zugleich  lehrreiche  Bei- 
ifiile  flb  die  Bedeutung  eines  gebrochenen  n  darbietet. 


BeHrige  zur  Lehre  vom  Maximam  und  Minimum. 

Von 

Herrn  Brenner 

la  Tattlingen  im  Königreich  Wortemberfff. 


Vom  Maximum  und  Minimum,  dem  eine  Gerade  un- 
ttrverfen  ist,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  an 
•iiea  gesuchten.  In  einer  Curve  gelegenen,  Punkt  geht, 

»kt  und  Curve  in  derselben  Ebene  gedacht 


die  Coordinaten  der. Curve  durch  x  und  y,  und  die  des 
onkte»  A  durch  a  und  6  dargestellt,  so  ist  für  die 


«ÄV(,-*)«+(6-y)«, 
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und  mao  hat  al«  Bedingung  de«  Mamipiii  Muiiiiiim: 


I  T- 


«i*         V{fl-<«?)*'f(A-»)*" 
woraus  folgt: 

'  dy      a—x 

dsß 

^j-  ist  die  Tangente  dea  Wiakels,  den  die  NerM 

*  .      6- 

Curve  mit   der  Abscissenachae   macht.     Eben    so  ist  -— 

o  — 

Tangente  desjenigen  Winkels,  den  eine  durch  die  Punicte 

und  {x^  y)  gehende  Gerade  mit  derselben  Achse  bildet;   \ 

folgt,  dass  die  gesuchte  Linie  mit  der  Normale  der  Curye  \ 

menf&ilt.     Verbindet  man  nun  mit  der  Bedtngungsgieichung 

2)  ^(6-y)+(a-a:)  =  0 

die  Gleichung  der  Curve 

3)  3f  =  A^), 

80  ergeben  sich  hieraus  die  Coordinaten  Xx  und  yi  des  Pu 
in  welchepi  d^  Maximum  lAinuQum  stattfindet, 

Wollten  vdr  zur  Auffindung  des  Maximum  Minimum'  se 

du 

so  würde  diess  fähren  auf: 

(a— a:)«  +  (6— y)«  =  0,    d.h.    tt  =  0. 

Der  gegebene  Punkt  befinde  sieh  auf  der  Curve  selbst  u 
gesuchte  wflrde  mit  ihm  zusammenfallen,  so  dass  hier  von  i 
Maximum  Minimum  mehr  die  Rede  sein  kOnnte,  wenn  mai 
ti  ^  0  als  ein  Minimum  betrachten  wollte.  Dessun^eachtel 
in  vielen  Fällen  der  gegebene  Punkt  in  der  Curve  selbst 
und   doch   kannte    man   nach    einem  Maximum  Minimum 

Indem  wir  daher  hier  nicht  die  Bedingung  ^  =qo,  8< 

T~=:0  festsetzen,  so  gibt  der  zur  Entscheidung, 
mum  oder  Minimum  vorliegt,  dienen^i^  pifec^ttakii 
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*'  dp—  i 

Um  d\w0  Lehren  auf  Polar-Coordioaten  flberzotragen,  so  setzen 
wir  dcD  Radius  Vector  =:r  and  den  Winkel,  den  derselbe  mit 
te  «ogeBoaunenen  Achse  mächt,  =:«,  nad  wir  haben: 

j;  =  rcoscK,     yzszrslüa. 

BMorch  ergibt  sich: 

« 

ti  =  STia — r  cos  ia)*  +  (i  — r  sin  «)• 

nd 

du  dr(a  coso  -f  6sin«  —  r)  -f  r(6coso—  asina) 

dx  u 

10  dass  2)  2o  ersetzen  ist  durch : 

5)         ifr(aco6o-f6siaa«^r)-fr(6cosa — asina)  =0, 

womit  sich  noch  die  Gleichung  der  Curve 

8)  rss^Ca) 

m  ferbioden  hat,  um  r  und  a  zu  bestimmen. 
Ferner  ist  4)  zu  ersetsen  durch: 

d^ 
^  y(t<isa-facosa)-fifr*-fMr(asina— Acosaj—iPf^acosa-fftsina — r) 

-  jj  — ; 

niid  Ut  nun   der  Zähler  dieses  Bruches  positiv,  so  liegt  ein  Mi- 
BnnaiD^'und  negativ,  ein  Maximum  vor. 

Zur  Anwendung    auf  ein  specielles  Beispiel  setzen  wir  Air 
die  gegebene  Curve  einen  Kegelschnitt 

bt  «<l  oder  =1  oder  >1,  so  ist: 

P 
1  -f  ecoso 

Dg  für  die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  mit  der  ein- 
^^tlon,  dass  sie  in  Beziehung  auf  die  Hyperbel  nur 
(^eo*  Anf  Uafert.    Dar««s  bat  man: 
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dr pe  gin  a 

da       (1  +  €C08a)*' 

wodurch  5)  übergeht  in: 

7)  pe  sin  a-i-(l+e  cos  ä)[a  sin  a — b(e  -|-  cos  a)]  =  0. 

Geht  man  auf  ein  neaes  Coordinatensystem  fiber,  so  dasi 
xler  alte  und  neue  Anfangspunkt  zusammenfallen,  die  neue  * 
aber  durch  den  gegebenen  Punkt  selbst  geht,  so  wird  die 

Ordinate  6'  =  0  und    die  neue    Abscisse  tt'  =  Va*-|-6*. 
nun  die  neue  Achse  mit  der  alten   den  Winkel  w  und  er 
wir  a  durch  a-fto,   wo  jetzt  a  von  der  neuen  Achse  an  p 
wird,  so  wird  die  Gleichung  der  Curve: 


l  +  ecos(a  +  ti7) 
und  die  Gleichung  5)  geht  fiber  in: 

8)      ^sln(a-|-w)'f  (sina  — esinto)[l  +  ecos(a  + w)]  =0. 

Ist  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  von  der  Curve  ea 
so  kann  man  für  einen  ersten  Näherungswertb  setzen  sii 
und  cosa=l,  weil  a  klein  ist,  und  es  entwickelt  sich  aus 

P 

e8into(l  +  ecosto —  hf) 


a 


P 

eco8a?(l  +   -;)  +  e(l  +  esinto) 


Für  einen  Punkt,  der  in  der  grossen  Achse  der  Curve 
liegt,  hat  man  b  oder  auch  6'  =  0  und  co  =  0,  und  es  ergit 
sowohl  aus  7)  als  auch  aus  8): 

6ina(j)e  +  a-i'aeco8a)^iO. 

Diese  Gleichung  liefert  die  vier  Werthe: 

a  =  0,     «  =  1800; 

und  wenn  der  Werth  a'  die  Gleichung  cosa= — (  -  +  -j  befi 

0  =  0/  und  a  =  3600 — «'. 

Ist  aber  ^  +  '  >  i:  1 »  so  giebt  es  nur  zwei  Punkte,  io^H 
Maximum  Minimum  stattfindet. 
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Um  zu  entscheiden,  wie  viele  Maxiroa  Minima  im  Allgemeinen 
höchstens  existiren,  gehe  man  aur  Bedingung 

(o-;r)  +  (*-y)g=0 

nrllck,    and    verbinde  sie   zunächst   mit  der  Gleicbnng    Rlr  die 
EUpse  und  Hyperbel : 


aoferwandeit  sieb  diese  Differentialgleichung  in: 

Ä^ay  — a:y  (il«=F  B*)±bx  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen ,  die  durch  ihre  Auflösung  bezieblich 
^er  Werthe  x  und  y  die  M.  M.  Punkte  bestimmen,  sind  die  Glei- 
cboogeo  von  zwei  Kegelschnitten.  Ihre  Durchscbnittspunkte  liefern 
graphisch  die  gesuchten  Punkte,  und  da  zwei  Kegelschnitte  sich 
hlkhstens  in  vier  Punkte  schneiden,  so  sehen  wir,  dass  es  hOch- 
stese  vier  M.  M.  Punkte  giebt. 

Ffir  die  Parabel  aber  ergibt  sich  bei  Benutzung  ihrer  Glei- 

wo  cf  die  vom  Scheitel  an  gerechnete  Abscisse  des  Punktes  A 
ist  Will  man  aber  hier  die  Gleichung  7)  in  Anwendung  bringen, 
>o  miiss  man  €  =  1  setzen  und  bat: 

j9sina-|-(l-f  cosa)[asina — 6(l-f  cosa)]=0, 

oder 

cosi;[tg4«»  +  tgl«(?^)-^]  =  0, 
welche  Gleichung  zuerst  gibt: 

4«  =2    «nd    4«  =  -2- 

Diese  Werthe  geben  a  =  ]80o  und  0  =  5400,  und  es  gibtdie  Glei- 
fboog  der  Parabel 

p 
1  -fcosa 

iprcb  ein  unendlich  entfernter,  folglich  gar  kein  Punkt 
'  d^  Dieji^ere  Gleichung: 


r  .      ■'-     - 
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tgi«'+tgi«(??±^)-f=0 
Icano  höchstens  drei  Werthe  lieferp^  so  wie  es  aoch  mit 

der  Fall  Ist.     Demnach  bietet  die  Parabel  bOebstens  dr6i  M.  IS  ^ 
Punkte  dar.     Ffir  die  Greoae,  wo  beide  Gleichoogen  anfange»  ^^ 
zwei  imaginäre  Wertbe  zu  lierem,  hat  man  vermOge  der  Garda — 
nischen  Formel: 


»v-m=o. 


wenn  man  bedenkt,  dass  a-i-af'rz  \p. 

Betrachtet  man  a  als  Abscisse  und  6  als  Ordinate  einer  Cwr?«^-- 
so  zeigt  diese  Gleichung  diejenige  Curve  —  eine  Parabel  hObenr- 
Ordnung  —  an,  in  welcher  die  Scheidung  swischen  drei  M.  H. 
Punkten  und  einem  M.  M.  Punkte  stattfindet 


,  VomMaximum  undHinimum,  dem  dieSumme  zweier 
Geraden  unterworfen  ist,  die  von  zwei  gegebenen 
Punkten  an  einen  gesuchten  in  einer  Curre  gelegenen 
Punkt  gezogen  sind,  Punkte  nnd  Cnrve  in  derselben 
Ebene  gedacht 

Es  seien  die  Goordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte  A 
und  B:  a,  b  und  a' ,  b',  so  wie  die  Goordinaten  der  gegebenen 
Gurve  x,  y,  so  ist  die  Summe  der  zwei  an  den  gesuchten  Punkt 
M  (Taf.  11.  Fig.  3.)  in  der  Gurve  CV  gezogenen  Geraden  AM 
und  BM: 

I 

Die  Bedingung  des  Maximum  Minimum  liefert  nun  die  Gleichung: 

2) 

dx-      V(o-a:)«  +  (6-^      V(a'-*)«  +  (6'-y)«     ? 
«voraas  folgt: 


r ., 
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% 

nden  wir  mw  den  Winkel  ilJfA  in  iwei  gleiche  Thelle  «ncl 
iBlersachen«  ob  nicht  die  Theilangsiinie  LM  eine  Marnmle  der 
Cvre  ist  Ziehen  wir  MN  parallel  mit  der  Abscissenachee  OX, 
lomilaste  in  diesem  Falle  seini 

Wir  )ut(N9o  i*er 

tgWJfiy  ?^  tg  CBJU^^  4MN)  =p  (fl  -l"a?j(a'  — g)  —  (A— ^T<^'^-^y)  * 

Darnio  nnn  die  Gleiehung  hat: 

tga«(i^tg««)=58tgÄ, 

so  jMtie  niftn  In  di^o  GleichqDg  2i=LMW  nnd  (Br  \f^LMN  vnd 

cLr 
t^'tfilfjy  ebig^  WerthQ^  wSbrend  —  j-  durch  deasen  Wertb  in 

3)  «nietzt  wird.    Macht  man  noch  zur  Abkflmung; 

b—x=B,    b'—x=B'; 
BO  «gibt  sich : 

AA'  - BB' L*-  WV'i«+i»«+ ilV>+ W  ^ 

eine  Gleiehnog,  von  deren  Identität  man  sich  bald  überzeugt 
Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  der  Normale  gleiche 
Winkel  machen,  und  zwar  geht  die  Normale  mitten  zwischen  Ä 
ond  B  80  hindurch,  daes  der  eine  Punkt  auf  der  einen,  der  andere 
aber  auf  der  aodem  Seite  derselben  gelassen  wird,  weil  2LMßi 
szBMJN+ÄMN. 

**      "sn  gesuchten  Punkt  zu  bestimmen,  ist  noch  die  Glei- 
€urve  selbst»  oftmlich : 


[ 
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mit  der  Gleichuog  2)  zu  verbinden. 

Beachtend  jedoch,  dass   die  Lehre  vom  Maximom  Minimi^^ 

auch  erfordert,    -tt  =  od  in  Untersuchung  zu  ziehen,  so  ist  ao^^ 
zu  verbinden: 

(a — ar)«  +  (6  —3/)«  =  0  mit  4) , 

(a'  —  ar)«+(6'-y)«  =  0  mit  4), 

so  wie  diese  beiden  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  mit  4).  Dip 
jedoch  in  den  beiden  ersten  Fällen  A  mit  M  oder  B  mit  M  an«^ 
sammenßlllt,  so  zieht  sich  die  Summe  u  auf  die  Verbindungslinie 
der  gegebenen  Punicte  zurück  und  kann,  wenn  man  will»  als  alh 
soiutes  Minimum  betrachtet  werden.  Der  dritte  Fall  kOnnte  nur 
dann  stattfinden,  wenn  alle  drei  Punkte  A^  B  und  M  mit  einander 
zusammenfielen  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Curve  selbst,  wel- 
chen Fall  unsere.  Frage  nach  einem  Maximum  Minimum  gar  nldit 
zulässt.  Wir  werden  daher  nur  allein  2)  mit  4)  in  Verbindung 
setzen.  —  Die  Entscheidung  aber,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Mi- 

nimum  vorherrscht,  gibt^das  Vorzeichen  der  Function    t-^-    Wir 
haben  aber,  wenn  wir 


V(a— ;r)*  +  (6-y)«=tt    und     V^(a'— a:)«+(6'— y)«  =  u' 

setzen : 

5) 


d^       1 


+  ^. t  «'»[1  +  (g)'- (ft'-y)  0]  -  i[(a'-^)  +  (*'-Sf)S'»  • 

Wollen  wir,  statt  der  rechtwinkligen.  Polar  -  Coordinaten  an- 
wenden, so  verwandelt  sich  unter  denselben  Voraussetzungen,  wie 
in  L,  und  wenn  wir 


V^(a — rcosa)*+  (6 — r8ina)*=  u 
und 


V(a'— rcosa)«  +(6'— rsin«)«  =  ti' 
setzen,  die  Gleichung  2)  in 


V 


.^\ 


r-'^^t. 


vom  Maximum  umd  Minimum,  1Ö5 

6) 
dS     S      «'[«^Köco«a  +  Asiofa-- r)  +  r(6co8a — asina)]  ) 
^^\  4ti[i2r(a'co8a  +  6'siDa— r)  -hK&'GOso  — a'sin«)}  S 

mit  der  noch  die  Gleichung  der  Curve 

7)  r  =  9(«) 

a  verbinden  ist 
Setien  wir  jetzt: 

dr{a  cos  a  +  ft  sin  a  —  r)  +  r(6  cos  o — asin  er)  ==  (7, 
<ir(a'  cos  «  +  ^'  sin  a—^T)-\-  r{b'  cos  a  —  a!  sin«)  =  t/'; 
»  Ut 

rfS  u'  17  +  ti  P' 


/ 


da  uu 

Wollen  wir  hieraus  das  zweite  Differential  von  5  entwickeln,  90 
haben  wir,  da  re' f/ +  ti  C7' =  0  gesetzt  worden  ist, 

d^S  _         üdW  +  u'dü+  ü'du  -f  udV 
da*  uu* 

Allein  es  ist: 

rftt'  := ::     und    cfti  = » 

ti*  u 

und  wenn  wir  diese  Werthe  substituiren ,  so  zeigt  sich,  dass  5) 
zo  ersetzen  ist  durch 

d*S_{u  +  u')  ülP'-uufiu'dD +udü') 
rf««""  «%'« 

so  dass,  wenn 

8)  (ti  + 1«')  P  t/'  -  uu'iu'dü  +  udüO 

positiv  Ist,  ein  Minimum,  und  negativ,  ein  Maximum  vorliegt. 

W&hlen    wir    zur    Anweiidung  dieser  Lehren  als   Curve  den 
Kteu^  so  haben  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen: 

a-o:  +  (6-y)^  a'-x  +  (*'-y)^ 
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Die  Gieichang  des  Kreises 

liefert  «ber 

dx  y  ' 


QDd  dieses  substitalrt,  gibt: 

NehmeD  wir  dud  für  einen  Augenblick  an,  die  AbscisseiiadM 
habe  die  Lage^  dass  sie  den  Pankl  D  (Taf.  IL  Fig.  4.)  des  Mni- 
mum  Minimam  in  der  Peripherie  gerade  treffe,  und  setseii  wir 
die  Ordinaten  des  Punktes  Ä  fUr  diese  Abscisse  gleich  a  lud  % 
wi  wie  diejenigen  des  Punktest  gleich  af  und  ß*\  so  wird»  hifai 
hier  y=?0  und  j?  =  r: 

Q>  —       P         -4.  P      — >0 

^  V(«-r)«+j8*^V(«'— r)«  +  P'« 

Quadriren  wir,  reduoiren  tnd  sieben  wir  wieder  die  Worsei  M 
so  ergibt  sich: 

Die  Gleichung  9)  wird  nur  dann  befriedigt,  wenn  wir  das  negttffv 
Zeichen  nehmen,  und  so  substituiren  wir  der  Bedingung  9)  A 
andere: 

,0)  -^  +  ^  =  0. 

Setzen  wir  den  Winkel  DCX=u),  so  haben  wir: 

or=  68into-f  acosto,       ß^=beo8w — asinto; 
a'  =  6'sinto-4-a'costo,    ß'  =  b'coHfo — a'sinip. 
Die  Bedingung  10)  liefert  nun  die  Gleichung: 
II)  2sintocosio(aa' — bb*) 

+  (sin  10*  —  cosio*)(aA'  +  ba')  +  r  cos  to(6  +  6')  — rsin  w(a  +  otOsaV» 
oder  auch: 
sin  2fo(aa'-M0*- cos  2ic<ai'-f6aO-|-rcoei0(6i-6O— rsin  «(1 


i» 


->' 
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>e  Gleidiiing  IH^ftt  b\A  vareiftbeheii»  weDO  wir  aaf  solche 
me  zu  einem  neueo  Coordinateosystem  übergehen^  da«s  die 
s  Abseissenachse  CJP  deo  Winkel  ACB  balbirt.  Unter  dieser 
iDgang  ist: 

folglich,  wenn  wir  X*CX^=it  setzen: 

^  ^        ba'  +  ab' 

xen  wir  die  neuen  Coordinaten  der  Pankte  A  und  B  gleiek 
A  und  ilS  B\  SA  ist: 

il=:68ine-f  acose>       l?:=6cosp^ — asinp; 

A'  =  6' sin  V  -f  a'cos  e ,     B*ssb'  cos  r — a'sin  e ; 

i  wenn  wir  die  von  CX'  an  gezählten  Winkel  =y  setzen,  wie 
die  frofn   CX  an  gezählten  =fe  gesetzt  haben»  so  erhilt  die 

e  zur  Bestimmung  von  y  dienende  Gleichung  dieselbe  Form 
11)»   nur  da8S  w  mit  y  und  a,  b,  a\  b\  mit  A^B^  A\  B' 

vrecbselt  erscheinen.  Namentlich  aber  ist  zu  bemerken,  dass 
zweite  Glied  ganz  wegftllt,  denn  es  ist: 

fff'+Äi4'=(cose«— slne«)(6a'+öÄ7-.2sinecosefoa'— M'), 


2sinecosv    _^^^       ba'  -f-  ab' 
,  cose* — sine*     ^     ~"  aa'-~'bb' ' 

iit 

AB'i^BA'^O, 

ans  obige  Behauptung  hervor  geht.    Somit  haben  wir: 

12) 
mycosy{AA''^SB')+f€Wf(B'i-  »)-^rslny(il+ilO  =  0, 

wenn  mit  sinyeosy  dividirt  wird : 

•2(^'-l»l^) + ^^^±^  - '-^^±^'>= 0 , 

^  ^^      smy  cesy 

lieh  eine  der  Grössen  A,  A\  B  oder  B'  durch  die  Relation 
+BA'szO  eliminiren  Hesse. 

Setze   ich   in  l'^  cosy=s-  und  siny=^»  so  ergibt  sich  die 
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welche  in  Verbindung  mit.  der  Gleichung  des  Kreises  hodtiM 
vier  M.  M.  Punkte  anzeigt. 

Ist  nun  vermittelst  ]2)  der  Winkel  y  bestimmt,  so  istWiiU 
XCD  oder  a=:v-|-y>  und  es  ist: 


u  =  Va«+6*+r«— 2(acos«+6sina). 

u'  =  Vä'*+6'M-r«-2(a'cos«+6'sina). 

Die  Entscheidung  aber,  ob  ein  Maximum  oder  MlDlmum  TOiwit 
tety  gibt  uns  die  Formel  8).  Bedenkend,  dass  fllr  den  Kräir 
constant,  also  dr  =  ePr  =:  0  ist^  haben  wir : 

ü=r(b  cos« — nsin  «),     17'  =  r(6'coso  —  a'sina); 

du  =  —  r(68ina  +  acos«),    dt7'= --r(6'sln«  +  o'coso). 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Grösse  8),  so  ergibt  sich,  da«^ 
wenn  die  Grosse 

r(tt  -f  vf)(b  cos  a — a  sin  a)(6'  cos  « —  a'sin  «) 
+  uu'[u'(ö  sin  o  -f  a  cos  a)  +  «(6'  sin  a  -f-  o'  cos  a)] 

positiv  ist,   wir  ein  Minimum,  im  Gegentheil  aber  ein 
haben. 


I 


t 


m. 

Aufi^alie.  Es  sind  in  der  Peripherie  eines  Kreisel 
n  Punkte  gegeben;  man  soll  auf  derselben  Peripherif 
einen  Punkt  von  solcher  Eigenschaft  bestimmen,  daii 
die  Summe  aller  der  von  ihm  aus  an  die  n  Punkte  ge- 
zogenen Geraden  ein  Maximum  oder  Minimum  sei. 

Auflösung.  Es  seien  die  gegebenen  Punkte  Ä,BtCtD^ 
(Taf.  II.  Fig.  5.)  so  wie  der  gesuchte  Punkt  A,  so  sind,  wenn  ich  fie 
Radien  CA,  LB,  LC,  LD....LX  ziehe,  die  Winkel  ALB,  ALC, 
ALD....  als  bekannt  zu  betrachten,  dagegen  Winkel  ALX  als  im* 
bekannt.  Setze  ich  nun  diese  Winkel  nach  einander  =:6,  c,  d..«. 
und  ALX=:x,  und  ziehe  die  Geraden  XA,  XB,  XC,  XD,,,,\  so 
ist,  wenn  man  den  Radius  des  Kreises  =r  setzt: 

T^=:2r®'"«^*  ^^  =2rsini(6--a:), 

1)         <ZC=2r8ln4(c— ar),    Jr/>  =  2rsini(rf— a?). 


r<4- 


pom  Maximum  und  UMmum.  Itt9 

Jglicfa  die  Samma  dieser  Geraden: 

2) 

S  =  2r[ein;ir  +  8'ml(fr— «)  + ein  i(«-«)  + «"in  J(rf-J;)  ••■■]■ 

leknen  wir  aber  ale  sweiten  Fall  den  Pnnkl  ^V  zwischen  B 
■d  C,  so  wird  XB  =  'iT%m\{x—b),  wahrend  die  Form  für  die 
SilMen  XA,  XC,  XD....  eich  von  obigen  Formen  nicht  uoter- 
iWdet    Dadorch  aber  wird: 

») 

S=s^Bml»  +  Bini(x-'b)  +  siniie~x)-i-8m>,(d~x)....]. 

üant  man  ferner  als  dritten  Fall  X  swischen  C  und  D,  so  er- 


=  ^»ialx  -i^  ninUx—b)  +  Bio'Ax—c)  f  * 


!(rf-:r)....J 


Imiw  folgt,  dosa  die  Function  5  jedesmal  wieder  eine  andere 
lU,  so  oR  wir  X  zwischen  zwei  anderen  gegebenen  Pnntcteu 
■Mbmen.  Wenn  wir  daher  das  M.  M.  fSr  S  in  2)  anbochen, 
1*  kann  sieh  diess  nnr  auf  den  Zwiscbenranm  AB  beziehen ,  und 
fMn  wir  dasselbe  thnn  für  J<  in  3),  eo  Icüauen  wir  nur  den  Zwi- 
Idenranm  BC  im  Ange  haben  u.  e.  vr.  Allerdinga  konnten  wir 
P  ta  S]  fflr  alle  Punkte  der  Peripherie  eine  tieltung  bmlegen, 
llria  dann  wfirde  im  zweiten  Fall  BX,  im  dritten  BX  und  CX.... 
>matlr  In  Recfannng  gebracht,  was  nicht  in  unserer  Absicht 
V. 

Ea  gibt  nun  2)  für  die  Bedingung  des  M.  M.: 

J  =  lfC0«lÄ  — COai(A  — *>— COSJ(C— «■)  — C08l(rf-a^)....J=:0. 

ta»  ich  die  rnnden  Klammern  auf.'so  kann  ich  dieser  Gleichung 
m  Form  geben : 


|»ix[l— cosifr— co»Jc-c 

08lrf....-tgl3r(8iDlft+sin;c+sinirf....)]=.0 

Lwerth   cos  Ja:  =  0, 

^^^■ttsaig,  weil  dadu 

irch  ~  wirklich  nicht   auf  Null  gebracht 

Bk 

12 

wL 

^^^^H 
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wird,  mit  Ausnahme  eines  eioEigen  Falles*     Der  «ndeie  Vibir 
aber  liefert  den  Werth: 

1  —  C08\b — cos^c  — cosjrf^.«. 

'  ^"    ""       sin  4^  4*  sin  ie  4- sinket.... 

Ihisselbe  gilt  fOr  die  Fälle  2)  und  3),  nur  dass  wir  hier  btbwi: 


6) 


7) 


,     1-f  C0S4&  —  cos^g — cos^rf.... 

^*  — siniA-l-sinsC-f  slni«'**** 

1 -f- cos  46  +  cos  4c — costd,... 

"  — siiii6— sinlc-f  siiil42.... 

u.    s.    w. 


Um  im  ersten  Fall  zu  untersuchen,  ob  ein  Maximum  oder  di 

Minimum  vorliegt,  so  haben  wir: 

« 

-j^  =  ir[— sin  ix  —  sie  i(6  —  j:)  — sin  4(c— jr)  —  sin  i<d— *)....] 

und  «da  5  mir  positiv  sein  kann,  so  haben  wir  ein  MaxtaMB* 
Auf  dasselbe  Resultat  werden  wir  im  zweiten  und  dritten  Fik 
geffihrt.    ist  also  X  der  wirklich  bestimmte  nud  zwischen  A  ^ 
B  liegende  einzige  Maximum -Punkt,  so  muss  5  abuehmea,  4   i 
man  den  Snmmenpunkt  von  X  aus  gegen  A  oder  gegen  B  Ih' 
rtckt.    Dasselbe  findet  statt  im  zweiten  Fall  beziehllch  derPmUe 
B  und  C  n.  s.  w.,  und  da  die  verschiedenen  Summen  (in  ta  , 
FftHen  1),  t^),  3)....)  in  einander  überffiessen,  sobald  sich  fc0  ' 
Summen -Punkte  dem  Punkte  B  oder  C...  nähern«  so  mtsf*   i 
wir  die  Summen  der  Punkte  A,  B ,  C,  D, ....  dis  Minimum  be* 
trachten.    Auf  solche  Weise  finden  sich  demnach  die  Minimoni* 
Punkte  leicht,  während  die  Maximums -Punkte  durch  die  ForMh 
4),  5),  6)....  bestimmt  werden.    Und  ist  w  bekannt,  so  ergebü 
sich  die  einzelnen  Geraden  aus  1),  ihre  Maximums -Summen  ans 
S),  3),  4)  U.S.W.    Die  Minimums -Summen  aber  sind: 

8) 
fär  den  Punk t  ^ :     S  =  2r(8in ib  +  sin ic+8inld... .) 

„     ,,         „     B:    S  =  2r[sini6-|-sini(c— 6)+8ini(il— 

• . 

n.    •.    w» 


ij 
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od  alle  Manroa  und  Mioiina  bekannt,  so  finden  sich  daran- 
:h  die  absoluten  Maxima  und  Minima. 

(trachten  wir  hier  nur  die  folgenden  drei  F^H'es 

a)  Es  sei  nur  ein  einziger  Punkt  A  gegeben* 

i  hier  weder  tod  einem  Winkel  6|  noch  c,  nocb  d....  die 
sein  kann,  so  liefert  uns  die  M.  M.  Bedingang  c«s|;r7=0, 
i  a:=7c  und  5  =  2r  =  dem  Durchmesser  des  Kreises  als 
am. 

ß)  Es  seien  zwei  Punkte  A  und  ß  gegeben. 

Br  haben  mr 

1  — '  cos  16 

I 

i  folgt: 

x^ib    oder    4;5=:iA  +  »,    • 

ausnabmsweifie  zwei  Blaximoais- Punkte  stattfinden.  In  der 
iber  kann  ich  —  wo  nur  zwei  IHiukte  A  und  B  gegeben 
-  als  zwischenliegende  Bogen  sowohl  AB  als  auch  BCDA 
iteo.  t 


«     * 


s  Blinimutti  ergibt  sich  aus  8): 

S;=2rsini6, 

# 

IS  nichts  anders  ist,  als  die  Sehne  zwischen  A  und  B» 

f)  Es  seien  dref  Punkte  A^  B  end  C  gegeben, 
er  iet  aus  5): 

,    _  1 — cos  i6— cos  je I  — 2cosl(6  +  c)  cosi(c-->6) 

**""     sin  16+ sin  ic     ""     2sin  J(6  +  c)cos  Ke--  i)     ' 

;h  sich  das  Maximum  S  bestimmt. 
IS  Minimum  aber  ist  fär  den  Punkt  A  aus  8): 

.S  =  ^sin  16-1- sin  (c), 

■ 

s  nichts  anders  ist,  als  die  Summe  der  an  A  anstoseenden 
leiten  des  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  bestimmten 
ks.  Das  absolute  Minimum  ist  demnach  die  Sunme  der 
leiAsten  Seiten  dieses  Dreiecke. 


• . 
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IV*). 

Aofjfalie»  Einen  Punkt  aufzafinden,  v^on  demtii 
die  Summe  der  drei  in  die  Spitzen  eines  Dreiecl^sgt* 
zogenen  Geraden  ein  Minimum  bildet. 

AufiSsng.  Es  sei  das  Dreieck  il^C  (Taf.ll.  Fig.6.)fai 
der  betreffende  Punkt  D»  so  'isetze  ich 

Setze  ich   noch  BC^a  und  AC=b,  so  wie  Z^ÄCBssClm 
ist  das  Dreieck  durch  diese  drei  Stücke  gegeben.    Nun  ist: 

BD  =  a,-r—  9    DC=:a. -. ,     AD  =  o. —  .,^    *■' 

sma  sup 


smo 


Es  ist  demnach  die  Summe,  die  ein  Minimum  werden  soll: 


1) 


^  sina:         sin(o-f^)         sin(C — a:) 

iS  =  a.-3 1-  a. : 1-0. ; — 3 « 

sma  sma  smp 


Da  wir  nun,  zum  Behuf  der  Aufsuchung  des  Minimum,  die  WUbl 
a  und  ß  bestimmen  wollen,  so  haben  wir  zu  setzen: 

Die  Betrachtung   der  Werthe  '^  =  ^  =  ^     ist    hier  amg^  ] 

schlössen^  da  dieselben  auf  0  =  0  oder  :=9r  und  /3  =  0  oder 
=  n  führen  würden,  wodurch  ein  unendlich  entfernter  Punkt!»- 
gezeigt  wird. 

Der  Winkel  a  bestimmt  sich   in  Function  von    o  und  ß  dft- 
durch»  dass  man  hat: 


£>C=:„.?!£<fL±£) 


und 


smo 


sinjS 


*)  Diese  Aufgabe  ist  freilich  echon  öfters  anfji^löat  wordeä 
wird    die  Auflösung    des    Herro   Verfasser«  Eigenthunlicbep 
weshalb  ich  dieselbe  mit  abdraekee  lasse. 


a 


n 
* 
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smia  +  x)       .8in(/J-f  C — a) 

Q .  HZO ; — 0  • 

81D  a  sin  p 

vir   die  Klammern  auf  und  dividiren  durch  cosj:,  so  er- 
i: 

4) 

_      6slD(C-f /?)  — asinff 
^         a  sin  ßcota-i-b  cos  (C-frß) 

ichung  2)  gibt  nun: 

« 

6) 

-  +a(cotacoö^-sm:r)-6(^ ^ J  J^| 

=  0, 
qsinjrcosa         sinj? 

*"       sina*  sino* 

Gleichung  2): 

6) 

a;  .    ,    ^  .     ^    ./sinCsin^-fcosCco&rXlc^] 

-  +a(cot acos^-sm4:)-&^ —^ )  J^ 

>  =0. 

6  cos  ß  (sin  Ccos  x — cos  Csln  j?) 

sin/3* 
n  wir  durch  cosar,  so  erhalten  wir  aus  5)  und  6): 

7) 

+  cosa)      ^      ,     ,  ftsinC      öcoaCldx     ,coaßa\nC 
sina  ^    ^     '    sin/5  ^       awß    J  dß  sin/J* 

cos  p  cos  C      -. 
+  6tga;  — 1—35 —  =0- 

;ibt  sich  aus  4): 

—  ^         •      <»g''"l^[^^'P(P4-<^ — asinjg] 
^-cosa:    g-inttH^gijijJcota  +  ÄcosTtl^' 


*■  ■■    ^ 


•     r  ■    '.         ■  * 
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Allein   da  cosa?*  =  .3,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  hierA 

Werth  in  4)  substitniren  und  den  so  erhaltenen  Werth  von  etii 

dx 
hinwiederom  in  den  Werth  von  -j-  > 

9) 

dx asinp[&6iD(C-H5)  — asinj?]     

du       6*  sin  a'  *f  o*  sin  /3*  -f  2a6  «o  b  sin  /3  cos  (  C  +  «^  4*  A 

Setzen    wir  ^DCA^y,   so   erhalten  wir  Jß,  wenn  wir  in  1) 

und  /}  so  wie  a  und  6  mit  einander  verwechselo;  und  da  jr^f = 

dx  dy 

also  ^^=="~^»  ®®  '•*• 

10) 

Ar 6  sin  a[6  sin  g  —  g  sin<C4-  a)] 

dß  '^  b^6ina^+ä'^nfi^  +  2aba\naB\nßeoa(C'l-a'l-ßi' 

Eliminiren   wir  nun    aus    7)    und   8)   die   iwischen    den  eckfj 

dx 

Klammern   beflndüchen   GrSssen   und   ersetzen  sodann  -s-  t 

und  tg or  durch  ihre  Werthe,  so  haben  wir: 

&sintt— a>in(C+a) sin  «cos  ff  sin  rfa  sin /fcotojffrcos(Cjh 

•  sin  ((!+  ß)  —  a  sin  /J  sin  j?(l  -f  cos  a).[öa\n(C+ß)  —amf 

sin  g  cos/?  cos  C 
sin/?(l  -f-cosg)  * 

welche  Gleichung  nach  allen  Reduktionen  gibt.: 

11) 

(1  -f  cosg-hcos/?).[sing(6 — acosQ  —  gcosgsinC^saO» 

die  sich  zuerst  durch  die  merkwürdige  von  a,  b  und  C  onaMi 
-gige  Gleichung 

1  -|-co8a-f-cos  j3  =  0, 

befriedigen  lässt.  8etzen  wir  den  dritten,  um  den  Punkt  D 
findlichen  Winkel  BDA^y,  so  ist  klar,  dass,  wenn  wk  1 
Winkel  A  ausgehen  würden,  wie  wir  oben  vom  Winkel  C  aa 
gangen  sind,  alsdann  eine  Gleichung  erscheinen  mflagt^,  Ae 
11)  ähnlich  wäre,  und  den  Faktor  1 -|- cos j? -f- cos y 
dass  wir  wieder  setzen  kOnnen : 

1 -f  cos/} -l^cosy  =  0, 


■I ,        ^  . 
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Qod  e^n  80  vom  Winkel  B  amigeheDd : 

1 -f  cos  o -f-cos  f  =  0. 
Addiren  wir  die  drei  letzten  Gleichungen,  so  haben  wir: 

2(cos  a -f  cos  ^  4  cos  y) -f  3  =  0 

oder 

coso  -f  cos  ß  4*  cosy  -f- }  =  0. 

Zielieu  wir  nun  nach  einander  jede  der  drei  vorangegangenen 
Gieidiyngeii  von  dieser  ab,  so  haben  whr  endlich: 

l!9  coso  =  cos/}=:cosy;^  —  |, 

w  dass  jeder  der  drei  Winkel  a,  ß  und  y  gleich  120^  ist.  Allein 
s  fragt  sich,  ob  diese  Werthe  auch  den  beiden  Gleichungen  7) 
md  8)  genügen.  Setzt  man  aber  in  denselben,  unter  Benutzung 
ler  Werthe  in  4)  und  9)  cosa  =  cosj?s= — 4  und  siBctsssin^ 
=iV3,  so  werden  sie  identisch.  —  Die  Entscheidung,  ob  ein 
llanmuni  oder  eio  Minimum  vorliegt,  hingt  ab  von  den  Vorzei- 
heo  der  Function  .* 

Ir  die  Werthe  costf=cos/}  =  -*l. 

Zu  diesem  Behufe  steilen  wir  zuerst  S  als  ezplicite  Function 
DD  a  und  j3  dar.  Ldsen  wir  in  1)  die  Klammem  auf  und  divi- 
ircn  durch  cosdr,  so  findet  sich: 

S        asin/?-f  AsinC  ,  /asin/?cosa-f-asinj3-*ftslnocosC 

^ = — 1\^ — + • ^-^ '«'• 


/asin/?cosg-|-asinp— oslnccos  C\ 
V  sin  «sin /3  /^' 


Irsetzen  wir  tg^  durch  seinen  Werth  io  4),  so  kommt  nach  eini- 
en  Reduktionen: 


S oft[ain  (C+gwf  jgH-sin  (C  +  <3)+  sin  (C^«)]  --<l»sin  |^-A%na« 

mx  asin/?coso-t-Asinacos(C-f  i^ 


10  ist  aber 


oosjrc=db 


*M^— w*> 


=± 


Vl  +  tgor* 

a sin /}  cos  IX  4*  6  tsin  <x  cos  ( C-f  1^ 


Va*sio/3>-|-6*siD«H2aAsinosinl3cos(C4-a-M^' 

**-*  wir  endlich: 

-■     '.  • 

.  :  r    ,     *     ■ ' 

•   J 

-■      ■■  V  » 
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13) 

a6[8in  (C-f  c +1?)  -f  Bin  (C+/g)-f8iD  (C+a)]— q'siD  /3-y8i 
""  Vö^in/^-f  6ViDo«-f2a6  siotf  810/3  G08(C+«-f  jS) 

wo  da8  (-f-  oder  — )  Zeichen  so  zu  nehmen  ist,  dass  S  positiv  v 

Setzen  wir  io  der  zweiten  Seite  anserer  Gleichung 

V3 
8ino  =  8in/3  = --n~     und     co8a=co8/3  =  —  «, 

so  wird  8ie  an  sich  negativ,  so  dass  wir  das  negative  Zel 
nehmen  müssen.  Setzen  wir  ferner  den  Nenner  in  13)  g 
VN  und  den  Zähler  =Z»  so  haben  wir: 

dS  _       1       dZ         dN 

Es  ist  aber: 
Z  =  a6[sin(C+a  +  ft  +  sin(C+/3)+sin(C+c)]— a*sin/J— A« 

T—  =a6[cos(C-f-^-f/3)4'Cos(C-f  <x)]— 'A^coso, 
-T-  ^26*  sin  aco8  «  +  2a6  sin  jJcos  (C+  2«  +  /3). 

Entwickeln   wir  nnn   die  Function  — (-^77 «^"T")*   ®**  ' 

wir  nach  allen  Reduktionen: 

14) 


da  da'  da 


=  — a»6  sin /3«[2  cos  i/5  cos  ( C  +  a  +  J/3)  +  cos  ( C  +  2«  + /?)] 
•f  a6>sin  a[2  cos  i/3sin  (C  +  ^/3)  4- sin /}  cos  (C-f  1?)  +  cos  «sin  (C 

iCosa(sino'sinj?)-|-4cosi/?sinacos(C-|-a-|-j3)cos(C-|-a4 
— a*6*sin/3  ] 

(  — cos(C+2a  +  /?).[2coslj3sin(C+a+l/J)  +  8in(C• 
Da  nnn  die  zwischen  den  transordinirten  klammern  steh« 
Grossen  für  die  vorausgesetzten  Werthe  von  a  und  ß  gleid 

werden,  so  dürfen  wir,  um  -t-,  >    --vx^  und     ,    ,^   zu  eß 

9 
t 
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8or  eben  jene  Grössen   differentitren ,    and  so  ergibt    sich  nach 
den  oStbigen  Redaktionen : 

15) 

üf*0  =  2a»Asin/5«[cos4/Jsib(C  +  «  +  i/J)+siD(C  +  2«+/5)] 

-a6»8ina«sio(C+/J) 

+  2  sin  (C+2a+/J)[2  cos  i/?sin  (C+a+4/3)+sin(C+/J)]> . 
—ieoaißBinacos(C-i-a+ß)8lu(C-i-a+iß)  ) 

if*^  erhält  man,  wenn   man  in  15)  a  in  6  and  6  in  a;  a  lu  ß 
QBd  ^  10  a  verwandelt.    Endlich  erhält  man : 

16) 

m 

if  ^^^  =  2a«6sin|P8iD(C4-/3-f  i«)cosi(< 

t 

+  a6»8iDa[2cosi/5cos(C+  -^  +cos«cos(C+/J)] 

cosocos  j3 -f- ^sinacosi^sin  (C-f  a-f /3)cos(C-|-tt4-l/^)' 

\^26inacoa(C+a+ß)B\niC+a+ß) 
+  aVsiD/J  < 

)—  sin  (C+  2a  4-  /?)[2  cos  i/?  sin  (C  -f  a +i/3)-f  sin  (C-|-/3)]| 

+  2coslo  cos  (C-f  2a -f /})  cos  (C-I-/3 -f  lo) 

^tzen    wir  jetzt    a=z  ßz=z  120^,    so    erhalten    wir,    wenn    wir 
siD  C— v3cos  C^M  setzen : 

^*S?  "=  *«•*«««  ^+  3fl*'^  +  V3a«6»(3  +  2sin  C.  Ä)  • 
8W*^=öfl6»siD  C+ 3a»6ilf  +  V3a^*(3+2sinC.ilf), 

8W*-^~=:3a»6ilf +3fl6»ilf +2v3a»i»[3-  sinC(Jlf+2V3co8  C)]. 

^Oie  Entscbeidong  des  Vorzeicbens  des  zweiten  DifEerentials  von 
'^.lilngt  aber  ab  von  der  Eatwickeluog  der  Grösse: 

^  ^     /  <P^  V 
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und  da  die  GrSsse  ^st\   hiebei   massig  ist«  sobaben  wir« 

ihrer  Vemachlissigung : 

t 

=  3a»6*|  126in  C«  +  3^ + (3  +  2  «In  C.  M)* 

— 4[3— Bio  C(ilf -|-3v3eM  C)]*  -<■ 

f9a«6«(2sinC.ilf— AP) 

•f  3  V3a>6'>  1 28iD  C(3  -f  'isio  C.M)\  Mi^  -|-  2sio  C.  üf) 

— 4«[3 — sin  C(iV  -I-  2  V3 .  cm 

+  9o^«(2«lnC.ilf— AI») 

-f  3v3a<6*t2sio  C(3-f2-8in  C.  IT)  -f  iV(3  -f  2sin  C  JT) 

--  4  jy[3— sin  C(ilf  +  2^3 .  cm 

Ersetzen  wir   M  darcb   dessao   Werlh«  «od  entwickeln ,  m 
ben  wir: 

d€^' d^     \dadßj 
=  6a**«(sin  C+V3cos  OPsinCijS— 2sin  C*)-*2v3co»CI(3+sii 
+  9a*6«(8in  C+  V3cos  C)(8in  C—  V9  cos  C) 
+  3v3a»6»[8sin  C»  +  (sin  C—  v3co8  CXSsin  C«— 9)] 
+  9a«6«(8in  C+  v3co8  C)(8in  C  -  V3  cos  C) 
+3v3o»6»[8»in  C»+(sinC— V3cos  C)(88in  C»— 9)]. 

Hat  nun    diese  Function  das   positive  Zeicben ,   so  liegt  ^ 
M.   vor,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  nicbt     Und  awa 

es  ein  Minimum»  wenn  -j—^  und  -jm  ^^^  positive   2Mchea 

gen,  ein  Maximum  aber,  wenn  das  negative  vorliegt    Da« 
zeicben  fraglicber  Function  aber  bangt  von  der  Gruase  dea<^ 
kels   C  ab.     Zur    Vereinfacbung    unserer   Untersochuf  ji 
erlaubt,   C  als  den  grossteen  Winkel   des  Dreiecks  asmitj 

Unter  dieser  Bedingung  variirt  er  zwiscben  den  €Ml«a60  ?'fj 

C=  ^  liefert  ein  positivea  und  C^n  ein  negativa«  ISjM 
woraus  bervorgebt,  dasa  die  FunctioD  darcb 
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Tbat:  seteen  wir  Czs.-^,  so  wird  dieser  UmstaDd  herbeigeffilirt. 

Alle  Werthe  nan  von  C,  die  zwischen  C=  ^  and  C=s-q   liegen» 

2» 
geben  uns  elo  positives  Vorsetchen«  die  zwischen  n  und  -k-  lie- 

geodeo  aber  ein  negatives»  so  dass  jene  Werthe  von  C  ein  wirlc-  ' 
Kches  M.  M.  anFweisen»  diese  aber  nicht.    Da  nan  ffir  «r=^s=-Ä- : 

^  =  äa»6sin  C+  Ja6»(co8  C+  V^sin  C) 

+  X  ***^* + *"*  ^^^^^^  C— \/3cos  C) , 

worin  fir  die  zwischen  g  und  -sr  liegenden  Werthe  von  C  der 

coaC  weder   in   positivem   noch  negativem  Sinne  grösser  als  \  , 
verdeD  tcann,  —  unbedingt  positiv  ist»   fllr  ,die  voraus^setzten 

Wertbe  von  C»  so  zeigen  demnach  die  Werthe  a=/3  =  7    ein 

Minimum  an»  sobald  im  Dreieck  keiA  Winkel  vorhanden  ist»  dar 

gitoer  wäre  als  -q-.    Sobald  aber  die  letztere  Bedingung  nicht 

cvffillt  Ist»  so  ist  die  H.  M.  Bedingung  a  =  /?  =  Jtt  unzulässig. 
Bringen  wir  nun  den  andern  Faktor  der  Gleichung  11)  auf  Null» 
^  haben  wir : 

sino(6  —  acosC)  —  acosa.8inC  =  0» 

woraus 

tga=±T 7i=:tg^»  so  dass  o  =  ^. 

I^iess  erfordert»  dass  D  in  der  Peripherie  des  um  das  Dreieck 
^^C  beschriebenen  Krei«|BS  liegt  und  es  gehört  nun  die  weitere 
^^olgung  unserer  Aufgabe  III.  an.  Daraus  geht  hervor»  dass  auch 
**  dem  Fall  ein  Minimum  existirt,  wo  einer  der  Winkel  grösser  ist 
^  1»;  und  zwar  ruht  dieser  Miaimums  •  Punkt  im  Scheltet  des 
*l>nipfe0  Winkels  und  ist  dasselbe  gleich  der  Summe  der  den 
impfen  Winkel  einschliessenden  Seiten. 

~Dm  nun  endlich  in  unserem  ^ersten  Fall  sowohl  die  einzelnen 
als  nach  ihre  Summe  S  zu  bestimmen»  so  ergibt  eich 

'  2n 

^^   wenn  wit  a  =  ^=5-g-  setz^: 


■k'.. 


'>4_ 
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_  aV3  -f  6(siD  C- 1/3  cos  Q 
*^""     a+6(co8C  +  V3«iiiC)    ' 

und  dann  hieraus: 

tg  X  a  V3  +  6(8in  C-  VScos  C) 

81D  a:  =      r-  -rrrr:  = f 

V^l  +  tgo:*      2V  a«+ 6«  +  a6(V3siii  C— cos  C) 
1  a  +  6(cosC+V3sioC) 

cos  X  *""    ■  —   —  ■         I 

V"l  +  tgar*      2  V^a*  +  6»  +  a6(v3sin  C— cos  C) 

wodurch  wir  erhalteo: 

„-.  sina:        a  av^  +  6(8inC— VScosC) 

mSmJ  =  a .  — ; —  =  — Tö  • 


DC  =  a. 


sino      V3  ■  Vo*  +  *•  +  a6(V3sio  C— cos  C) ' 

sin(a+ar)  __  oA^   sinC+V3cosC 

«DO      ■"  V3  •  V'ä«T5^  +  a6(V3siii  C— cos  o' 

AD^-  6  ^''"^^^^)  —  A        ft V3  -f  a(sin  C—  V3  cos  C) 
""    •      sin/}       ""  V3  •  V  a»  +  6«  +  a6( V3«in  C-  cobQ 

Addiren  wir  diese  drei  Geraden,  oder  beoatzeo  wir  die  GleiciM| 
13),  so  erbalten  wir  in  beiden  Filien: 

S  =  V  a«+A»+a6(V3sin  C— cos  C)  =  ^  ««+6*-2a6cos(C+^ 

Denken  wir  uns  aber  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  gegebeti* 
ergeben  sich  die  einzelnen  Geraden,  wie  auch  ihre  SuBune  dr 
fach  auf  folgende  Weise: 

Sei 

AD  =  u,    BD=zv,    CD  =  w\ 

so  haben  wir  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

In 
p*  +  fo*  —  2fwcos -s- =  ö* 

oder 

17)  ü*  +  fc*  +  üir  =  a*, 
und  ebenso 

18)  M*  +  tr*  +  i«tr  =  6«, 

19)  ll^-f  t)*  +  MP  =  C*. 

Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  liefert: 
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W)        ii*  +  ü*+fo«  +  l(uv  +  ttw  +  w)  =  i(a*+Ä'+  c^. 
liD  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

JD£  =  iia)8inY    oder    ^ADB=:-^-- 

xMeherweise  bt: 

^^ßC:=^^    und    4äDC=^^. 

Ke  Summe  aber  gibt  den  FMcheninhalt  t  des   ganzen  Dreiecks 
ABCy  d«  h. 

Tniro  +  iiio  +  üie)=  t,    woraus  folgt:    ,(«© +  tttr  +  wc)  =  2^3.1« 

AMre  ich  diese   lu  20),  so  kommt,  wenn  Ich  die  Wurzel  aus- 
Me: 

•      * 

• 

n)  S  =  ti+ü+w=  V"l(a*  +  6«+c*)  +  2V3r5. 

Beile  leb  17)  von  18)  ab,  so  habe  ich : 

««— a* 

HUkM  gibt: 

Ma  +  ü«— 2ii©  =  ( — g— 1   ; 
ad  diess  von  19)  abgezogen : 


UV 


=i[''-(^7)- 


*•  — O* 

Hrd  diese   Gleichung   auf's   Neue   mit   n— e  =  — g —  verbun« 
m,  90  entwickelt  sich : 

22)       ^=-2Ä-+Vit^n"2s-;i' 

wie  durch  Buchstabenverwechselung: 


t 


■^9 


^' 


-A     *. 
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25) 


26)  w 


Die  Wurzeiseicben  ergaben  sich  dorch  folgeode  Betracbt8Dg> 
Gesetzt  es  sei  a  die  griSsste  Seite  des  Dreiecks^  b  die  mitdiit 
uod  c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  in  22),  da  wir  nar  posi- 
tive Werthe  (üt  u,  v  und  to  annebmen  dürfen,  nur  positiv  seSn« 
Die  Wurzeln  in  22)  und  25)  sind  an  sich  gleich:  allein  sie  ml» 
sen  auch  noch  gleiche  Vorzeichen,  d.  h.  das  positive  haben,  wtf 

man  sonst  nicht  hätte  «— c  =  — s — ,  wie  en  «ein  mos»«    Di* 

selbe  k^no  auch  in  Beziehung  auf  die  flbrigen  Wurzeln  gefolgert 
werden  aus  der  Verbindung  von  23)  mit  26)  und  24)  mit  27). 


V. 

.%iififa1ie.  Es  bewegen  sich  auf  zwei  Cnrven  des 
Raumes  zwei  Atome  nach  bestimmten  Gesetsen;  es 
soll  Zeit  und  Ort  fflr  das  Maximum  Minimum  des  Ab* 
Standes  der  Atome  aufgesucht  werden. 

Auflosung.    Seien 

1)  2f  =  9>(*)» 

2)  1  =  1/1(0?) 
die  Gleichungen  der  einen  Curve,  und 

3)  y'  =  y(^), 

4)  I'  =  *'(o/) 

die  Gleichungen  der  andern. 

Da  die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Atome  in  ihren  Curreo 
bewegen,  bekannt  sind,  so  muss  sowohl  üp  als  auch  x*  in  Fme- 
tion  der  Zeit  t  gegeben  sein.    Sei  V.'faji 

6)  :r-M  rü 

und 


m 

demnach  auch  y»  z,  y'  9  z'  io  Fuoctioneo  vod  i  bekaantl 

Abstand  beider    Atome    ist  aber    in  einem    bestimmten 
clc: 


6=  V"(7^y)«+ (z'-z)«  +  (a:'-a:)» 
lufe  der  Aufsuchung  cles  M.  M.   mflssen  wir  nun  haben: 

7) 

=  0  oder  =00. 

:tere  Fall,  in  welchem  ^  =  x,  wflrde  erFordern  6:=0 
ein: 

y'^yy    2'=2>    ar'=<a?, 

ai^eeeigt  wird,  dass  die  beiden  Cmren  sich  in  einem 
schneiden.  Indem  man  aber  die  drei  letztern  Gleichungen 
ind  mit  1),  2),  3)  und  4)  verbindet»  erhalten  nicht  allein 
dioaten  des  Durchscfanittspvnktes  ihre  Bestimmung,  son- 
lässt  auch  die  Elimination  der  sechs  Werthe  x^  y,  z, 
'  aus  den  sieben  Gleichungen  1),  2),  S),  4)  und  8)  eine 
g  hervorgehen >  welche  die  Bedingung  ausdrückt,  unter 
beide  Curven  schneiden.  Noch  mehr:  wenn  x:=zx*  ihre 
ung  Xi  erfahren  haben,  eo  gebt  durch  Elimination  von  Xi 
beiden  Gleichungen  5)  und  6)  oder  aus  der  Gleichung 

ingung  hervor,  unter  welcher  die  beiden  Atome  sich  so 
Zeit  im  Durc|ischn1ttspunkt  der  Curven  einfinden  kennen, 
liesem  seltenen  Ausnahmsfalle,  der  zwei  Bedingungen 
f  qnd  der  6  =  0  gibt,  ist  ein  M.  M.,  und  zwar  ein  abso- 
Dimum  vofhaodeo*  Wir  werden  diesen  Fall  aicbt  wdtsf 
m.    Die  andere  Gleichupg  aber: 

Mn  eder  mehrere  Werthe  ftir  t  und  firigBch  auch  fiir  x. 
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a^  und  alle  Gbrigeo  Goordioaten ,  so  dass  hiedarch  Zeit  imd  Ort 
und  das  M.  M.  selbst  bestimmt  sind.  —  Setzen  «vir  non  die  liake 
Seite  der  Gleichang  9)  =  F{f)^  so  entscheidet  das  Vorzeicben  der 
Function 

dm 

dt   ' 

« 

nacbdem  sie  die  fiir  i  gefundenen  Werthe  in  sieb  aafgenonuDeB 
bat,  ob  ein  Maximum  oder  ob  ein  Minimum  vorliegt. 

Wäblen  wir  als  Beispiel  zwei  Gerade,  deren  Gleichuogen  sind: 

y  =  ajr-f6,    x  =  ca:-\-p    und    y'  =  0,    z'  =  0; 

wSbrend  dem  Atom  der  ersten  eine  gleicbförmige  Bewegonf 
x^=mt-\-n  eingeprägt  ist,  und  der  Atom  der  zweiten  in  selDcr 
Bewegung  x'zzzgi^  das  Gesetz  des  freien  Falles  darstellt. 

Hier  ist  nun: 

y  =  amt  -\r  an-\rb    und    i  =  cmt  +  cn  +  p. 

Die  Gleichung  9)  gibt: 

{amt-{-an+b)am'\-  {cmt  ■{■  cn  +  p)cm  +  (gfi-^mt^nX^gt-^m^st 

oder 

i 

Haben  wir  aus  dieser  Gleichung  die  drei  Werthe  ig,  t^  uod^ 
bestimmt  und  subs'tituiren  dieselben  in  die  Grosse 

so  wird  deren  Positivität  oder  Negativität  die  Frage  eotscbeideo, 
ob  ein  Minimum  oder  Maximum  stattfindet.  Die  Substitution  der 
Werthe  tg,  t^  ^^^  h  >"  ^^^  Gleichungen 

a;'=flrf*,    x=:mt  +  n,    y=iamt-\- an  +  h,     z^^emt+cn-i-p 

wird  die  jedesmaligen  Oerter  angeben,  fiir  welche  das  hetrelende 
M.  M.  existirt,  und  endlich  wird  die  Gleichung 

6  =  V  (amt+  a«+ 6)«  +  (cmt+cn  +  p)*+ (p<*  -  mt^n)'^         o 
das  jedesmalige  M.  M.  selbst  finden  lehren.  >^"di 

Zu  noch   grosserer  Specialität  nehmen  wir  an«.  4| 


^ 
%• 
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eraden  «eien  parallel.    Alsdann  haben  wir  er  =  r  =  0  zu  setzen 
id  ansere  Gleichung  9)  |$eht  dadurch  über  in : 

m 

siehe  Gleichung  befriedigt  wird  durch  die  Werthe: 

_  m  m  +  Vtn^  +  ing  m—  ^m^+4ng 

kt  yTtn^-t-ing  reell,  so  ist  ^3  negativ  und  die  Zeit  ^  liegt  in 
ir  Mitte  zwischen  t^  und  t^.  In  der  That,  substituiren  wir  diese 
Berthe  in  die  Grosse 


3m<     wi*-2vw 


I  wird  sie 


fCr 

<i 

gleich 

— 

m*  +  4^» 
4g*      ' 

»» 

h 

>» 

+ 

m*  +  4gn 
Ag^       ' 

•« 

'3 

1* 

+ 

Mgiebt  daher  die  mittlere  Zeit  ein  Maximum,  während  die  bei- 
kl  übrigen  Minima  geben,  wie  es  sein  muss. 

Ist  aber  y/  m*-\-Ang  imaginär«  so  wird  es  auch  i^  und  t^.    Die 

m 
eit  l|  =  ^-  dagegen  weist  nicht  mehr  ein  Maximum,  sondern  ein 

linimum«  und  zwar  das  einzig  existirende,  auf. 
Die  M.M.  Entfernungen  werden  respective: 


m  deneo  die  beiden    letzten   wegfallen,  wofern  m^'{-Ang  nega- 
r  iflt 

Setsen  wir  jetzt  den  Fall  9  dass  die  beiden  Geraden  eine 
khe  gegenseitige  Stellung  habeh,  dass  die  eine,  parallel  mit 
A  selbst  fortgerfickt,  bis  sie  die  andere  schneidet,  senkrecht  auf 
Ijitebt,  so  können  wir  annehmen,  dass,  während  immerhin  die 

EIJBit  der  Achse  der  x  zusammenfallt,  die  andere  mit  der  Achse 
y  ppf^lkl  ist  Somit  kann  man  folgende  Gleichungen  aufstellen: 

«=:ifi|-|-ti:  und     j:' =  7^. 

<  t'  =  0 


Ki 
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Mittelst  dieser  Wertbe  geht  die  Gleiebang  9)  Ober  Im; 

die  sieb  durch  die  cardanische  Formel  aan^sen  liest  bl  ii 
Otiiase  27ghnhi^+2im^-''2gp)^  positiv,  so  bietet  sieb  du  Eh 
Werth  Rir  t  dar,  im  Gegentbeil  aber  drei. 


Beiträge  zur   Theorie  derjenigen  Functionen,  wddN 

die  Verallgemeinerung  der  hyperbolischen  und  cyä- 

sehen  Cosinus  und  Sinus  darstellen. 

Von 

Herni  C  Hellwig^ 

Oberlehrer  an  der  ReaUchnle  xa  Erfnrf. 


■ 

Ich  habe  im  XXI.  Bande  dieses  Archivs  S.  43.  die  SomaeD  i^' 
jenigeo  Keiben  bestimmt,  welche  aus  der  binomischen^  logarithai* 
sehen  und  Exponential-Reibe  durch  Ueberspringung  einer  beUeUg^ 
Anzahl  von  Gliedern  sich  bilden  lassen.  Von  diesen  PancSoM 
bieten  vorzugsweise  die  der  Expooeotial-Reibe  entsprossenes  dl 
besonderes  Interesse  dar,  und  es  sind  durch  Behandlung  rfairi^ 
ner  Fälle  seitdem  schfitzenswertfae  Beiträge  zur  Theeiie  dies» 
Functionen  im  Archiv  geliefert  worden  von  8inon  and  KnarlB 
XXVIL  und  von  Beyssell  im  XXXI. Bande,  ieli^vfll 
die  allgemeinen  Bestimmungen,  welche  für  diese  Fimcfli 
ihrer  allgemeinsten  Gestalt  gelten,  hier  zusammeDtastsÜMl. 

Mach  der  Gleichung  (66)  meines  Anfsatses  im  J*^ 
lassen  sich  folgende  Relationen  bilden:  ^ 
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f(9)  =/o(y)+/i(y)  +  /;(sf)  +  - ..+/l(y). 
^(fiy)=/o(y)  +  «i./i(y)  +  'iVt(y)+ .•.+»i"/«(y)» 

F(£,^)  =;^(y)+««•A(y) +  ««*•/»(?/)  +  ••'+ f«»7«(y). 

in  bedeuten  fSr  unseren  Fall  F(dr),  F{Eix)t  F{B^x).,..F{znx) 
Potenzen  e*,  «'**,  e'«*,....cV,  ferijer  ^(ar),^(a^),/^{;l:)....^(a:) 
▼oo  uns  mit  JK^,  ^i ,  As....Xi  bezeichneten  Functionen, 
;he  dl«  Summen  der  aus  der  Reihe  für  e'  durch  Uebersprin- 
I  Ton  jedesmal  n  Gliedern  entstehenden  Reihen  bilden,  end- 
1  p  €|j  c^, . . .  •  fn  die'(n-f])  Wurzeln  der  Gleichung  x^-^^-^\  =  0. 
kOnn^n  demnach  die  vorstehenden  Beziehungen  auch  in  Tol- 
ler Form  ausdrGcken: 

(1) 

e*   =Jfo  +  -Xi +A^ +  •...  + A«, 
e*«*=J!Q,+Ci.  Jfi  +  «i*.  jr,  +  ....  +  €,«.A«, 
e'«*= A«+ «1-  -*i  +  «a*.  A'a  +  . . ..  +  %",  A«, 


eV=-Xi,  +  €«.  Jfi  +€,*.A,  +  ....  +ei,».  A;,; 

ey  =Fo+Fi+  F.  +  ....  +  F«, 

etdr=  Fo  +  «i .  F,  +  €i«.  Fj  +  ....  +  ti» .  F,, 

e'Of;^  Fo  +  ««.  F,  +€,«.  F»  +  ....  +«,«.  Ff, 

•  •■•«••<••■••«•••»• 
e'.ys  Fo  +  £«.  F,  +  f.«.  Fa  + . ...  +  £„«.  F«, 

Di«   Produkte   von   je   zwei    nebeneinanderstehenden    dieser 
ebnnS^n  fDbren  zu  (n-|-l)  Relationen,   welche  wir  schreiben 

mo,  wie  folgt: 

(2) 

=  j;,Fo+(AoFi+AiFo)  +  (AoF»+AiF, +A»Fo)+.... 

. . .  •  +  (Än-l  Fn  +  An  Fn-l)  +  An  Yn, 

.. .. + ^«"-1 .  (j[«_i  F,+ jr«  F«_i)+ «,«".  jr„  Kj, 

^-♦•,.(2;>F,+*,  F„)+*,«.(J[;,F,+;¥i  F,+A,Fo)+.... 
häH^ .  (1.-1  F.+ÄiF_i) + £,•• .  Jf,  F,. 

13* 
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Bea<^htet  man   nun  die    Bezeichnung    in  Gleichung  (63)  < 
angefOhrten  Aufsatzea.  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Sqiibw 
in  vorstehenden  Gleichungen  auf  der  11  nlcen  Seite  stehenden  A 
drOcke  {n-\-\) .{X-\-Y)q  hedeutet;  die  Summen  der  auf  der  red 
Seite  untereinanderstehenden  verschwinden  jede  Hlr  sich  Mi 

die  Summe  der  ^o^'o  und  die  den  A*!  FnH- ^«I^ii-i -!-••• -H-^i 
weil  letztere  mit  £1"+*  =  €£"+*....  =  £«»-H^l  multiplicirt  « 
Hierdurch  wird  ersichtlich,  dass  man  hat: 

(A+  F)o=;iroro+(jriF„  +  -Y»F„-,  +  A3»'«-»  +  -.+AFi 

Um  {X^Y)i  zu  bekommen,  muss  man  die  zweite  derfi 
chungen  (*2)  mit  — »  die  dritte  mit  —  u.s.w. ,  die  letzte  mit  —  ■ 

tipliciren  und  dann   addiren;  dann  verschwinden  rechts  die  81 
men    aller    zusammengehörigen     Ausdrucke     his     aaf    die 
A;>Fi+AiFo  und  die  der  Ä^ F,  +  ^¥3 F«-i +  ....+ Ä« F..  ind 

wird  folglich: 

(4) 
( A+ F),  =  (Ao  F,  +  Ä,  Fo)  +  (Äa  F,  +  Jlf,  r«_i +  ....  + 1.  fj. 

Multiplicirt  man  jetzt  die  zweite  cler  Gleichungen  mit  -zi  i 

I  .1  *' 

dritte  mit   — ^  u.  s.  w.,  die  letzte  mit  —^    und   addirt    daDD,  1 

flhrt  in  der  angedeuteten   Weise   fort,  jene  Gleichungen  al 
handeln,  so  findet  man  ferner: 

(3) 
(A+F),=(JfoF,  +  A,  F,  +A,F„)  +  a,F.  +  .Y«F,-i  +  ....+j;i 

(T+ F),=(AoF,  +  J,  F,  +  .Y,F,  +  T,F„)  +  (JCF.+ ... .+JtI 

(-¥+F),=(AoI«  +  A'|F.-i  +  AVF.-t+ +Ä| 


Denkt  man  an  die  Reihen,   welche    Iq,    F|,   F^f.«, 
steilen  (vergL  XXi.V.  (25))  9  so  ergiebt  sich   leicht, 
(R-l-l)  eine  gerade.  Zahl  ist,  folgeftdc  Beiieko^gm  Ä 


IttaUtUHüur.  der  ktfperbot.  u.  cpciitch.  Cot.  u.  Sin.  dariteUen.  189 
ff) {  F,(-y)=+  Fa. 


F,(-y)  =-  F«. 

Setzt  man  daher  io  Gleichung  (3),  (4),  (5)  y:=z-^y,  so  ge- 
lugt man  aa  den  folgenden : 

(7) 

(i—  F)o=:      Xq  Yq — Xx  Fn+  X^  Yn-l — -^8  l' n-*2  +-.. . — Xn  F| ,    a^ 
(I— F)i  =  — Xf^Yx  -{-Xi  Yq — X^Yn-\-  X^Yn^l  —  ,..,-\-XnY^,   w  . 

( A—  r)j  =s     JTo Ij "^ -Ai  1|  -f-  Ä^ Yq  —  Ag  1« + . . . .  —  Xn  1||#   Ä 

{<^""«  )3  ^"^-Ao  I3  +  ^1  Ij  —  Aji  Tl  +  A3  Io  — . . .  .  -|-  Xn  Y^^    g 

Q. 

p 
(I—  1%=  *— -Xo  l'«+-^i  Yn-i—X^  F«-ft+ As  F«_3+ ....+ A«  F©.  S 

bt  aber  (n-|-l)  ungerade,  und  man  setzt  in  jenen  Reihen 
3r=— y,  so  gehen  dieselben  in  solche  über,  deren  Gliederzeicben 
alteroiren;  bezeichnen  wir  die  Summen  der  Reihen  in  diesem 
Falle  (wie  dies  auch  von  ßeyssel  1  a.  a.  O.  geschehen)  der  Reihe 
Heb  mit  yo,  yi,  yi.-«.yn)  1^0  erhalten  wir  folgende  Relationen: 

'o(— y)=  +  ^ü» 
(8) l  Y^{^y)^-^y^. 


F«(-y)=:  +  y,,. 

Vermöge  derselben  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (3),  (4), 
(9  in  diese : 

(9) 
(^—1^)0=     -*oyo+-*iyn  — A]|iy«-i+A'ay«-a— ....— Ai^,,  ^ 

(J^— F)i  =s  —  Aoy,  -\-XxyQ  +  X^n  —  X^yn^i  +  ....+  Xny%,   «] 

s 

(^— F),=     Aoy,  —  A,yi  +  Aayo  +  X^yn  —  ....  —  ^iiya>  | 

F),=— J^y»  +  ^i»«  -  ^1  +  ^»yo  + +  ^•^4»   S 

<« 
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Gehen  wir  nun  zu  den  Functionen  Aber,  in  deren  Rdhei  1 
Gliederzeichen  alterniren.  Dies  erreichen  wir  leicht  dadurch»  im 
wir  9.x  statt  x  setzen,  forausgesetzt,  dass  d  eine  Wund  k 
Gleichung  a;"-l-^-f  1=0  bezeichnet  Dadurch  erhalten  wir  in  Bi 
rficksicbtigung  der  schon  ufter  angezogenen  Reihen: 


(10) 


Xq^Xq{x^o  ,x) 
9.Xi  =s  A|  (x^^d,x) 
^  S^,x^^=-  X^/ix  =  d .0?) 


d».y«=F„(y=d.3f) 


d».Xii=J[r«(«=d.a:) 
und  weiter  den  Gleichungen  (2)  entsprechend: 

(11) 

•  •.+**"-*. (ar«-iyi.  +  jri^-i)+d^.««3fji, 

% 
•  •  •  +  d*"-*£i*^*.(j;«-iy«+ a:,^«-i)+d*"€|«« .  jr,^, , 


. .. .  H  6^»-if«*— >.(ar,-iy.+j:n^«-i)+d2-£«««.a-,^,. 

Kchaiidelt  man  diese  Gleichungen  ganz  in  derselben  Web 
wie  oben  die  Gleichung  (2),  und  bedenkt  dabei,  dass  d"+^=:« 
d"^«=-6,  d"+-^=— d«  u.  s.  w.,  so  führt  dies  zu  folgenden  B 
Ziehungen : 


(^  +  ^)o 
(*  +  Jf)i  = 


(12) 

=(^oyi  +*iyo)  —  (^ifti  +  Ä-^y,-!  +  . . . .  +  j:^4Pi), 
=  (^üy»+*iyi+ari3f6)  — (:riyi,+ +«^i«h)« 


Obereinstinimend  mit  den  TonBeyssell  a.a.0«  auff 
den  für  (f  — y)o>  i^^lfh  ii.«.w.  aUgeadt  galta 


(13). 
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wMe  ?on  Beyssell  nnr  Ar  deo  Fall  fi=:3  entwickelt  worden 
M»  gehogen  wir  durch  die  Betrachtung  der  Reihen : 

Sedt  man  hierin  -^y  für  y,  eo  ist  f&r  ein  gerade«  (ii-|-l) : 

yi(-3r)=-yi» 


rlkreod  man  f3r  ein  ungerades  (n-f  I)  hat: 

(«) <(y.(-y)=+F,. 


y«(— y)  =  +  >n. 

Dadurch  ergeben  aich  nun  folgende  Gleichungen: 

(16) 

(^— 3r)o=    ^oyo+*i.v«  — a^»^-i+*8y«-*— ••••  +  ^i4fi»  + 

(JP— 3f)i=-«ayi+^iyo    +^ay«  —  «ayii-i  +  ---"^tiya»  g- 
(«— y)iÄ     J^oSr«— arjy,     +0^0    +^9Sfn     —•.•.  +  ^11^8.^ 


,r..-      ;     * 


?v 


'    '. 


I  ■ 
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(17) 


(^-y)o  = 
(a?-y)i  = 
(^-^)»= 


I 


• 

^0  ^1  +^1  ^0    — -^a  ^^    +^8  F«— 1  — . . . . 


-ar.F.  ^ 


+a?«F|,  3 

■I 


a 


(a:— y)n  :=     ^r^  Fn  — a^i  Fn-i  +  x^  Fn-« —0:3  Fji-3  -|-  •  •  •  •  *f  ^  ^<y  ^ 

•" 
Die  vorstehend  mitgetheilten  Relationen »  welche  Statt  finte 
für  unsere   Functionen,  sobald    man    in  ihnen   die    Summe  oder 
Differenz  des  Arguments  einfiibrt,  und  welche  die  VerallgendBO- 
rung  der  Formeln  darstellen,  die  man  för  Co8(j:±^)  und  SlD(;rj:y)» 
QO%{x^y)  und  sin(a:db^)  hat,  können  zur  Herleitung  von  vendito* 
denen  anderen   benutzt   werden;   so  z.  B.   zur    Bestimmung  dv 
Werthe  von  &X)^y  (2A'),,...(2A')«,  so  wie  von  (2jr)o,  (2a:)i, ^.(S«>i 
durch  die  Functionen  mit  einfachem  Argument.      Wir  wollen  hitf 
nur  diejenigen  Formeln    anfuhren,  welche   man  aus  den  BeitiB- 
muDgen  für  (^-F)o,    (AC-F)i  ....  (A-F),;  {x-y)^,  (a:-j)i- 
....(o? — y)n  erhalt,  wenn   man    Af=  F,  x^=:y  annimmt.     Bedenkt 
man,  da^s  die  erste  Function   für  das   Argument  0  den  Werth  h 
alle  übrigen  den  Werth  0  haben,  so  findet  man: 

(18) 

Xq^     — 'i(  ^l  Xn      —  A2A'n-l+ A3  A^n--2--....  J:  J^ii-l.-Xfrfi)T-X»J^* 

"2  2  « 

=  1. 

— A'i^    +'2.(AoA2    —A3  An    +  A4An-i+....  TAii4-i.Anj^)l:A«j^*^ 

'•2         «  %    ^ 

=0.  I 

Aj^    +2.(AoA4    — A1A3    —  A^An    +....iFA«+3.A«47)±Aii+5SQ 

22  2    % 

BS 

a 


=  0, 


s 


-f  Aji_i*+2.(Ao  An-i  —  A|  A«_2+ A^A'w-ß— ....  1:  Aii-3 .  Aw-n) — Aii*     " 

2  2  9 

=  0; 


und: 


jäi 


■* 


*   ^ 


■4.  I 
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(19) 

2. 

9  2  2  (IQ 

g. 

i*+2.(a:j^«-i— aria:ii-2+araa?ii-3--....±^ii^.a:«4i)+.a:ii*    =0. » 

2  9'  S 

>iese  Gleichungen   »teilen    ganz    allgemein  in    reeller   Form 
von  den  n  BedingungsgleicJiungen  dar,  welche  zwischen  den 

len  enthaltenen  Functionen  liberhaupt  stattfinden.  Die  allge- 
Form  für  sämmtliche  Bedingungsgleichungen  haben  wir 
8  frfiher  (Archiv  XXI.  V.  (76))  angegeben,  wo  sie  aber  alle 
aginfirer  Form  erscheinen.  Wir  leiten^  z.B.  it  =  3  setzend, 
en  Gl.  (19)  sofort  zwei  von  den  Bedingungsgleichungen  her, 
welche  die  Functionen  ^Tq»  x^  x^,  x^  verbunden  werden; 
Uten: 

a:o* + ^iX^ — J?j* = 1 

-V  +  2xoara+ara«+0. 
(vergl.  Archiv  XXXI.  pag.309.). 

'erner  ergiebt  sich   aus  (9)  und    (17)    durch    die    Annahme 
f,  ^=:r  übereinstimmend: 

(20) 

r0-f-  ( '^t  ^n — XnXi ) — (  AiadTfi^l —Xn^lX^ + ( J^8^ii.9 — Xn—tXj)^'. . .. 

=  1, 

=  0. 

I 
^  +  X^o)  —  -^1  ^l  +  (-^8^«  ■"  XnXz)'^{X^Xii-l^'Xm^lX4)  +  • . . . 

=  0. 

Vi''X^Xo)+(XiXfr^^l)+(^4i^n-irXmX4)'-r(X^n'-l+Xn-lXi)+»** 

=  0, 

=  0. 
kann  aus  diesen  Relattooen  durch  filimiDation  die  Func- 


.*.    ..  ■  '-" 


■^v 


I* 
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tioneu  Xq,  Xi....^«  mittebft  der  Fanctioneo  Xq,  Jf|....lii  im- 
drQcken.  So  erb&lt  man,  z.  B.  n=2  setzead«  flir  die  FmcBoi» 
des  dritten  Gradee: 

(21) 

Xq^s^Äq^ — XiX^,    Xi  =  XqXi  —  JK>*,    x%=z  JTi* — X^Xf 

usd 

(22) 

Bestimmungeo ,  welche  mit  den  von  Beyesell  (Archiv  XXXL 
pag.  312.)  gegebenen  (ibereinkomnieny  da  offenbar  J[^=(»«]^, 
—  Jfi=(— ar)i  und  X^^(^x)t  lat. 

Wir  (lagen  noch  die  Verallgemeinerong  der  Sfoivre'scki 
Formel  (co8j:±t8inar)**=co8iiu:db^8>niiu;  dem  VorstehendeD Ur 
zu.    Man  bat  allgemein: 

(23) 

(^+   Ji+      Ji;+....  +  Jl>)-=(m^+   («iiJ),+      (i«X)i+- 

. . . .  +    (rnX)n  9 

(Ao+eiJf,  +£,«-!,  +  .... +e,«A,)'"=(mX)o  +«i(mJ:),  +  »,«(«il),+- 

....+Cl"(tKji!)a, 

(  J:» +«,ij  +  «,«2:,+ .... +*,"  J:«)" = (m  J[)ö+  1,(111101 + H^imlCk*-- 

(^  +  €«Zi  +  Cn'J[, -f .... + e«"Jr«)«» = (m A)o  +  *n(mJO|  f  f »^(iitJ^-f.... 

....+««»(jfi-X)». 

Die  Richtigkeit  dieeer  Beziehungen  sieht  man  sofort  ein,  wen 
man  die  Gleichungen  (1)  in  Betracht  zieht  Aus  ihne»  ergiebt  sk^ 
ferner  wegen  (10): 


(*o + ^^ + d•a;i+.•.•+^*ll)"Mw*^+*(««)l  +'^«Mp)j^+,...-f*i(mjr>i» 

+(ihn^y%-¥ ..-.+ («tt)n»Mr)*. . 

(xo  +  d%a:i  +  (d«t)«a:,  +  ....+ (*«t)»jrn)"  =  (iiu:)o  +  8e^(mx)i 
+  (iB^Hmx)t  +  ....+  (J«i)«(iiwr)« , 

(«^ -f  d«i«t + (!Sin)*Xt +....'^■  («e.)"x.)»  =  (m«)o + M««>-  -'i 


■>! 
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ehe  man  auch,  weno  nan  durch  Öq,  ig,  ^....dn  die  (n-fi) 
D  der  Gleichung  ;kH-1-|-1=0  bezeichnet,  schreiben  hann: 

(24) 

. . . .  +  io*{»«*)«» 

i  jTi  +  di»a^  + ....  +  di*ar«)«3a(iiur)b  +di(»M?),  +  4*(^wa?)a+.... 

....  +  di"(iiia:)ii. 


•arj  +  Var» +  ....  + d«»)w  Ä  (jiiji)^  +  6,(iiu?),  +  Äi^m«), -f .. . . 

. . . .  +  d||*(m  jr)ii. 

e  speciellen,  den  letzten  Gleichungen  (24)  entsprechenden 
ungen  ffir  den  Fall  n:£:2,  d.h.  fdr  die  Functionen  des  drit- 
ades,  sind  von  Simon  (Arehi?  XXVlt. p.317)  und  für  den 
=  3,  d.  h.  fär  die  Functionen  des  vierten  Grades,  vonKnar 
1  XXVII.  p.  413)  aufgestellt  worden. 

• 

m  Schluss  will  ich  noch  die  Entwtckelung  der  Bedingungs- 
ingen, welche  zwischen  den  Functionen  des  dritten  und 
Grades  Statt  finden,  mittheilen.  Ffir  die  Functionen 
I,  X%  sind  dieselben  bereits  in  dem  frfiheren  Aufsatze 
r  XXI.  p.  77)  angegeben  worden ;  ßlr  die  Functionen  x^^  Xx^x^ 
eine  von  Beyssell  (Archiv  XXXLp.  308)  in  reeller  Form 
teilt  worden,  die  andere  jedoch  nur  in  imaglnSrer  Form, 
re  hat  dort  folgende  Gestalt: 

\xx  +34«ara)3..(j:o+3aa:i  V^x^h^ipo^  Wxg  \^Z^x^s^\, 


Beb  EInfBhrung  dieser  Wertbe  in  die  Exponenten  der  Be- 
ie'      %  wfcfd: 


^■«    .    ■  ■ .. 


■ .  A  . 

4- 
i 
I 
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1 


X  (xn  +  3i  jTi  +  3i%.)i^^^ .  {xo  +  V,  +  V«t)""^ 

X  (^0  +  SftOTi  +  35*x.)""*^^  =  1 . 

Erhebt  man  nun  in  das  Quadrat  und  iSsst  dann  die  drei  Fae- 
toren^  deren  Product  nach  der  ersten  BedingungsgleichuDg  den 
Wertb  Eins« hat,  fort,  so  hat  man: 

(a:o+3,a:,+3,«a!a)^^.(xo+3»Xi+38»«a)~'(a:o+35«i+3»*ai)~^^=l, 
d.  h. 

a?o  + o ^1  + 9 *»/ 

=  iXo—Xi+JC^*, 


«0  + 9 ^l  + Ö ^2 


oder: 


Hieraus  erhält  man  weiter: 


2^0  +  ^1  "-^' 


Da  man  nun 


^2arctg.V 


hat  (vergl.  Archiv  XXI.  p.  69),  so  ergiebt  sich  jetzt  die  Beziehung: 

(Xo—Xi-i-x^)      -e        ^^     ax«+x,-*,  ==  i 
oder,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt: 

(25)    log(^o-^i  +^  =  -  jg  •  arcts  V3.  a^rj+t. -x. 

Was  die  Functionen  des  vierten  Grades  betrifft^  so  finden  wir 
zunächst,  dass  in  den  von  Beyssell  (Archiv XXXI.  p.  304)  mit- 
getheilten  Werthen  bei  den  Ausdrücken  von  Xi  und  x^  im  swai^, 
ten  Gliede  der  Parenthese  der  Factor  sino'V't  durch  ce 
ersetzt  werden  muss.    Die  Bedingungsgleichupgen 


•.  ■ 


•; 


'■■•  .1. 


f€Nat§emeiner.  der  kpperboi.  u.  epeüsek.  Cos.  u.  8fn,  darsieUen.  Itf7 

Inf  folgende  Weise.     Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^z=.\  isind 
!9  =  -|-l,    £j=— 1,   «a=r+i,   €3  =  — t,    wobei  i   die  ßedentung 

V^--!  hat»  80  kommen  bei  Aufstellung  jener  Gleichungen  nach- 
stehende Ausdrücke  in  Betracht: 

Aq  +  Ai  +  JCj  +  Jl 3  ^  A , 

ond  man  erhält  nach  Archiv  XXI.  V.  Gleichung  (76)  folgende  drei 
Bedingungsgleichungen : 

(27) 

Oog  il)»  +  (log^)*.  logÄ+  log^.(logÄ)«  +  (logÄ)3  =  0, 

(logJ)»+(log2l)*.logC+logil.(logC)«  +  (logC)»  =  0 

und 

(log2l)»+(logi4)«.log/)+log^.(logZ>)«+(log/))»  =  0. 
Sabtrabirt  man  ^ie  erste  der  Gleichungen  (27)  von: 
Oogil  +logB)»=(logi<)H  3(log2l)« .  IogÄ+  3  logil .  (logfi)«+  (logÄ)», 
sq  folgt: 

(log  A  +  log  B)^  =  2(log  ^)2 .  log  ^  -f  2  log  il .  (log  jB)> 
=  2log2l .  legi?. (logil -f  log^. 
Daber  ist: 

(28)  log(/l.Ä).{(log(.I.Ä))a-.2log^.logÄ|  =  0. 

Darcb  die  entsprechende  Transformation  bekommt  man  ans 
der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (27): 

(29)  log(4.C)-Klog(^.C))a-2logil.logC|=0 
«od 

(30)  log(^./)).t(log(/l.Z)))«-2log2l.Iog/)}  =  0. 
Cm  die  Gleichung  (28)  zu  befriedigen,  setzen  wir: 

01)  log(J.£)  =  0,    d.h.    A.B  =  \, 

wh'vennftge  (26)  zu  der  Relation  gelangen: 

^~  -ii«+J:.«--X3«+2-Xo^-2XiJf8  =  l 


c 


\     .    . 


;«•>* 
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oder 

(;ro+Ja)>-(jr,+^a)»  =  i. 

Der  Gleichoog  (29)  wird  genfigt  durch  ; 

(log(/l.C))a^2log.l.logC 
oder 

(logil  +  logO*=(logi<)*+2Iogil.log€+(logC)«=2log^.logl 
d.h. 

(logil)t  +  (k>gO»  =  0 
oder 

(33)  (log/l  -f  t.log  O •  (log  ^  -  »•  log  Q  =  0. 

Auf  demselben  Wege  kommt  man  von  Gleichung  (30)  so  de 
Beziebongi 

(34)  (logJ-^t.log^>).(leg^— tlog/>)  =  0. 

Damit  den  Geichnngen  (32)  und  (33)  Genfige  geschieht,  seti 
man: 

log>44tlogC«sO    oder    logil=rWj|egC    «od  AdgRoh   A^C- 
logJ— tlogD=0  logJ=:tIogZ>  ilsAf. 

Hieraus  erhSit  man  erstens:  C^*=D^  oder  CrsD^*,  d.h. 

(35)  C./)  =  l, 
und  zweitens:  A^=C^^.D^  oder 


<36)  ^' =  (§)*• 


Die  Relation  (35)  l&hrt  mittelst  (26)  zu: 

(37)        Xo*+ V+ V+^s'-2JK;,;ir,-2^,jr,  =  i 

oder 

Durch  dfe  Beziehung  (36)  aber  erhftit  man: 

mithin : 
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woinrcfi  s\^  erglebtt 

oder  auch : 

(38)  J[o  +  ^i  +  J^  +  J^i  =  e"'''^(^?^). 

Uia  MHi  z«  den  FaDctioiien,  io  dere»  Reiben  die  tiUedenei- 
ehen  alterairen,  fibenragehen,  nrass  man,  da  (1 -|-0*  VI  eineWor- 
sel  der  Gleicbung  :r^  =?  —  1  v$U  deo  Gleicbongftn  {10)  f ntapra- 
diend  setzen: 

(39)  Jf,  =sa  +  l)Vt  «,. 

!:,.*;?(— l  +  t).Vi-J?8- 
Ffihrt  man  diese  >Verflie  in  Gleicbung  (32)  ehi ,  so  ^rd : 

aro*— J:a*+2ar|ar3— 1  =«  i.  (a:^*— a?8* — 2ar<^), 
d.h. 

(40)  (V— ara«  +  2ariarg— 1)«  +  (V— V'-2aroar^«  =  0. 

Diese  Gleicbang  ist  ao  die  Stelle  der  von  Beyssell  im  Ar- 
chiv XXXI.  pag.  309.  aofg^slelltep  Relation 

(a:o"+  2j:iar,--ar«)«  +  (V  +  2aroar,— j?!«)«  =  1 

SU  setzen. 

Wenn  man  jetzt  Gleichung  (37)  in  derselben  Weise  behan- 
delt, so  gelangt  man  ebenAills  za  der  BezMrang  (4(^.  Sie  zer- 
fUlt  in  der  That  in  zwei  ISleidiiiiigen ,  nämlich; 

x^  —  X^ -{-^ClX^  =  1 

ond 

j?!*— ^8*  ""  ^aro^Ta  =  0, 

^llUeh  deren  Addition  und  Snbtraction  man  erbfilt: 

«ij*+a^i*— «•'— ^8* — 2j?4)a?a  +  2a?ia:,  =  I 


9 
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und 

(42)  V— «1*  — ^f*  +^8*  +  Saroa:»  +  2xiX^  =  1 . 
Diese  entsprechen  den  Gleicbungen  (32)  und  (37). 

Es  bleibt  nun  noch  übrig »  die  der  Gleichung  (38)  correspon- 
dirende  Relation  zu  ermitteln.    Es  ist 

J<=  C    (denn  J  =  O-') 
und 

folglich 

Di  ^'  =  Ä^  oder  ^^gJ=-.C-^=-j^.^  =  -j=:-j^. 

Weil  aber  J.£  =  ]  ist»  so  ergiebt  sich: 

(43)  (0=B.C'. 

Fohren  wir  jetzt  die  Wert  he  (39)  ein  und  sondern  das  Reelle 
Vom  ImaginSren»  so  entsteht: 

il  =  aro +  a?i .  Vj  — Xs.  Vi  +  ».(a:«  +  ^1 .  Vi  +  0:3  .  Vi), 
*=  aro +ari .  V4— a:8- V4- «•  (a?«  +ar, .  Vi  +  .1!^.  Vi), 

Ä  =  aro— ari.Vi  +  a?8.Vi  +  t.(j?a  — x,.Vi— 'a?,.V4), 
C=a:o— ^1- Vi+  arj.Vi— t.(a:a— ari-Vl— a:,.Vi).  ' 

Folglich  wird  wegen  (43): 

I  !.£  ^1  »Vi +^2-1-^8' Vi 
"^*'j?o4-a:|.Vi— arg,  vi 


1      .  a:,.Vi+a:a  +  a:8.Vi 


afo+a^i-Vi— a?8.Vi 

=  (oTo— ^1- Vi +3:3.  Vi)*+ (a:a— a?!  .  Vi -a^s- Vi)«. 
Gebt  man  zu  den  Logarithmen  über,  so  bekommt  man: 
logt(aro-(ari  — ar») .  VJ)*+  (««-(a^i  +  ar3).  Vi)*l 

oder  auch: 

(44) 

(:ro— («i-a:,). VJ)*+(«.-(a;i  +ar,).  Vi)«  =  e    ^"""'^  («.+(«.-».W*L 
Dies  ist  die  der  Gleichung  (38)  entsprechende  ReUl*     '  '»" 


yiepetnann:  Verfahr,  äefd.  DMs.  v,  Wurzeiatistieh.  in  äehaä.  ZaM,2{A 


Direkte     wissenschaftliche    Begründung    des    üblichen 
Terfahrens  bei  der  Division  und  Wurzel -Ausziehung 

in  dekadischen  Zahlen. 


Von 


Uerru  A,  ßfiegemauHj 

ordeDtlirbcm  Lehrer  um  IcHtholiichcii  G^rnrnnsiiiiii  in  Co  In. 


L  Lehrsatz.  Eine  Einheit,  irgend  einer  Ordnung  in  deka- 
dischen Zahlen  ist  grosser  als  die  Summe  aller  Einheiten  der 
■lederen  Ordnungen^  auch  wenn  sie  mit  den  grossten  KoefBzien- 
len,  alao  mit  9,  behaftet  sind. 

Beweis.    Es  ist 

10">9.10— »  +  9.10»-2+....+9.10«  +  9.10+9      ' 

2.  Zusatz.  Vermehrt  man  eine  Stelle  in  einem  Faktor  eines 
Produkts  um  eine  Einheit,  während  man  alle  niederen  Stellen 
desselben  durch  Nullen  ersetzt ,  so  wird  dadurch  dieser  Faktor 
■nd  fpiglich  auch  das  Produkt  grCsser. 

3.  Zusatz.  Von  zwei  gleichstelligen  Zahleil  ist  diejenige 
die  grossere*  welche  an  der  Stelle,  wo  sie  sich  von  der  Linken 
wa  unterscheiden  anfangen,  die  grussere  Ziffer  hat,  die  übrigen 
^Zifem  fcOnoen  sein  wie  man  will. 

:4m    Zusatz.    Sucht  man  aus  dem  Produkte  und  einem  Fak- 

den  andern,  indem  man  die  Stellen  von  der  hoch- 

elpiander  bestimmt,   so  ist  man  immer  sicher,  die 

und  wenn  man  schon  eine  oder  mehrere  sicher 


;; 
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I 

bestimmt  hat,  die  nächst  folgende ,  nicht  nm  eine  Einheit  zu  hod 
genommen  zu  haben ,  wenn  das  Produkt  der  höchsten  Stelle  od« 
der  so  weit  bestimmten  Zahl  mit  Ersetzung  der  folgenden  Stil- 
len durch  Nullen  in  den  gegebenen  Faktor  nicht  grosser  ist  ab 
das  gegebene  Produkt. 

5.  Lehrsatz.  Das  Produkt  zweier  Zahlen  bat  entweder  m 
viele  Ziffern  als  beide  Faktoren  zusammen  genommen  habei, 
oder  eine  weniger. 

Beweis.    Es  ist: 

«)  l(>»-M(h-i  =  10«-Hi-«,    ß)  10».  10"  =  10*+"- 

Aus  a)  ergibt  sich :    das  Pfe-odokt  det  kleinitfcn  ititiffrig^B  bU  h  i 
die  kleinste  nziffrige  gibt  die  kleinste  (m-i-n — l)ziffrige,  und 
ß):  das  Produkt  der  kleinsten  (m4-])ziffrigen  Zahl  in  die  kleii 
(n -f  l)ziffrige  gibt   die  kleinste  (m -f- n -f  l)ziffrige.     Wächst 
einer  der  Faktoren  10*"~*  und  10"""*,   oder  wachsen  beide,  ol 
die  Gränze  10""  und   10"  zu  erreichen,   also  ohne  (m-fl)-  ^] 
(n4-1)ziffrig  zu  werden,    so  wächst  das  Produkt  10"*+"''^,  ohii| 
die    Gränze  10"*+"  oder  die  kleinste   (rn-t-t  — 1)ziffrige  Zahl 
erreichen.     Also  liegen  die  Produkte  einer  m-  und  einer  nzifrigfi! 
Zahl  zwischen  der  kleinsten  (m+n-^l)-  und  (m -f» -h1)si("fS^' 
Zähl,   haben  also  (m-|-n  — 1)  oder  m  +  n  Ziffern. 

6.  Zusatz.  Die  Anzahl  der  Ziffern  eines  Fakloi«  M  gWA 
der  des  Produktes,  vermindert  um  die  des  andiera  Faktors,  odir 
um  1  grosser. 

7.  Lehrsatz.  Hat  das  Produkt  zweier  Zahlen  so  viele  Zif^ 
fern,  als  die  beiden  Faktoren  zusammen  haben,  und  schneidet 
man  in  demselben  von  der  Linken  so  viele  Ziffern  ab,  als  dei 
eine  Faktor  hat,  so  i«t  die  abgeschnittene  Zahl  kleinet  sla  dies« 

Faktor.    Es  ist 

■ 

876543x978  =  8572501054  und  857259  <  876543. 

Bei>'eis.  A.B  sei  das  Produkt  der  mziffrigen  Zahl  A  li 
^e  nziffrige  Zahl  B  und  habe  (m-i-n)  Ziffern,  so  ist,  «reon  mi 
tue  darch  das  Abschneiden  der  m  Ziffern  entstehende  ZaU  ni 
M,   den  übrigen  Theil  mit  A'  bezeichnet: 

i^.ÄczM  10"  +  iV. 

Nun  ist  aber  B  sziffrig,  folglich  kleiner  als  die  Web 
frige  Zahl.    Daher:  ', 
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ilf.lO»  +  iVl 


10»  + 

\,  Lehrsatz.  Hat  das  Produkt  zweier  Zuliten  eine  Ziffer 
^er,  als  beide  Faktoren  zusammen  haben,  und  schneidet  man 
»mselhen  von  der  Linken  so  viele  Ziffern  ah,  als  der  eine 
OT  hat,  so  ist  der  abgeschnittene  Theil  gleich  oder  grosser 
lieser  Faktor. 

Es  ist 

I  100114.876  =  876199864,  ß)  273457.238  =  650827|66 

und  876 = 876  650827  >  273457. 

Beweis.  Unter  Beibehaltung  obiger  Bezeichnung  hat  man, 
I.B  (m+n— l)ziffitg  ist: 

^.iB=Jlf.lO«->  +  iV, 
well  B  nziffrig  ist,  so  ist: 

fi^lO«-». 

i)  BsxlO"-^,  so  ist  A.B^A.Wf^^.     Also  hat  das  Produkt 
\  die  m  Ziffern  von  A  und  (n — 1)  Nullen.     Schoeidet  «lao 
TOD  dem  (m-fn  — l)ziffrigeii  Produkte  m  Ziffern  ab.   so  er- 
nan  A\   daher  M^A.    Ist 

'■  ß)    B>10»-V, 

m 

A.B  ) 

üf.lO"-»  +  ^1 
k*W  U  nicht  kieioer  aein  al«  A.    üeon  wollte  man  annehmen: 

M  +  C=A. 
rire: 

(J»+C).IO«-M 

jir.io»->  +  c.iO"-M 

weil 
in:' 

if  .10«-^  +  N>  M.  10— H  C.  10»-' 

.^^■.  isr>c'.io--i  ' 

14* 


iß, 


V, 
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welches  aber  nicht  möglich  ist,  indem  JV,  als  aus  einer  (m-fii—l) 
frigen  Zahl  durch  Abschneiden  von  m  Ziffern  entstanden  p  («— 1) 
frig,    ClO""^  aber  nziffrig  ist,  folglich  ist  ilf  nicht  kleiner ak 

9.  Zusatz.  Schneidet  man  in  dem  Produkte  zweier ZaI 
von  der  Linken  so  viele  Ziffern  ab,  als  der  eine  Faktor  hat, 
bat  das  Produkt  so  viele  Ziffern  als  beide  Faktoren  znsaM 
haben,  oder  eine  weniger,  je  nachdem  die  abgescbDitteBf  fl 
kleiner  oder  nicht  kleiner  als  dieser  Faktor  ist. 

lU.  Lehrsatz.  Schneidet  man  im  Dividendus  so  vMii 
nur  so  viele  Ziffern  zur  Linken  ab,  um  eine  dem  Dii'isor  |M 
oder,  wenn  dieses  nicht  möglich  ist,  eine  um  so  wenig  ala  ä 
lieb  grossere  Zahl  zu  erhalten,  so  ist  die  Anzahl  der  Ziffen 
Quotienten  um  I  grosser  als  die  Anzahl  der  verbleibende!  \ 
fern  im  Dividendus. 

Beweis.     Es   ist  der  Dividendus  gleich  dem   Prodakte 
dem  Divisor  in   den   Quotienten,      bezeichnet   man    demnack 
.\nzahl  der  Ziffern   im  Dividendus  mit  Z>,   im  Divisor  mit  i^i 
Quotienten  mit  7,  so  ist:     D-^d-^^q  oder    D'=d'\-q  —  \. 
man  nun,  um  eine  dem  Divisor  (bleiche  oder   eine  um  •• 
als  mnglich  grossere  Zahl  zu  erhalten,  so  viele  Ziffern  al 
den,    als  der  Divisor  hat,    so  ist  (Zus.  9.)   Z>  =  r/  -f-^^l, 
bleiben  noch  durch  Abschneiden  von  f/ Ziffern  q — 1  Ziffern 
Muss   man  aber  zu  dem   bezeichneten   Zwecke   eine  Ziffer  ai 


abschneiden,  so  ist  (Zus.  9.)  Z>  =  i/-f  7;    von  {d -\^  q)  aber  (h 
abgezogen   gibt  d-{-q  —  d—  Xrr^q—l,  { 

II.  Zusatz.  Die  durch  solches  Abschneiden  verbleiM 
Anzahl  von  Ziffern  gibt  die  .\nzahl  der  Nullen  der  hflchsteal 
heit  im  Quotienten  an,  weil  die  .\nzahl  der  Nullen  der«kiicU 
Kinheit  einer  Zahl  immer  um  I  kleiner  ist  als  die  AniaU  ^ 
Ziffern  derselben. 

1*2.  Beweis  der  Richtigkeit  des  Verfahrens  hti^ 
Division.  Schneidet  man  in  der  üblichen  Art  die  Ziienj 
Dividendus  ab,  so  erhält  man  nach  Zusatz  IL  eine  Zahl,  vi 
das  Produkt  des  Koeffizienten  der  hiVhsten  Einheit  des  Qm 
ten  in  den  ganzen  Divisor  enthalten  sein  muss,  «v eil  der  I 
dendus  entstanden  gedacht  «verden  kann  durch  MultiplikatiM 
einzelnen  Theiles  des  Quotienten  in  den  ganzen  Difiacir. 
man  nun  dasjenige  Vielfache  des  Divisors.  %velches 
schnittenen  Zahl  am  nächsten  kommt,  ohne  sie  zu 
so  bestimmt  dieses  den  Koetlizienten  der  hucbsteii 
Quotienten.  Dieser  kann  nicht  zu  klein  genomi 
das   crusste   Vielfache    des    Divisors    zor 
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»noinroen  hat,  zu  gross  ist  er  aber  auch  nicht,  weil  das  Produkt 
SV  buchsten  Stelle  des  Quotienten  (des  einen  Faktors)  mit  Er- 
KiUDg  der  Qbrigen  Stellen  durch  Nullen,  in  den  Divisor  (den 
■dern  Faktor)  kleiner  ist,  als  der  Dividendus  (das  Produkt)  (Zus.  4.). 
■■nit  man  nach  Abzug  des  Vielfachen  von  der  abgeschnittenen 
iahl  die  folgende  Ziffer  des  Dividendus  zu  dem  Reste,  so  erhält 

tdie  Zahl,    worin  das  Produkt  des  Koeffizienten  der  nächst 
eil  Einheit  des  Quotienten  in  den  ganzen  Divisor  enthalten  sein 
woraus  man  diesen  KoeHizienten  auf  gleiche  Weise  bestimmt. 

Ikn  sieht  leicht,    wie  man,  auf   diese  Weise  fortschreitend, 
des  Quotienten  sicher  bestimmt. 


i  der    Aasziehung   der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln. 

13.  Lehrsatz.     Wenn   man  aus  einem  Radikandus  die  ein 
Stellen  der  W^urzel   von   der  höchsten  an   nach   einander 

mmt»  so  ist  man  immer  sicher,  die  höchste  Stelle,  oder  wenn 
eine  oder  mehrere  schon  bestimmt  hat,  die  folgende  nicht  um 
^  Einheit  zu  hoch  genommen  zu  haben,  wenn  die  bezügliche 
>t«nz  der  höchsten  Stelle  oder  der  so  weit  bestimmten  Zahl 
ler  Ersetzung  der  (ihrigen  Stellen  der  Wurzel  durch  Nullen 
?ht  grösser  ist  als  der  Radikandus. 

Beireis.  Hätte  man  die  höchste  Stelle  oder,  wenn  schon 
rige  richtig  bestimmt  sind ,  die  folgende  um  eine  Einheit  zu  gross 
«ommen,  so  wären  alle  Faktoren  der  Potenz,  auch  wenn  man 
B  tfbrigen  Stellen  durch  Nullen  ersetzt,  zu  gross  (Zus.  2.),  folg- 
ih  die  bezflgliche  Potenz  dieser  Zahl  grösser  als  die  gegebene 
ahlj  welches  nach  der  Voraussetzung  nicht  Statt  findet. 

14.  Beweis  der  Richtigkeit  des  Verfahrens  bei  der  Aus- 
efauDg  der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln. 

Bestimmt  man  bei  dem  Au><ziehen  der  Quadrat-  oder  Kubik- 
^rzeln  aus  dem  Radikandus  diejenige  Zahl ,  welche  das  Quadrat 
den  Kubus   des  Koeflizienten   der   höchsten  Einheit  enthält, 
nach  dem  Quadrat-  oder  Kubik- Täfelchen  die  reine  Quadrat- 
Kabikzahl,    weiche   ilieser   bestimmten   Zahl   am    nächsten 
it,   ohne   sie  zu   überschreiten,    so  ist   die    Quadrat-   oder 
lik warsei   derselben  der  Koeffizient  der  höchsten  Einheit  der 
Bei.     Denn  zu  klein  ist  er  nicht,    weil  zu  seiner  Bestimmung; 
ite  Zahl  genommen  wurde,  zu  gross  ist  er  aber  auch  nicht, 
ihft  Quadrat  oder  der  Kubus  der  höchsten  Stelle   unter  Kr- 
der  fibrigen  Stellen  der  Wurzel  durch  Nullen  kleiner  ist, 
>bene  Quadrat,  der  gegebene  Kuhn.«. 
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Bei  der  Bestimmung  d«r  fibrigen  Koeffitianteu  der  auf« 
folgenden  Einheiten  der  Wurzel,  die  man  durdl  DiTistoi 
erßihrt  man  erst  dann   eichet»    ob  man  den   richtigea  gi 
habe,  n-enn  man  In  dem  fortechreitenden  V^erfahreö  das  ( 
oder  den  Kubus  dieses  TheUea  abzuziehen   hat»    varBiw 
dana  man  bei  der  Divialon  den  gruasteu  Quotienten  gaMma 
LSaat  sich  die  Subtraktion  aust'dhren»   «o  Ist  der  K^aflni 
richtige.    Denn  zu  klein  ist  er  nicht,  freil  man  au  aelacr 
mung   den  grOsstien  Quotienten  genommen  hat,   au  groai 
aber   dann   auch   nicht,  weil  durch   das  Abziehen  dieaea 
auch  das  Abziehen  des  Quadrates  oder  des  Kubua  der 
bestimmten  Zahl  unter  Ersetzung  der  üblichen  Stellen  de 
zel  durch  Nullen  vollendet  wird,  welches,  falls  der  Koeflb 
eine  Einheit  zu  gross  wäre,  nach  obigem  Satze  nicht  mS| 
Kann  man  demnach  bei  dem  Verfahren  bei  der  Aaasiehi 
Quadrat*  oder  Kubikwurzel  das  Quadrat  oder  den  Kubas 
atimmten  Koeffizienten   der  Wurzel  nicht  abziehen,    so  1 
ihn  so  lange  um  eine  Einheit  kleiner  zu  machen,  bis  diel 
tlon  sich  vollziehen  Ifisst,  wodurch  man  dann  sicher  ist,  d 
tigen  Koeffizienten  zu  erhalten. 


»  « 


....n^ 


iii'iM 
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t  Losung  der  F  er  in  at' sehen  Aufgabe:    Wegscbaf- 
der  Wurzelgrossen  aus  algebraischen  Ausdrücken, 

y 

!in  welchen  solche  als  Summanden  vorkommen, 
ivier  Auszug  ans  einer  haiidschriftlieheii  Arbeit  des  Haupt- 
lans  a.  I>.  Herrn  Adolf  von  der  Sehulenbur^  in  Mag- 
deburg, 

uiigf*fertißt    ^on 

Herrn  Dr.  Jacob  fVilhelm  Heinrich  Lehmann 

in  Spandow. 


Bei  dem  gegenwärtigen  ungeheuren  Umfang  der  reineu  Mathe- 
ist es  weder  zu  verlangen,  noch  zu  erwarten,  dass  sehr 
Ohsme  und  weitläuftige  Arbeiten,  welche  ein  Einzelner  zum  Behuf 
^  Entdeckung  einer  wichtigen  Wahrheit  und  ihres  Beweises 
irchgemacht  hat,  von  denen,  welche  das  bekannt  gemachte  Re- 
dtat lesen  und  studiren,  in  extenso  wieder  durchgemacht  wer- 
80  sollen.  Das  Interesse,  die  Entwickelung  bis  ins  Einzelnste 
I  verfolgen,  wächst  freilich  mit  der  Fruchtbarkeit  des  Resultats ; 
9  aber  letzteres,  ohne  weitere  Anwendungen  davon  aba&usehen, 
IT  darauf  hinausläuft,  zu  zeigen,  dass  das  Gesuchte  in  unver- 
elcbbar  viel  wenigeren  Gliedern  dargestellt  werden  könne,  als 
■a  jahrhundertelang  angenommen  hatte,  da  begnügen  sich  auch 
athematiker  ersten  Ranges  beim  Studium  solcher  Werjce  mit 
nioritätsglauben ,  wofern  nur  der  Entdecker  versichert,  dass  er 
Kseideutige  Controllen  (entweder  durch  zwei  von  einander  un- 
ige  Methoden  oder  durch  Substitution  bestimmter  Zahlen 
y  Bqcbataben)  angestellt  habe,  und  zugleich  angiebt,  welche 
m  Jies  seien,  und  wofern  zugleich  der  Leser,  wenn  er 
ij^^Bllt  purauoliches  Vertrauen  in   die  Wahrhaftigkeit  des  an- 
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geblichen  Entdeckers  setzen  sollte,  im  Scbats  seiner  d 
mathematischen  Anschauungen  Kriterien  zur  Hand  bat,  \ 
jede  Mystiflcation  sogleich  aufdecken  wQrden,  —  wie  der  • 
gebildete  Philologe  Mittel  in  Händen  bat,  die  Mystificationen 
Wagenseil  (Pseudo-Sanchuniatbon)  und  Simonides  aufsiid 
oder  die  „wichtigen  historischen  EnthOllungen  über  die  wii 
Todesart  Jesu''  in  ibrer  Blosse  zu  brandmarken,  oder  w 
durchgebildete  Physiker  die  .pseudo-Herscherschen  Entdeck 
über  die  Mondbewohnen  i/i  ihrer  Nichtswürdigkeit  an  den 
ger  stellen  konnte.  Ein  mit  so  starken  Bollwerken  verscb 
mathematischer  Autoritätsglaube  gewährt  eine  grossere  Sicli 
als  aller  Kirchen-  ubd  Bibelglaube,  und  alle  exacten  W 
schaden  wären  von  jeher  viel  langsamer  fortgeschritten , 
man  jenen  gänzlich  verschmäht  hätte.  Wer  ihn  ganz  verseht 
wollte,  mflsste  unter  andern  alle  Logarithmen -Tafeln  ud< 
astronomischen  Tafeln  von  Neuem  in  extenso  selbst  berech 
Der  berühmte  Jacobi  ging  in  seiner  Abnei^ng  gegen 
läuftige  algebraische  Entwickelungen  noch  weiter;  er  verzi< 
wenn  solche  hereinzubrechen  droheten,  vorläufig  ganz  ai 
Entdeckung  des  beabsichtigten  Resultats,  und  hatte  den  ( 
satz :  „Was  ich  nicht  einigermaassen  anständig  machen  kann, 
ich  gar  nicht  machen,  bis  auf  bessere  Zeiten,  wo  es  mir  viel 
wie  Saul^  dem  Sohne  Kis,  glückt,  beim  Suchen  der  verk 
Eselinnen  meines  Vaters  ein  Königreich  zu  finden 'S  —  vvi( 
Vor  100  Jahren  der  Philologe  Conrad  Gcsner  sagte,  man 
der  Seele  entlocken,  nicht  aus  ihr  herausquälen ,  was  ma 
ihr  haben  will.  Aber  dieser  Grundsatz  lässt  sich  nicht  cons« 
durchführen.  Bei  unausgesetzter  Befolgung  desselben  wäret 
äusserst  wichtige  Wahrheiten^  viele  uns  jetzt  höchst  willkoi 
Erleichterungsmittel  bisher  unentdeckt  geblieben  und  wflrdei 
leicht  ewig  verborgen  bleiben.  Wohl  uns,  dass  es  aassc 
genialen  Geistern,  denen  alles  gleichsam  spielend  und  im 
entföllt,  auch  (und  vorzüglich  in  unserm  deutschen  Stamme) 
ner  mit  eisernem  Fleiss,  welche  ihre  Zeit,  ihre  Muhe  u 
Papier  zum  Besten  der  Mit-  und  Nachwelt  opferten  (so  da 
jetzt  auf  den  Lorbeeren  unserer  fleissigen  Vorfahren  ruhei 
nen),  gegeben  hat  (wer  wollte  es  leugnen,  dass  auch 
grosser  Landsmann  Kepler  zu  ihnen  gehört?)  nnd  noch  \ 
Zu  denjenigen  noch  lebenden  Männern,  %velche  in  dieser, 
hiing  eine  rühmliche  Beharrlichkeit  zeigen,  und  deren  Ai 
nach  der  Original -Handschrift  wegen  der  Weitläufigkeit  dj 
mein  nicht  einmal  gedruckt  werden  können,  sonder»  Hur 
Auszugs  fähig  sind,  der  aber  bei  der  Unz weideatigi(ffll.  n 
bezweifelbarkeit  der  aDgeführten  Controllen  voljstlodigr^^ 
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gung  gewShrt,  gehurt  auch  Herr  von  der  Schulenhur g.     Der- 
selbe hat  in  der  mir  handächrifUlich   vorliegenden  grossen  Arheit 
den  Beweis  geliefert,    dass  die  Losung  einer  Aufgabe,    von  der 
man  200  Jahre  lang  glaubte,  sie  führe  in  ihrem  vollständig  aus- 
einander   gewickelten    Endresultate   auf  eine   algebraische   ganze 
Function  von  359026206  Gliedern,  höchstens  auf  245157  Glieder 
fährt    Diese  Entdeckung  kann  man,  wenngleich  die  vollständige 
Anaffihrung  der  Auflosung  auch  so  noch  für  menschliche  Kräfte 
vomoglich  bleibt,   für  die  Wissenschaft  nicht  anders  als  buchst 
interessant   nennen. 

Die  Handschrift  beginnt  mit  einer  Anführung  aus  Egens 
Handbuch  der  allgemeinen  Arithmetik,  Tbeil  H.  §.319.: 
jpFermat  Hess  durch  Mersenne  dem  Descartes  folgende  Glei- 
choDg  vorlegen  und  ihn  aufTordern,  die  Wurzel  grossen  hinauszn- 
Khaffen: 

Descartes  hielt  diese  Berechnung  für  leicht,  indem  er  behaup- 
tete, es  bedürfe  dazu  nur  vier  Erhebungen  aufs  Quadrat,  und  tn 
.  weoigen  Stunden  sei  die  Arbeit  vollendet.  Descartes  irrte  sich, 
•  wie  leicht  einzusehen  ist;  Genty  berechnete  in  einer  von  der 
ToDlouser  Akademie  gekrönten  Prt*isschrift :  „„de  Tinfluence 
de  Fermat  sur  la  geometrie  de  son  tems"'',  dass  die 
iflCGessive  Erhebung  eine  Gleichung  von  359026206  Gliedern  geben 
vfirde.  Ich  halte  dafür,  dass  Fermat  selbst  die  Wegschaffung 
der  WurzelgrOssen  aus  obiger  Gleichung  würde  unmöglich  gewe- 
sen sein.'' 

Hierzu  macht  Herr  von  der  Schulenburg  die  Anmerkung: 
»kh  gab  mir,  aber  vergebens,  Mühe,  in  den  Besitz  dieser  Dis- 
iertation  zu  gelangen,  und  weiss  also  nicht,  auf  welchem  Wege 
Genty  zu  obigem  Resultate  kam.  Es  ist  übrigens  359026206 
=  2^7.11.29.127.211.- 


Hierauf  folgt: 


§    I 


t.Aas  einer  Gleichung  des  5ten  Grades: 

(1),  a:»  +  ax*  +  /3a:a  +  yar«  +  fe  +  £  =  0 

mydeD  (Jpbekannten  (Wurzeln)   <»  v,  to,  .y,  z  linde  ich  diejenige 
fdiwiirltrtn  Gvades: 


■  :\ 


*»•  +  Ax"  +  Bx»  +(ie*+Ox*  +  E =0 


*     ■ 
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luit  den  Unbekannten  ^,  v*,  w^,  y*,  2*,  indem  ich  aiw  d«B  61 
chuDgen 

nach  den   bekannten   Methoden    die  durch    die  CoefBcienten  i 
Gleichung  (I)  ausgedrQckten  isymmetrischen  Functionen 


10 


t 

C=  -  Zt^cho^  =  2ßö  -  y« -  2af,     Z>  =  i^^WV  =  a«— 8j«. 

bestimme.  (Herr  v.  d.  S.  schiebt  noch  eisen  sireiten  Beneif  4 
Richtigkeit  der  Gleicbuogen 

(3)     A  =  :tß'-a^,    Ä=/3*  +  2a— 2ay,     C=2/3d-y«-2«, 

/>  =  d>— 2y£,    £  =  — «« 

ein»  indem  er  die  Gleichung  (1)  mit  a:^ — cu^  +  ßx^ — yd:*  +  4t- 
multiplicirt  und  die  Coellicienten  der  dadurch  entstehendea  Gb 
chuug,  worin  x^,  x^ ^  x^^  x^  und  x^  fortgefallen  sind,  einseb  f 
fiomnen  den  CoefflcieiUen  der  Gleichung  (2)  gleichsetzt.) 

§.2. 

Die  Gleichung  £1-=. — a  des  {.  ].  ist  diejenige,  in  welche  iE 
Fermat*sche  Gleichung  übergeht,  wenn  man 

setzt.  Die  Wurzelgrössen  aus  der  Fermat'schen  GJeichung  we 
schaffen,  heisst  nichts  anders,  als  aus  derselben  «ine  gance  Fm 
tion  von  <*,  r*,  ir*,  y*,  2*,  u  ableiten,  welche  =0  Ist  Wa 
Forderung  ist  erfüllt,  wenn  man  eine  ganze  Function  von  J»i 
C,  Ü,  E,  a  gefunden  hat,  welche  =0  ist,  oder,  was  dassfl 
sagt,  wenn  man  ß^  /,  6,  s  aus  den  Gleichungen  (3)  des  i» 
eliminirt  hat.  Da  aber  ß  zufolge  der  ersten  unter  diesen  Q 
chungen  eine  ganze  Function  von  A  und  «  ist,  so  kommt  es  1 


*)  Ich   habe   die  Formeln    (Ith   Herrn  v.  d.  S.   diirrh    EisfinhraK, 
▼nr  das  allgemeine  Cilied  geiteUlen  Snmmrnzeichens  ^  (ibU 
■chriebcner  Anzahl  der  zur  Vollendung  der  RymmetritrhoB 
lieh  g^ehildeten  Glieder)  aligeküril.  '-]4k> 
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I 

trauf  an,  aus  deo  vier  übrigen  Gleichungen  y^  i  und  £  %a  eii- 
liairen.    Um  dien  auazufiihren,  setzen  wir  sur  Abkfirzang: 

rodurch  m  und  n  ganze  Functiorwn  von  A9  B^  6\  a  \verden,  80 
isseii  sich  die  vier  genannten  Gleichungen  in 

md,  wenn  man  ^  eliminirt,  in 

[l)<Jm+n-2«fi=(y-a/3)«,    (2)  />=(|+tfyy-2yc,    (3)  A;=-e* 

fcrwandeln.  Multipliciren  wir  die  Gleichung  (I)  mit  a*,  und  sub- 
trahiren  wir  von  der  dadurch  entstehenden  Gleichung  die  Gleichung 
(i),  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

«»(/Jm  +  n-2<a)— Z)=(2e— 2««i8— iiici)y  +  «*/P j, 

welche 

(2£  — 2a»/3- »ia)y  =  a^(/3m  +  «  — a«/?«— 2ae)  +  -j-  — /), 

also,  wenn  man  noch  auf  beiden  Seiten  (2c— 2a'j? — ma)ccß  sub- 
Miirt, 

ßi-2ö»|5— ma)  (y  -«ß)  =  ««(2/3m +»  +  a«/3«— 2«e) + -j — 2c/3€— />, 

ifed,  wenn  man  beide  Seiten  der  letzteren  Gleichung  quadrirt  und 
inok  statt  (y— '«jS)*  seinen  Wertli  aus  d«r  Gleichuag  (1)  setzt, 
die  Gleichung 

(4)  (26— 2a>i3^m«)«(/3m-fie  — 2ctf) 

=  («•  (2/Jm  +  n  +  a«/5«  -  2a«)  +  ^  —  2c/J«  —  />)« 

gjebt,  aus  welcher  mit  Hfilfe  der  Gfoicbung  (3)  nur  noch  £  zu  eli- 
Hiniren  ist.  Zu  diesem  Ende  ordnen  wir  die  Gleichung  (4)  nach 
leo  Potenzen  von  s  und  stellen  statt  2^ — o*  seinen  Werth  A  und 
tat!  €t^ß^ — n  seinen  Werth  C  wieder  her«  schreiben  also: 

— 8a€»  +  4(a*i4  +  (2a« + /3) m  -  C) «« 
+  «(2o«(il— a«)  C  —  (aa+3/3)m«- 4(a«+/3)/)—  4m/i)c 
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Setzen  wir  hier  statt  — z^  uud  €*  ihre  aus  der  Gleichung  (3) 
fliesseiiden  Werthe  Es  UDd  —  E,  und  bringen  wir  dann  alle  nidit 
mit  €  multiplicirten  Glieder  auf  die  rechte  Seite  der  Gleiehungi 
8o  erhalten  wir : 

C2a\A  -a^)C'-  (a«  +  3/5)m«  -  4(a«  +  /J)  Z)  +  8£  -  4ifiii)af 

=4(«M  +  (2««  +  /3)m—  C)^+a«C(a«C+iiii«)  -2a«Z>(2/Jm+«+flW 

.2 


(?-")•■ 


welche  Gleichung,  wenn  man  beide  Seiten  quadrirt  und  dann  statt 
ß,  m,  n  und  s*  ihre  in  Functionen  von  A,  B,  C,  E,  a  aiwge- 
drückten  Werthe 


t^,  B-m^y.  ^(_^^y-c.  -B 


setzt,  die  gesuchte  ganze  Function  von  A,  B,  C,  D,  Et  a  giebt, 
welche  :=0  ist.  Diese  auf  0  gebrachte  Gleichung  zu  bilden  wird 
zwar  keinem  der  geehrten  Leser  grosse  Mühe  kosten  (sie  ist,  wenn 
alle  Bruchnenner  weggeschafft  %verden,    folgende: 

(5) 

I    — •2048(a«/>-£:)(4Ä(^+a«)  +  2aa(.4+a2)2— (^+d«)»-80   \ 

!((4Ä  -  (-4  +  a«)«)«  +  64  (a«C— D))  (a«— A)     \  « 
+4(ß4(a«Z)-JE:)+(4Ä-(^+a«)«)(4Ä(il+a»)(    ssO); 
+  2a«M  +  a?)«— (^  +  a«)»-8C))  ) 

indessen  findet  es  Herr  v.  d.  S.  für  gut,  die  Gleichung  (5)  der  Sfi*^' 
len •  Controlle  zu  unterwerfen.     Er  setzt: 

a  =  6,     .4  =— 6,    J5=10,    C=-10.     />=5,    iB=-I,*> 

wodurch  die  Gleichung  (5)  in 

9674588160»  —  409600(- 15116544)«  =  0, 
d.  i.  in 

9674588160»— (640.  - 15116044)2=0 
übergeht. 


*)  Diese  seclia  Zahlen  können   uicht  tinnlihäng'g  von   einander  bi^ 

Willkür  angenommen  werden,  denn  a(=:  —  J/)  i«t  an  gut  wie  AyB^'€%B^^ 
eine  Fonction   von  /*,  9*,  10*,  |f*,  %*.    Die  gewühlten  Zahl«  ^^ 

den  Gleichongeo  (3)  des  $.  l.,  wenn  man  /?:=rlO^/,  ^=%a  <ä 


\Vur%eiffröss.  aus  atg,  Attidr, ,  fn  ^t^ich.  soicke  ais  Summ,  rorkomm,  i  13 


§.3. 

Die  Gleichung  (5)  des  §.2.  würde  zur  Losung  der  Fermat- 
Khen  Gleichung  genügen ,  auch  wenn  die  Summe  der  fiinf  gege- 
benen Wurzelgnl^sen  ebenfalls  eine  Function  unter  einem  Qua- 
Iretvrurzel- Zeichen  wäre,  weil  die  Gleichung  (5)  nur  gerade 
Potenzen  von  a  enthält.  In  dem  von  Fermat  vorgelegten  spe- 
ciellen  Falle  ist  o2  =  a^6^.  Hr.  v.  d.  S.  hat  sich  die  Alühe  gege- 
ben, auch  die  von  Fermat  vorgelegten  speciellen  Werthe  von 
C  »•,  IT*,  jy*,  2*  in  die  Gleichungen 

ind  die  auf  diese  Art  herausgebrachten  Werthe  von  A,  B,  C, 
0,  £,  a*  in'  die  Gleichung  (5)  zu  suhstituiren,  und  findet  dadurch 
rine  Gleichung,  welche  14  Zeilen  eines  ausetnandergeschlagenen 
pDien  Bogens  einnimmt,  wobei  Qberdies  ollt  eine  Klammer  ans 
einer  Zeile  in  die  andere  Obergeht.  Von  dieser  Gleichung  schreibt 
er  weiter  in 

§.4. 

Wollte  man  in  dieser  Gleichung  auch  noch  alle  angedeuteten 
Moltiplicationen  und  Potenz- Erhebungen  vollziehen,  so  wGrdedie- 
Klbe  höchstens  245157  Glieder  enthalten,  und  zwar  aus  folgen- 
in  GrOnden. 

Schon  eine  oberflächliche  Betrachtung  der  Gleichung  (5)  des 
f*  %  ergiebt,  dass  sie ,  nach  Ausfiihrung  der  angedeuteten  Multi- 
riicationen  und  Potenz -Erhebungen,  in  Beziehung  auf  or^  eine  Glei- 
Aang  des  16ten  Grades  wird.  (Hr.  v.  d.  S.  hat  diese  angedeute- 
en  Operationen  ausgeführt,  und  eine  Gleichung  erhalten,  welche 
eebs  volle  Folioseiten  einnimmt.  Davon  enthalten  die  sieben  letzten 
eilen,  jede  queer  über  beide  auseinandergeschlagenen  Foliosei- 
»I  geschrieben,  allein  das  von  a'  unabhängige  Glied  der  nach 
in  Potenzen  von  o*  geordneten  Gleichung,  und  dieses  Glied  %veist 
Bb  als  ein  vollständiges  Quadrat  aus,  wovon  die  Wurzel 

^•— 16/I«Ä  +  96.<*Ä«— 128il*/)— 2048il»£;-256^«fi» 

WUjPBD  +  8192ABE  +  256^«-^  2e48i9<Z>-  lG38iC£^4fmm 

^su  macht  Hr.  v.  d.  S.  die  Anmerkung :  Wäre  also  in  der 
•eken  Gleichang  a=0,  d.  h.  bestände  die  auf  0  gebrachte 


M«&, 


.»I 
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Gleichung  nar  aus  fifiiif  Ausdrücken  unter  QuadratvFoneln,  so  ^ 
nflgte  die  Gleichung    - 

+i02iA^BD+S\9fiABE-^256B*^2limB^D--l63SiCE+4imBf^di 

der  Aufgabe.    Diese  letztere  Gleichung  hat  die  Eigenschaft,  daa^ 

%venn  man  sich  nun  £=0  denkt,  %^'ieder  ein  vollständiges  Q» 

drat  aberbleibt,   nämlich   (A^^ -^ S A^B  +  16B^ --640)^=0.    \M 

nun    auch   D=0  gedacht,    so  bleibt  abermals  ein  votlstindipi 

Quadrat,  nämlich  (^*— 4i?)*=0,  welcher  Ausdruck  fiir  den  Fi| 

dass  auch  ß  =  0,   das  Quadrat  ^^=0  übrig  Ifisst.     Die  im  Tot 

aufgeführte  Gleichung  dürfte  eine  der  grussten  sein,  welche  fibo- 

haupt  jemals  berechnet  sind.     Sie  hat  besondere  Eigenschaften, 

von  welchen  ich  angebe:    Denkt  man  sich,  dass  einer  der  Soii' 

* 
nianden  (ausser  a)  der  Gleichung  £i=^  —  or,  etwa  i,   =0  weriiy 

80  wird  auch  £=0,  weil  E^i^i^johtl^if^i^  war.    Der  bleibeidt 

Rest  jener  Gleichung  (nach  Aussonderung  aller  Glieder,   welch 

£  zum  Factor  haben)   giebt  ein  voll«(tändiges  Quadrat,    weldm 

ich  aus  der  Gleichung  (5)  des  §.  2.  entnehme  und  nach  AusziebflH 

der  Quadratwurzel  schreibe: 

((4Ä  —  (^  +  ««)«)«  +  64  (««C-  Z>))« 
-  2048a«/)  (4i?(^  +  a«)  +  2««(^  +  ««)«  -  (^  +  a2)»-8C)=0. 

welches  die  Gleichung  reprXsentirt,  die  aus  der  Gleichung 

durch  Fortschaffung  der  Wurzeln  entsteht.  Wird  die  gegebene 
Gleichung  wieder  um  einen  Summanden,  ausser  er,  vermindeftf 
also  s.  B.  9  =  0,  so  wird  in  der  letzteren  Gleichung  D=rO  (deai 

D  war  ursprünglich  =  St^chc*^'^) ;  der  Rest  ist  nun  wieder  ein 
vollständiges  Quadrat  und  wird  nach  Ausziehung  der  Quadratwur* 
zel  sich  darstellen : 

(AB-'iA  +  ««)«)«  +  64aar=:0. 

Angenommen 9  es  werde  nun  auch  w  =  0,  so  wird  C=0,  und  znr 
Fortschaffung  der  W^urzeln  aus  ^-f  2  =  — a  dient  die  Gleichung 

4ß  -  (^  +  «*)«  =  0, 

und  BO  schliesslich  (Hr  :=:  —  a  die  Gleichung  A-i-cfl:=Oi  es  wjrd 
nämlich  in  diesem   Falle  in  der  That  A^—a^,     Hieraus »  jnij 
weil,  wie  gesagt,  a  selbst  als  Grosse  unter  einem  WuneU 
angenommen  werden  kann,  folgt,  dass  cur  Fertsdiaffang  yt 
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^arz6i-8«mnianden  sich  eine  Gleichmifi^  ersten  Graiies»  fflr  drei 
»lehe  Sammanden  eine  Gieichong  siveiten  Grades,  für  vier  eine 
liehe  Tierten  Grades,  fUr  fiinf  des  achten,  für  sechs  des  sechs- 
(hnten  als  Resaltat  ergeben  urird.  Wenn  also  Egen  in 
er  Bemerkung  zu  §.  321.  Theil  IL  seines  Handbuchs  überall  die 
oppdten  Grade  fd'r  dieselbe  Anzahl  ?on  Summanden  angiebty 
Tt  er  swar  nicht,  weil  angenommen  werden  mnss,  dass  er  die 
LnsabI  der  Grade  nach  o  und  nicht  nach  a*  bemessen  hat,  aber 
eoe  hochgradigen  Gleichungen  erscheinen  weniger  gewaltig,  wenn 
un  berficksichtigt ,  dass  ihnen  alle  Glieder  mit  ungeraden  Expo- 
leaten  fehlen). 

§.5. 

Was  nun  die  Zahl  der  Glieder  der  Gleichung  nach  Ausffih-' 

ligder  angedeuteten  Operationen  betrifft  (z.  B.  A^  ist  in  — (^)> 
ifinISsen),  «o  ergiebt  sich: 

Alle  in  der  Gleichung  vorkommenden  Glieder  steigen  in  Be- 
iebiiDg  auf  (*,  v^,  to^,  jr^,  2^,  a^  nur  auf  die  16te  Diraefision; 
ie  Zahl   der  Glieder  ist  also  höchstens  derjenigen   des  Alis- 

mcks  (l/«+a«)^«  gleich,  d.i.  ^|'^'3''|g=3. 17  19.21=20349. 

Im  speciellen  Fall  des  Fermat  vermehren  sich  die  Elemente, 
18  welchen  jene  Combinationen  zu  16  sich  bilden,  um  2.  Es 
nd  dieseJben  nämlich  ab,  a^,  ady  z^,  am,  eP,  ar,  d^b'*;  n^  würde 
geotlich  viermal  vorkommen,  was  aber  hier  ausser  Acht  bleibt; 
ran  dadurch  kann  niemals  eine  Vermehrung,  allenfalls  aber  eine 
craiinderung  der  Anzahl  der  Glieder  entstehen,  indem  sich 
»lebe,  welche  +0^^  zum  Facter  baben,  gegen  solche,  welche 
-erhaben,  vollständig  heben  konnten.    Höchstens  wOrde  also 

ie  Anzahl  der  Glieder  =  j~9"g~~~~]Ä  =  "^r~-^^=  246157 
Bio  können. 

(Hierzu  macht  Herr  v.  d.  S.  die  Anmerkung:  „Wie  nun  Genty 
1  seiner  angefiihrten  Dissertation  auf  die  Zahl  359026206  kommt, 
aoD  ich  nicht  errathen;  sollte  er  etwa  die  einzelnen  Glieder  so 
ietfacli  gerechnet  haben,  als  es  ihre  Zahlen  -  CoeflGcienteo  andeu- 
m,  z.  B.  Idt^^v  als  16  Glieder,  so  würde,  auch  wenn  es  ein  Mit- 
il  g&be,  diese  Zahl  zu  berechnen,  dieselbe  mit  359026206  kaum 
|dk  genvig  gegriffen  sein.*'  Ich  -erwiedere:  Da  auch  mir  die 
"tp  Dissertation  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  so  kann 
mnebnieo,  dass  Genty  bei  der  Abschätsang  der  Anzahl 


.^: 
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der  Glieder  zwar  die  Zahlen -Coeflieienteii  nicht  zusammengeiililt, 
aher  auch  nicht  genug  dafSr  gesorgt  habe,  die  sich  von  einander 
bloss  in  den  Zahlen  -  Coefficienten  unterscheidenden  Glieder  jedeh 
mal  in  Ein  Glied  zu  vereinigen ;  wie  weit  er  in  dieser  Son^losig- 
keit  gegangen  sei,  kann  uns  ganz  gleichgfiltig  sein;  es  ist  inter- 
essant genug,  dass  Hr.  v.  d.  S.  durch  einen  strengen  Bewei« 
jene  ungeheure  Zahl  auf  eine  verhältnissmässig  sehr  kleine  be^ 
abgebracht  hat.    W.  L.)    Hr.  v.  d.  S.  fährt  in 


§.6. 

fort :  Aus  dem  Bisherigen  iSsst  sich  nun  der  Weg  erkenneo,  irf 
welchem  Wurzeln  aller  Art  aus  Ausdrücken,  in  welchen  solch 
als  Summanden  vorkommen,  fortgeschaflft  werden  können.  Am 
der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  ist  bekannt,  dasi  61 
immer  m5glich  ist,  aus  einer  gegebenen  Gleichung  eine  sokke 
desselben  Grades  zu  construiren,  in  welcher  die  Unbekannten  befifr 
hige  ganze  Potenzen  der  Unbekannten  der  gegebenen  Gleichung  siid. 

Wird  nun  ein  Ausdruck  mit  e  W^urzelzeichen  gegeben,  I.B. 

(1)  Vfl  +  V6+ VC  +  ....  +  V€/=:0, 

m         11  o 

SO  vermag  ich,  i^a,  Vhj  Vc als  Unbekannte  einer  Gletchmig 

des  e — Isten  Grades  anzusehen,  und  weiss,  dass  die  Summe  voi 
e — 1  Gliedern  der  Gleichung  (1)  gleich  ist  dem  eten  Gliede  mit 
entgegengesetztem  Zeichen,  als  es  in  (1)  gegeben.  Diese  Glri- 
chung  des  e  —  Isten  Grades  sei: 

und  ich  weiss  von  dieser  Gleichung,  dass 

in  A  o  q 

(3)  «=  —Va—Vb  —  Vc  —  ....  =  Vd. 

Construire  ich  nun  zur  Gleichung  (2)  die,  deren  Unbekannte  die 
rten  Potenzen  der  Unbekannten  der  Gleichung  (2)  sind  (wobei  ich 
durch  r  eine  Zahl  ausdrQcke,  welche  m,  n,  o,....^  als  Factoren 
hat  und,  wenn  m,  n,  o,.,,.q  relative  Primzahlen  zu  einander 
sind,  =mito....9  ist),  so  erhalte  ich: 

und  weiss,  dass 
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Q^  ^^  l|iio.«..y  ^iwo«««.y  _|-  ^iio....o^iiin....o  _|_  hmo...tti ^ttHn,..,Q  _i. V 

II.    fi.    W,  '  J 

.|. {«»....f  c>am....9  ^  ....^  u.  8.  w.  mit  Hülfe  der  Theorie  der  syninie- 
triKhen  Functionen  als  i^anze  Functionen  vou  et,  ß,  y»—'  <lärg^~ 
iMt  werden  mQssen.  Durch  bllimination  der  (irö»<scn  ß,  y, ....  aus 
fa  Gleichungen  (4)  nach  den  bekannten  Methoden  kann  ich  eine 
|Uie  Function  von  a',  ß' ,  /,....  und  von  a  tinden,  i^elche  =0 
M  Stelle  ich  in  dieser  auf  Ü  «lehrachten  Gleichung  statt  «',  ß',  /,.... 
^ihoen  gleichbedeutenden,  in  (4)  angezeigten  ganzen  Functio- 
lü  von  a,  6,  r,....  wieder  her.  so  habe  irh  ans  der  Gleichung 
I)  alle  Warielgriissen  mit  Ausnahme  von  a  herausgeschafft ;   auch 

k  durch  «=:Vcf  ausgedrückte  Wurzelgrösse  ist  in  dem  Fall 
itansgesebaSt,  wenn  in  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  a  nur 
it  Potenz- Exponenten  vorkommt,  welche  q  als  Factor  enthal- 
B,  des8gleicben  in  dem  Fall,  wenn  d  eine  vollständige  i/te  Po- 
m  \at,  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  in  der  Gleichung  (1)  nicht 
Wunelgr5ssen ,  sondern  deren  nur  e — t  vorkommen,  das  €?te 
lied  der  Gleichung  (1)  aber  ein  Glied  ohne  Wurzelzeichen  ist. 
4  a  nicht  herausgeschafft,  so  fange  man  die  Rechnung  von 
ume  an,  denke  sieb  aber  zur  linken  Seite  der  Gleichung  (I)  noch 
w  Glied  hinzugefügt,  welches  =^-0  ist.  wodurch  die  Gleichungen 
!)  nnd  (3)  in 

;r'  h  ajc"^-^  f  ßx^'^  f  yo.«-^  K  ....  --0, 

m  n  o  q 

«  =  —  Va  —  V(t—  Vc  —  ....  —  Vd  -■  0 

»ergehen,  und  also  »  zuletzf  doch  herausgeschafft  i^t,  weil 
=  0  ist. 

Mehr  Schwierigkeiten  ergeben  sich  •  %ienn  dioGrüs^en  a,  h,  c,... 
ribst   wieder  Summen    von  Wnrzelgrossen  sind.     Lässf   sich  ein 

n 

^her  Ausdruck,  z.  B.  y  n' +  x/a",    in   die   Form    a'"  +  %/«"" 

m,  *o  ist   diese  lieduction   zuerst  auszufuhren;    andernfalls 

:htet    man   zunächst  nur   die  äusseren   Wurzeln   (in   obigem 

'M  die  fite  Wurzel)  als  diejenigen,  welche  fortzuschaffen  sind; 

h   als  Rcaoltat  ergebende  Schlussgleichung   enthält  dann 

dt  den  inneren  Wnrielo  (in  obigem  Beispiele  die  fünfte 
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Wurzel)  oder  Potenzen   derselben,  und  ist  nun  al«  Aasdrack  ßr 
sich  abermals  nach  der  angegebenen  Methode  zu  behandeln. 

Freilich  werden  sich  solchem  Verfahren  in  den  meisten  Pil- 
len Rechnungs-Schivierigkeiten  entgegenstellen,  welche  we{»n 
der  VVeitläuftigkeit  der  Formeln  unüberviindlich  sind. 

Herr  v.  d.  S.  macht  in 


§• 


i. 


folgende  Schlussbemerkung:  Ich  vermuthe,  das«  luir  6t 
Gleichung,  weiche  ich  in  §.4.  gegeben  habe,  nicht  hSufig  Dick- 
gerechnet  wird,  und  wende  daher  zu  ihrer  Prüfung  die  Zabb- 
Controlle  an,  indem  ich  statt  der  Elemente  der  Aufgabe,  biidL 
Eines,    Zahlen   willkürlich   (aber    möglichst   leicht  zu  bebaodeh) 

s 

wähle.  So  nehme  ich  an,  statt  des  Ausdrucks  £t^z — a  mm 
der  Zahlenausdruck  Vi  +  V^  +  Vi  +  Vi  +  Vi  =^  zur  Conlidb 
dienen.  Die  Gleichung  des  §.  4.  ist  nach  a  eine  solche  des  SSMoi 
Grades;  o  muss  also  32  Werthe  haben.  Wirklich  finde  ich,  dttt 
dies  <liejenigen  Werthe  sind,  in  welche  sich  Vl  + V^l  + Vl  +  Vl+Vl 
verwandelt,  wenn  ich  jedes  der  fiinf  Glieder  Vi  unabhängig  m 
den  vier  übrigen  Gliedern  in  seiner  doppelten  Bedeutung  (fl 
und  — 1)  nehme,  wodurch  32  Combinationen  entstehen.  FflraUl 
diese  32  W^erthe  würde  man  nach  der  Fortschaffung  der  Wandi 
zu  demselben  Resultate  gelangen. 

Wenn  man  diese  32  Werthe  quadrirt,  so  geben  je  zwei  nii 
zwei  dasselbe  Resultat  (nämlich  diejenigen,  von  denen  der  eiM 
aus  dem  andern  dadurch  entsteht,  dass  man  alle  fünf  Zeichen  n- 
gleich  in  die  entgegengesetzten  verwandelt).  Dies  stimmt  mit  d« 
Bemerkung,  dass  die  Gleichung  des  §.  4.  n.nch  a^  nur  eine  Glei 
chung  des  IGten  Grades  ist. 

Bei  der  Zahlen -Controlle  ergeben  sich  nun  zwar  im  streng 
sten  Sinne  nur  sechs  Werthe  für  a,  nämlich  -f  5.  —5,  -|-3,  —3 
-|-1,  — 1;  aber  es  liegt  dies  in  den  gewählten  Zahlen;  die  Gid 
chung  hat  Einen  Werth  a=5,  Einen  W^erth  a=:  — 5,  fünf  Werft 
a=:-|-3,  fünf  Werthe  «=  —  3,  zehn  Werthe  a=-f  1  und  lehi 
Werthe  cr= — l.  Eben  so  hat  die  Gleichung  des  lOten  Gradi 
Einen  Werth  a«=25,  ftinf  Werthe  a^-9  und  zehn  Werthe  i^^ 

Für  a^  können  also  in  die  Gleichung  des  §.  4.  die  WaitUl 
9  und  1  eingeführt  werden;    A»  £,  C,  Z>,  E  haben  in 
Einen  bestimmten  Werth: 


1 
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Die  Substitution  dieser  Werthe  i^r  Ay  B,  C,  D,  E  in  die 
Sleicliung  des  $.  4.,  ohne  Vollziehung  der  angedenfeten  Multipli- 
eationen  aod  Potenz -Erhebungen,  uimnit  wieder  sechs  Folioseiteo 
rio;  die  Vollziehung  der  genannten  Operationen  aber  fQhrt  auf 
lie  Gleichung:  ' 

o«  —  16.6««>  +  8.335oM  —  16.3J35a*6  +  4.146635aM 

—  l6.2S2261a»  -f^  8.2968306a»>--  16.5401095a>« 

+  2.1122237J5o"— 16.26374]35a»*  +  8.72514153«« 

-  16.3e481285aio  ^  4.106365735a«  ~  16. 13680495a«' 
+  8.9429615«*— 16.977589a« +  1476225=0, 

ImI  es  wird  schliesslich  noch   auf  zwei  ganzen   Folioseiteo   con- 
Inllirt,  dass  dieser  Gleichung  die  Werthe 

««=25,    a«  =  9,    ««=1 

iNlge  thon,  indem  die  Summe  der  positiven  Glieder,  je  nach- 
Ign  aw  (^=s26  oder  =1^  oder  =1  aetet, 

slfl0349671 146492389785600,    3-^)S26S60Q00000Q00,    1331 

!•  ShBHM  der  negativen  aber 

=—160349671146492389785600,    -321226560000000000, 

-133 


^      IIJ  I 


I  IJ 


ird. 


Iliteu4    .    I 


15 


V. 
4' 


'■»V 
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Summirang  der  anendlichen  Reihe 


Ä,=    -y 


Von 

Herrn  Doctor  am  finde 
KU  LangetifalzR. 


Der  Gegenstand  des  folgenden  Aufsatzes  ist  die  Summii 
der  vorstehenden  unendlichen  Reihe  sowohl  für  den  Fall,   i 
die  Glieder  derselben  mit  einerlei  Vorzeichen  behaftet  sind« 
auch  für  den  Fall,  dass  die  Vorzeichen  derselben,  sei  es  glie 
weise,  sei  es  gruppenweise,  abwechseln. 

1.    Es  sei  gegeben  die  Reihe: 

J¥i +^  +  -X'3  +  ....  in  inf., 

welches  bekanntlich  die  allgemeiqe  Form  jeder  regelniSss 
Reihe  ist.  Gesetzt  nun,  es  fände  sich  ein  Integral,  dessen  yS 
genau  Xk  ausmachte,  so  dass  man  also  hätte: 

/      f(x,k)dx—Xky 

a 

SO  wäre  obige  Reihe  gleich  der  folgenden: 

J*  f{xA)dx^^j'  f{xy'l)dx+r'  f{x,2)dx-[^.,..  in  inf 

«  o  o 

=y  '  t  Ax,  1)  +  /([*,  2)  +  fix,  3)  + .....  1 4». 
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roraus  ersichtlich  tat,  dßBs  die  Summirong  der  gegebeneD  Reihe 
fi  4-1^9-f ....  auf  die  SammiruDg  einer  anderen  Reibe,  nämlich 
ie  Reihe  /(j?»  1)  +  fXx,^)  +  ....  flbertragen  ist.  Ist  man  nun  im 
Stande,  die  Snmroe  der  letzteren  zu  finden,  und  heisst  dieselbe 
F{x),  80  hat  man  schliesslich: 

Jfi  +  Jl^  +  Jfj  +  ....  in  inf.  =  /       F{x)dx , 

a 

kttz\k  welches  Integral,  da  nun  die  Reihe  durch  einen  gescblos- 
Nneo  Ausdruck  dargestellt  wdrde,  der  Forderung  der  Reiben- 
«UBinirung  Genüge  geleistet  wäre.  Dieses  Verfahren  lässt  sich 
BÜ  Leichtigkeit  auf  die  Forstehende  Reibe  anwenden.  Bevor  wir 
JMoch  diese  Anwendung  machen»  suchen  wir  die  Grenzen  zu 
kitimmen,  innerhalb  deren  die  Reihe  &  convergirt. 

2.    Bezeichnet  man  kurz  mit  Ui,  tis»....  die  Glieder  der  Reihe 
to  hat  man  hier : 

ttp  "■ao(P+l)"  +  «i(P+l)"-'+...  +  ai.'^ 

Oo  T +  ••••  T m 


«o('+^-i-Ja+i)-»+....+^ 


I« 


%lich: 


(n  =  einer  beliebigen  ganzen  Zahl)  > 
-^^=zx    für   »  =  oo; 


mit  ist  die  Reihe  S%  sieher  convergent  f&r  l>a;>— 1. 
Wir  untersuchen  weiter  den  Grenzwerth  pl  --^ 1 ).   Man  hat  : 


p      p^     *'"p* 
^icb   nir  p=Qo: 

1 


ttp+i 


=pUl+^~-l! 
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Da  dieser  Crenzwerth  bekanntlich  >  1  ist  für  jedes  ft>l,ii 
ist  demnach  die  Reihe  Sx  conTergent  flir  jedes  beliebige  n,  wm 
l>:r>— 1,  und  in  dem  Falle,  das«  ii>l  ist,  convergiit rie ft 

3.  Wir  schreiten  nun  zur  SumminiDf»  der  Rdbe  imd  driefai 
obiger  Methode  gemäss  das  allgemeine  Glied  derselben dnrcheiBiito- 
gral  aus.  Der  Nenner  des  allgem^nen  Gliedes  aoP"-|-AiP*'^'f*-'K 
bezeichnen  wir  kurz  mit  g>(p)  und  setzen  dann: 

Differentiirt  man  die^e  Funktion  nach  x  und  nndtiplicirt  dam  ii{ 
X,  so  ergiebt  sich : 

dx       ip(p) 
Eine  abermalige  Differentiation  nach  x  und  MultiplikatHm  mit  JPgMlti 

tLfl        dx      ^ip) 

Es  ist  ersichtlich,  dass  man   bei  Fortsetzung  dieser  BehanMaü 
der  Funktion  y  erhält : 


•?S  +  a^&,  +  x^=^5. 


dx^ 


dx*        dx      <p(p) 


d_^ 


dy  yrf 


Bezeichnet  man  die  nach  k  Differentiationen  und  MultiplikstioM 

(xd)^y 
entstandene  Funktion  nach  Scherk  *)  kurz  mit    ^^^  ,  so  hat  mii 


XP 

(xd)y  ^       xP 
dx    ~"  ^  g>(p)  * 

dx*         '^  q)(p)  ' 

(xd)*y  aSP 

dar»        '^  Kp(p) 


*)  Scherk.    de  evulvenda  fiinntione  "   '9^""^ —  ^j,q„|y^li...i».i 
llpgionionti  1824,  pag.  2. 


.  >. 


^  ""  p=i  floP"  +  ^iP*"*  +  ....  +  a« ' 

Jan  multiplicire  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  er«,  die 
weite  mit  a«-!,  die  dritte  mit  0%-%  und  so  fort,  also  die  letzte 
iit  Oq,  addire  dann  die  resultirenden  Gleichungen,  und  man  hat 
laon: 

ai^+«i.-i"ä^+a»-a-3^  +  ....  +  ao-7^/ 
oitr: 


Du  Gesetz,    nach    welchem    die    Coefficienten    der   Differential- 

^Botienteii  des  Ausdrucks  "j]^ 9  welcher  offenbar  folgende  Ge- 
stalt hat: 


xv 


gebildet  sind,  ist  gegeben  durch  die  Relation*): 

m-ik 

k 
m—k 

*o  das  Zeichen   'C  die  Summe  der  Combinationen  der  (m— A;)ten 

k 

Klasse  mit  Wiederholungen  aus  allen  Elementen  1,2,  3....A'  be- 
leatet,  wobei  aber  die  einzelnen  Combinationen  als  Produkte  der 
Sakl«a  aoEosehen  sind,  aus  denen  sie  bestehen.  Man-  hat  dem- 
Itflflss: 


=««(T't +?«•&+•■■  ■^'{•-S)-*^,- 


"^rk  abndaislbjit  psg.  6. 
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Wir  nehmen  aus  diesen  Gleichungen  Hie  Coefficienten  von  ^ 
heraus  and  setzen  ihre  Summe  =^*f  also: 

O  I  2  R-t 

an^k'C+  ö«-it-i'C+a«-^^2'f;+  ....  +  iio'C=  Ak. 

k  k  k  k 

Addirt   man   nun    die    vorhergehenden   Gleichungen-  und   benotit 
dabei  diese  Bezeichnung^    so  folgt: 

Es  ist  somit  durch  obige  Kechnungsoperationen  das  allgemeiM 
Glied  der  Reihe      .   .   auf  die  einfache  Form  xP  gebracht ,  arf 

man  sieht  nunmehr,  dass  der  ersten  Forderung  der  am  Einginp 
des  Aufsatzes  für  die  Summirung  der  Reihe  Sx  vorgeschlagenei 
Methode 9  nämlich,  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  in  der  Fon 
eines  Integrales  darzustellen,  dadurch  Genüge  geschieht,  da* 
man  die  Differential.^ieichung  (1)  vollständig  integrirt,  eine  Fo^  | 
derung,  der  man  bekanntlich  leicht  genOgen  kann. 

4.  Um  die  geforderte  Integration  auszuftihren,  suchen  wir  die« 
partikulären  Integrale,  welche  der  Differentialgleichung  (l)  okne 
zweiten  Theil  genügen,   d.  h.  der  Differentialgleichung: 

^y  +  ^i^^l  +  ^a^^S  +  ••••  +^"^"^«  =  Ö.  (2) 

Nennen  wir  yi,  y^f  y^f"  yn  die  partikulären  Integrale  dieser 
Differentialgleichung,  so  wird  das  allgemeine  Integral  derselben 
dargestellt  durch  die  Gleichung: 

y  =  Ciyi  +  C^2  +  C^y^  +  ....+  Cnyn, 

wo  Ci,  C^,  C3,....  Cn  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 
Nimmt  man  nun  y  =  a:^,  so  folgt: 

Wir  setzen  diese  Werthe  ron  y  und  seinen  Differentialqno 
tienten  in  (2)  ein  und  erhalten,  da  die  resultirende  Gleichung  durd 
x''  theilbar  ist: 

^ü  +  ^i»-  +  ^«Kr-l)  +  ....  +  i4„r(r— l)....(r-n+l)=0.     (3) 

Man  sieht,  dass  wenn  vk  irgend  eine  der  Wurzeln  dieser  G*^^ 
chung  ist,  der  Gleichung  (2)  durch  g=ia^k  genügt  wirfi 
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I)a  die  Gleichung  (3)  in  Beziehung  auf  r  vom  nten  Grade  ist, 
glebt  sie  im  Allgemeinen  n  verschiedene  Wurzeln.  Wir  be- 
shneo  diese  Gleichung  der  Kürze  wegen  mit  f{r)  und  ihre 
irsefn  mit  ri,  r^,  r^f—^rn»  und  erhalten,  indem  wir  nun  n  par- 
iläre  Integrale  obiger  Differentialgleichung  kennen,  als  allge- 
nes  Integral : 

ff  =  (\x^*  +  C^x^^  +  C^x^^  +  ..  .  +  Cnx\  (4) 

Damit  wir  nun  von  diesem  Integrale,  welches  der  obigen  Dif- 
itialgleichung  ohne  zweiten  Theil  genügt,  zu  dem  Integrale 
Igen,  welches  derselben  mit  dem  zweiten  Theile  xv  genügt, 
ichten  wir  die  willkürlichen  Constanten  C^,  C^9..,,Cn  als 
(tionen  von  x  und   bestimmen  dieselben  so,  dass  in  den  für 

Ä^*  ""  i/j?«-!  ^       ergebenden  Ausdrücken  die  Summen  der 

-T^,    -r^>  ....  -■}-  multiplicirten  Glieder  gleich  Null  werden, 

si  also  nur  die  Gliedersumme  nicht  verschwinden  darf«  welche 
<aus  der  Berechnung  des  nten  Differentialquotienten  ergiebt. 

Setzt  man  wieder  yi  für  x''^',  y^  fär  xr^'  u.  s.  w.,  so  hat  man 
Gesagten  zufolge: 

+  ^(^«y.  +  A^x^  +  A^^  +  ^^  +  AnX»^) 
+  Ct  (A^t  +  Arx  ^  +A^*^+..  +  An^f  ^) 


+  C(A^y.  +  A^x^  +  A^*  ^-+....  +  ^^^ 

■•'  da«-»  ■  tlx  "•"*!:"-»  ■  rf«  ■*■  "••  ■•"  «ia:"-»  '  dx  ~^  ' 

le  Gieichnng,  wie  man  leicht  erkennt,    sich  vereinfacht  zu 
•Igeoden: 
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Die  Gleichungen ,  uelcbe  die  Bedingung  aussprechen,  daatd 
Summen  der  mit  'Trr>   -^^  u.  s.  «v.  multiplicirten  Glieder,  wcU 

sich  bei  der  Berechnung  der  ersten  n-— 1  Differentialqaolierti 
von  y  ergeben,   verschwinden  sollen,    lauten: 

dCi         dC^  dCu     « 

dyi   dCi       dy^  dC^  .^.^—0 

dx'  dx        flS '  dx       ""      dx'  dx        ' 

cP^i    dCi      ^  d(\  d^n  dCn^^     }    P) 


r£ar— «  •  rfF  +  Ar—«'  Ar  ^"^'S^^'^ax''^'  ' 

Aus  diesen  n — 1  Gleichungen  und  der  folgenden: 

d^-%    dCi      d»-^y^  dC^        .d^^n  dCn_   , 
Ar"-^  •  dx  ■*■  €«ar»-i  •  rf^  +•••+  ^x^^x  •  rf-p  — ^' 

können  nunmehr  die  n  Differentialquotienten  -gr^»   '^^»••"" 

bestimmt  werden,  und  zwar  iSsst  sich  die  Bestimmung  dersdb 
da  die  Bestimmungsgleichungen  sämmtlich  vom  ersten  Grade  si 
allgemein  ausiiShren.    Man  hat  nach  den  Lehren  der  Algebra: 

dCk  xf-^k-^ 

Ar  "^  (r*  —  ri)  {th—T^ ....  (rt — r*-i)  (r*  —  r/t+i) ....  {rt  — r«)  * 

Um  den  Ausdruck  rechter  Hand  zu  vereinfachen,  setzen  wir: 

(r  — ri)(r— r2)....(r— r„)  =0. 

Diese  Gleichung  erhält  man  offenbar  aus  der  unter  (3)  angeg' 
nen  durch  Division  mit  An,  also: 

f(r) 

T  =  (r— ri)(r— ra)....(r— rn). 

Es  folgt  werter: 

fix) 

'l         =z(r^ri){r  -  r^)..^.  (r  -  rfc-i)  (r — r*+i) ....  (r^rtd 

^n[T  —  ric) 


Wird  hier  rzizrk  gesetzt,  so  nimmt  jL^^.)  ^*®  vWAmiI 


Yi^ 
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.    Um  nun  den   wahren   Werth    dieses   Auedruckes  zu  finden, 
ferentiiren  n-ir  sowohl  Zähler  als  Nenner  nach  r  und  erhalten 
Dach  Einsetzung  des  Werthes  t*it  fGr  r : 

^-j— =(r*— ri)(r*-— r»)....  (rfc-rjb-i)(rft--rjt+i)....(r*  —  r«). 

olglich  hat  man  jetzt: 

dCk  _  ^«arP-'-t"^ 

lio  Gberhau||t •  wenn  man  von  dem  Faktor  An  absieht: 

hl  nun  die  Werthe  von  Ci,  ^,....  C«  zu  erhalten,  multiplicire 
Mn  mit  dx ;  man  erhfilt  dann : 


"•^-=y   /•'("«)  **^+^*5 


•  Ci9  <%f  •••Ca  die  bei  den  Integrationen  sich  ergebenden  Con- 
inteD  bezeichnen. 

Setzt  man  jetzt  diese  Werthe  von  Q ,  Q, ....  d  in  Gleichung 
)  eio«   so  erhält  man: 


j:P 


Somit  haben  wir  der  ersten  Forderung  unserer  Aufgabe,  das 
Igemeine  Glied  der  Reihe  Sx  durch  ein  Integral  darzustellen, 
nfigt. 

Wir  haben  hier  noch  das  Weglassen  des  Coefiicienten  An  in 
in  Aosdrflcken  filr  -^,   '^*""~dx    ^^  rechtfertigen. 

-  Da  die  Gleichungen  unter  (6)^    welche  zur  Bestimmung  von 
"^  -  s»  w.  dienten ,  aus  Gleichniig  (3)  nur  die  Wurzeln  ri ,  r2 , . . . .  r« 

E«t  ersichtlich»  dass  das  Integral 


•  -    -^ 
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das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung 

d".V  .  ^«ri  ^._i^^""^y  ,        .  ^i     dy      Ao 
^ä^«+   An   ^      d^^^-^Än^H^Aj'''^ 

ist    Wir  hatten  aber  das  Integral  der  DifferentialgleiehaDg 

"^*  rf^  "*" ""  +  ^oy  =  *** 

oder*   was  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

zu  suchen.  Es  ist  leicht  xu  sehen ,  dass  das  Integral  dieser  li 
teren  Gleichung  Aniaa\  kleiner  als  das  Integral  jener  ist,  folg 
war  oben  das  Weglassen  des  Coefficienten  Am  gerechtfertigt 

5.    a)  Es  seien  nun  die  aus  den  Integrationen  von  -^  ili 

sich   ergebenden  n  Constanten  C|,  c^, Cu  zn  hestimmea. 

diesem  Zwecke  fuhren  wir  die  oben  nur  angedeuteten  Integn 
nen  aus,    und  erhalten: 

y= 


9>ip) 

XP  XP  xf 


Durch  Division  mit  xp  folgt  hieraus: 
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ich  den  Ijehren  der  Algebra  ist  aber: 

l  1.1  1 

+  ...+ 


»Iglich : 


J  1  .  V 


9(P)       Ap)       *=i 

1 

h  nau    ~7~r   uoabhSngig  von  a:  sein  muss,   so  folgt,    dass  die 

nt  Poteosen  von  x  multipliöirten  Glieder  verschwinden  müssen, 
•Igllcb  ist: 

Ci  =  0,     Ca  =  0,  ....Cii  =  0 
1  1 


=7r::\  ^^^^  v(p)=^f(p)' 


9>ip)    fip) 

Im  sieht  demnach  augleich»  dass  die  Funktionen  q>(p)  und  f[p) 
itUkommen  Identisch  sind. 

b)  Ein  zweiter  Beweis  für  die  Identität  von  ^{p)  und  f{p), 
Kn welchem  dann  ebenfalls  folgen  wurde,  dass  ei=0,  C2=Ö,.... 
«.ea=0  sind»  ergiebt  sieb  auf  folgendem  Wege: 

Man  erkennt  leicht,  dass  man  für  x=z\  fiir  das  Integral 


(/7W'^+") 


üaer  denselben  Werth  erhalten  wird,  mit  welcher  Potenz  von 
man  auch  immer  dieses  Integral  multipliciren  mag.  Desshalh 
irf  die  Wurzel  ru  in  der  Potenz  x^t  ausserhalb  des  Integrations- 
tichens,-  so  lange  es  sich  um  den  Werth  des  Integrales  ffir 
^1   bandelt,  als  ein  positiver  Zahlen  werth  angesehen  werden, 

id  die  Summe     ^   Ckxfk    wird    dann    fär   :r.=:0   verschwinden 


Bsseo.    Da  ferner,  weil  p  stets  eine  positive  ganze  Zahl  bedeu- 
t,  auch  -  V   >   ßlr  a:=0  verschwinden  muss  und   ebenso  auch 

^,.    >■  dx  für  x=0  verschwindet,  vorausgesetzt,  dass  p — r* 

eht  negativ  und  nicht  =0  wird  (welcher  Voraussetzung  in  allen 
ÜBD  dadurch  entsprochen  werden  kann,    dass  man  die  Reihe 

In  genfigend  weiter  Ferne  liegenden  Gliede  an  sum- 

«Mnjetit: 


V 
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p)        k=\J  f'(rh)  ^fc=l 

o 


oder : 


9>(P) 


l 


=    J? 


+    2  Ck^ 


q>(p)         4=1  ip—Tk)  f{Tk)  ^  fc=l 


Es  ist  nun  : 


1 


i 


und 


k=i  ip-Tk)  f'ivk)       An(p-ri)  (p-ra) ....  (p— r«) 


1 


9>(P)       ao(p— Pi)(P— J»4)--(P— P«)* 


vro  1*19  r^,....  rn  die  bekannte  Bedeutung  haben  and  pi,  pt»****!^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung  q)(p)  =  0  bezeichnen.  Setzt  mao  C 
für  £ck,  so  ist: 


also  auch: 


+G 


^»(p-»'l)(p-»'2)--(p  — ^»)  =  «0(P— PI)(P— ft)..    .(P-I»») 

+  ao^"C(p  -  ri) ....  (p— r«)  (p— pi) ....  (p  — j^. 

Setzt  man  hier  p=ri,  wo  rk  eine  von  den  Wurzeln  der  Gteichflof 
/'(p)=0  bezeichnet,  so  ergiebt  sich: 

«0  (»•*  — Pi )  (»•*— Pi) . . . .  (r* — pn)  =  0, 

welche  Gleichung  offenbar  aussagt,  dass  r*  eine  Ton  den  n  W>^ 
zeln  der  Gleichung   9>(p)=0    ist.     Wie  man  leicht  sieht,  lis' 
ebenso  auch  die  flbrigen  Wurzeln  r  der  Gleichung  /(p)rrO  i** 
gleich  Wurzeln  der  Gleichung  q)(p)=zO.     Da  nun,    wie  aus  d^ 
Aufgabe  und  aus  den  vorhergehenden  Berechnungen  Mgt,  sowoM 
die  Gleichung  ^(p),  als  auch  die  Gleichung  f{p)  vom  ntenlirads 
ist,  so  haben  wir  hier  zwei  ganze  rationale  algebraische  Funktio- 
nen des  nten  Grades,  welche  für  n  ungleiche  Werthe  von  p  (tr^ 
setzen  voraus,    dass  beide  Gleicbungep   nur  angleiche  Wonob 
liefern)  gleiche  Werthe  erhalten.     Um  ihre  Identität  nachzuwei- 
sen, werden  wir  zu  zeigen  haben,   dass  sie  auch  noch  Ar  einef 
(n-f-l)ten  Werth  von  p  gleiche  Werthe  erhalten  *), 

Da  Null  keine  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 


^ 


*)  Dieie«  Archiv.  Theil  XXXI.  Heft  1.  ,«g.  U. 


/ 


t 
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t,  indem  wir  voraussetzen ,  dass  a«  nicht  =rO  ist,  so  setze  man 
fiir  p  in  q>(p),  and  man  bat: 

q>(0)  =  an ; 
ibI  ebenso  setze  man  0  fßr  p  in 

flp)=Ao  +  A^p  +  A^p(P'^\)'i-.,..Anp(p-l)....(p-ni^\), 
nd  man  hat: 

no) = Ao. 

In  ist  aber  nach  Frflherem : 

/)(ü)=:/io=a«'C  +  ii.-i'C  +  ....  +  'C, 

o  o  o 

0  Ir 

bfi^icb,  da  'C=l  ist  und  'C  ffir  alle  Werthe  von  k=zl,2 n 

o  0 

flrschwindet: 

enoach  erbalten  die  beiden  ganzen  rationalen  algebraischen 
laktionen  ip(p)  und  flp),  die  beide  vom  nten  Grade  sind,  för 
ahr  als  n  verschiedene  Werthe  von  p  gleiche  Werthe  und  sind 
Iglich  identisch  gleich,  woraus  zugleich  folgt,  dass  C=£ck^=0  ist. 

Sollte  der  Fall  eintreten,  dass  in  q>(p)  das  Glied  an^=0 
Ire,  so  würde  nach  dem  Vorigen  auch  yfo=:U  sein.  Dividirt 
m  dann  beide  Funktionen  mit  p,  so  erhält  man  zwei  Funktio- 
in  TOm  (»— l)ten  Grade,  deren  Identität  sich  durch  dieselbe  Be- 
■cbtmig,  die,  wir  im  Vorbergehendon  machten,  ergeben  wärde, 
ilglicb  sind  dann  auch  diese  mit  p  multiplicirten  Funktionen,  d.h. 
Ib  Fonktfonen,  von  denen  wir  ausgingen,  identisch  gleich. 

c)  Der  im  Vorigen  gegebene  Beweis  (ür  die  identische  Gleich- 
et der  Funktionen  g>(p)  und  f(p)  wird  offenbar  dann  nicht  mehr 
wreichen,  wenn  diese  Funktionen  gleiche  Wurzeln  darbieten. 

Da  wir  oben  die  Gleichheit  der  von  p  freien  Glieder  a«  und 
^  in  ^p)  und  f(p)  leicht  nachweisen  konnten,  so  liegt  die  Frage 
ihe»  ob  sich  nicht  auch  die  Gleichheit  der  Coefficienten  der  mit 
•tenseii  von  p  multiplicirten  Glieder  der  Funktionen  q>(p)  und 
'^'tgenein  nachweisen  Hesse. 

vn  diesen  Nachireis  mit  Folgendem : 


I ^% 


»    «I 


k-    • 
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Der  Coeflicient  in  der  Funktion  <p(p)»  welcher  mit  der  A;ten  Po- 
tenz von  p  multiplicirt  ist,  ist  an-h*  Wir  suchen  nun  den  Coefl^oten, 
welcher  in  /'(/0=^o  +  -^iP  +  --+^«f'(p— 1)(;'— 2)....(p-fi+l) 
mit  derselben  Potenz  von  p  multiplicirt  ist. 

Man  hat  allgemein : 

7?(;i-l)(p-2)....(;/-n  +  l) 

n— l  «—1  «—1  «—1  ■-! 

fc=n  n— 1: 

=  2:  (-1)"-*  c  »*. 

k 

Hier  bedeutet  C  die  Summe  der  Combinationen  der  Aien  Klane 

n— i 

ohne  Wiederholungen  aus  allen  Zahlen  1,  2, ....  it  —  1,  wobei  aher 
die  einzelnen  Combinationen  als  Produkte  der  Zahlen  anzosetw 
sind,  aus  denen  sie  besteben. 

Von  den  Gliedern  A^y  4p»  A^p(p—V)y,„.At^p—\)^J^p—n\\i 
ist  offenbar  Akp{p'-\)****{p  —  k'\-V)  das  erste,  in  weichem/ 
vorkommt.  Somit  ergiebt  sich ,  wenn  wir  uns  jetzt  /(p)  nach  P^ 
tenzen  von  p  geordnet  denken,  für  p^  folgender  Coefficient: 

i4tC'-A+iC'  +  ^H«C'-....+(-l)ilm   C  +....+(-1) A-1*  C 

k-1  k  k-\-l  tn-l  »4 

»— t    m—k  » 

+  (-l)^„    c. 

Es  ist  aber: 

^*  =  a,-t'C+a,-*-i'C+....  +  iio'C, 
k  k  k 

folglich  geht,  wenn  man  die  Glieder,   die  mit  gleichen  as  mniti- 
plicirt  sind,  zusammenfasst,  obiger  Coefficient  über  in: 

«— Ir  o      n—k—\    1  1  n—k—X  o    «— ft 

«oCcc'-'c  e+....+(-i)— «^i'c  c  +(-i)-*'c  C) 

Ir    Jk^l        k\\     k  n—\  n-2  ■    «.i 

«— *— l     O  ii~Jlr~2  l  1    n-.A'-.a 

+  a,(  'C     C—   'C    C'+....+(— l)'«-*-«'C     C 

o   ■— *— I 
■-1   fi— 2 


1      4)  Ol 

ft    lr~l        H-l    *  äl 

k    k-X  - 


lat  man  aber: 

2:(-l)»-^"c   C'=0*)    (fär  A=ii,  it-l.....it), 

A    A-i 

Ä;<ii;    folglich  mflsseD,  da  wir  för  alle  Coefficienten  von 
, —  bis  On^h-i  incl.  diesen  Fall  habei^,    alle  obigen  die- 
srschwinden  bis  anf  das  einzige: 

tt-i 

a  'C  0=^\  isty   so  gelangt  man  schliesslich    %m  dem  ein- 

1  Coefficienten  an-h\  d.  h.  p^  hat  sowohl  In  <jp(p)»  als  auch 
9)  denselben  Coefficienten.  Da  aber  k  irgend  einer  von  den 
ttwerthen  n,  n — 1,....0  ist»  so  folgt  nun  allgemein: 

lenkt  man  sich  die  Funktionen  q>(p)  und  f{p)  in  gleicherweise 
Potenzen  von  p  geordnet ,  so  sind  die  homologen  Coefficien- 
humder  gleich,  woraus  folgt,  dass  ^{p)  und  f{p)  identisch 
le  Fonktionen  sind ,  w.  z.  h,  w. 

i    KSnnte  man  fOr  or  in  «=3-7— r  einen  Aasdruck  söbstltairen, 

ler  so  beschaffen  wäre,  dass  seine  Differentialquotienten  ohne 
»dang  weiterer  Rechnnngs  -  Operationen  ihre  nrsprdngliche 
Jt  beibehielten,  so  würde  sich  die  weitere  Rechnung  beden- 
▼erein  fachen. 

Sa  solcher  Ausdruck,  welcher  diese  Bedingung  genau  erfQllt, 
ie  ExponentialgrSsse.    Man  bat  bekanntlich : 

nan  daher  in  (1)  e*  fSr  Xy  also  fF'  für  :n>,   so  erhffit  man 
Infachere  Differentialgleichung : 

dv  dhi  d^  eP'  . 

Integration,  wie  bekannt^   keine  Schwierigkeiten  darbietet. 

.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  zweiten  Theile  unserer 
fcbe,  welcher  die  Forderung  stellt,  die  Summe  deijenigen 
len   auf  einen   geschlossenen  Airsdruck  zu    bringen,    deren 


>• 
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Integrale»  wie  im  Vorigen  gezeigt  worden  ist,  eine  der  gegebem 
Reibe  gleiche  Reihe  bilden. 

Mau  hat  den  Torbergebenden  Rechnungen  gemäss  l>ei  einerlei 
und  zwar  positiven  Vorseichen  der  Reibenglieder : 


=   2  ^^7^  I   'u"-'"*  +  ar-r4+i  +  ar-'it+«+....  in  inf-iib. 


o 
ntk) 

0 

Hier  lässt  sich  die  eingeklammerte  Reibe  sumniiren,  wenn  x^\ 
ist    Man  bat: 

*-'ft  +  «-'^*+* +  «-'*+•+...•  In  inf.  =ar-r*(l+j?  +  af*+....  iiid} 

=  1 »   wenn  sr<l  Ist, 

folglich : 

«'=d  rhJ  ü^x^  ^'<'> 

0 

8.    Sind  die  Vorzeichen  der  Glieder  der  Reihe  einfach  ik- 
weehselnd,  so  hat  man,  wenn  das  erste  Glied  posithr  Ist: 

l-j?  +  ««— ....  statt  l+x+««+.... 
Es  ist 

Wechseln  die  Vorseichen  so  ab»    dass  die  ersten  beiden  GM* 
positiv,  die  nächsten  beiden  negativ  sind  u.  s.  w.,  so  hat  mw: 

Wechseln  die  Vorzeichen  dreigliederweise  ab,  so  ist: 
i-\-x^x      X      x'     ari- j__^,  —     j___^,    —  |\|.ir" 

Man  sieht,   dass,    wenn  die   Glieder  t^gliederweise  abwtcharii^ 
man  haben  wird: 


=i»-l  fc=Sr-l  ft=»-l        ar*  fc=Sr-.l        ^ 


=    -y 


ft=0      l+J?»' 


I 


»moach  ist  das  sonunirende  Integral  fOr  die  Reihe  Sx9    wenn 
3  Vorseichen  der  Glieder  vgliederweise  abwechseln : 

-1 


***       afk  I  A:aO 


9.    Wir  hahen  an  Eingange  gesehen ,  dass  die  Reihe  Sx  im 
Igemeinen   auch   fllr   jr=l    noch  convergirt.     Dagegen   ist  die 

iwendang  des  geschlossenen  Aasdrucks   | für   die   unend- 

be  Reihe   1  -f  ^  4-  ^  +  •  •  •  •    und  ebenso  die  Anirendung   von 

r*-;  flir  die  Biigeh5rige  unendliche  Reihe,  (iQr  den  Werth  .r  =  1 

:lit  mehr  statthaft. 

Rat  man  aber  ein  bestimmtes  Integral  von  der  Perm 

h 


f 


dx* 


welchem  f{x)  se  lange  den  Summenwerth  einer  unendlichen 
fte  aMdrOcben  wdge^  als  4?  <  6  isl»  so  ist  bekanntlieb  4it  An- 
■dong  ?0B  fix)  a«eh  flbr  die  ebei«  Integrationsgrense  b  Hiebt 
allen  Fällen  anageacblossen» 

Um  in  anserem  Falle  alle  Zweifel  zu  heben ,  unterwerfen  wir 
I  die  Reihe  Sx  suromirende  Integralsamme  einer  genaueren  Be- 
chtnngy  und  zwar  beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit  dem  FaHe, 

irelchem  die  Glieder  der  Reibe  einerlei  Vorzeichen  haben. 
B  sammirenden  Integrale  haben  dann  die  Gestalt : 

f'{Tk)J       \-x 
o 

:  I  unendlich  wird ,    was  zu  dem  V(^erthe  der  für  j:  =  1  con- 

{enten  Reihe  nicht  atlmmt    Man  erkennt  aber  leicht  bei  nähe- 

Betrachtung,   dass  der  hiermit  ausgesprochene  Widersprach 

ein  scheinbarer  ist.     Denn  subtrahirt  man  unter  jedem  der 

tgrationszeichen  die  GrOsse    i >  so  erhält  man,  wenn  man 

Abgezogene  wieder  ersetzt; 

o  o 


X^^k 

wm  Integral  wird  offenbar  fär  jrs=l  oneodlieh,  da  r^  fiir 
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■ 

Nao  hat  man  aber  nach  (5): 

oder,   wenn  mao  filr  die  jf  und  ^  ihre  Werthe  seti 

folglich  auch: 

woraus  folgt  >   dasM  die  zweite  Integraleumme    2  fTr~\  / 

0 

verschwindet,  und  mao  hat  demnach  das  einfachere  Resniti 


o 

Da  wir  den  Exponenten  — n  In  x-^^k  immer  als  einen  pssi 
Zohlenwertb  ansehen  kOnnen,  weil  tk  einen  endlichen  Zi 
werth  beselchnet  und  die  Reihe  Ss  von  einem  beliebigen  C 
an  summirt  werden  kann,  so  dass»  wenn  auch  ^Tk  ne 
— rik-ffii,  indem  wir  vom  m-|-lten  Gliede  an  summiren» 
einen  positiven  Werth  haben  wird,  —  so  ist  das  auletst  f 
deoe  Integral  offenbar  für  die  Integrationsgrenzen  .t=0  und 

endlich,  indem  dann  die  Funktion  — i während    des 

I  —  j? 

valles  .T=0  bis  x  =  \  eine  stetige  und  endliche  Funktion  U 

Da  also  die  Reihe  links  im  Allgemeinen  (wenn  nämlich 
fär  d?  =  l  noch  convergirt  und  die  Funktion  rechts  fOr  jr=:1 
unendlich,  noch  diskontinuirlich  wird,  so  gilt  das  gefunder 
sultat  auch  filr  a;=:l,    und  es  ist  folglich: 


Gans  ähnliche  Betrachtungen  fllhren  uns  zu  der  Ueberze 
dass  die  Funktion  |  ,  ^  filr  die  ihr  innerhalb  der  Grenae 
und  — l  gleichbleibende  unendliche  Reihe  in  unserem  F§lk 
noch  (iBr  x=l  gesetzt  werden  darf.    Denn  setzt  mi 
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m  identiBcheu  Ausdruck    |.^^„    oder      . ^t^"  >   «<>  bleibt 

1^^ — dx  ebenfalls  für  die  Integrations- 

o 

renzen  x=0  und  a:=l  endlich  und  stetig. 

Man  hat  somit  auch  för  den  Fall ,  dass  die  Glieder  die  Zeichen 
vecbseln,  und  zwar  (Ut  den  Fall,  wo  der  jedesmalige  Zeichen- 
vedisel  nach  v  Gliedern  eintritt: 

0 

10.  Es  wurde  bisher  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Wur- 
nliy  welche  die  Gleichung  /(r)=0  darbietet,  reell  und  ungleich 

Nbea. 

Gesetzt,  diese  Gleichung  liefert  auch  jetzt  nur  ungleiche  Wur- 
yfkkf  darunter  aber  eine  imaginäre  ri=o4-/}t,  so  liefert  sie,  da 
Be  imiiginären  Wurzeln  stets  paarweise  vorhanden  sind,  auch 
lieh  die  Imaginäre  Wurzel  r«  =  «—/}».    Man  findet  dann  leicht: 


/•fdj^Ä^+B, 


2B_ 

0 

ler.  wenn  wir  e*  flir  :r  setzen,  wodurch  die  Integrationsgrenzen 
wA  1  übergehen  in  die  Grenzen  — od  und  0,   und   dann   das 
rbeetem 

Birenden : 

^Ä       P<*>  «-(»f  1)«  cos  ißt)  —  e—  , 

0 

ro  die  Bedeutung  von  A  und  B  sich  aus  den  Gleichungen 

1      _       1  .    _J 1 

R  die  Summe  der  fibrigen  Integrale  lieseichnet 


'*» 
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Fflr  die  Reihe  mit  wecbselodeo  Vorzeichen  findet  mtn: 


-    r     '^* 


oder 


/■  ^^:^*-.t«  ' 


0 


+  -y 


f        /^«e-"«in(Pi)       - 


»=o   /<•  + 

WO  a  fOr  A— a-|-l  geaetzt  iat. 

11.  Wir  betrachten  weiter  den  Fall,  wo  die  Gleichung  ßfj^ 
gleiche  imd  reelle  WnrzelB  darbietet 

Zur  Wiederherstellung  des  allgemeinen  Integrales  der  Dift- 
rentialgleichung  dient  uns  das  bekannte  Verfahren ,  zu  Folge  Wei- 
sen man,  bei  zwei  gleichen  Wurzeln  ri:==r%,  r^^rg-t-df  vt 
d  einen  bis  zum  Verschwinden  abnehmenden  Zahlenwerth  beJn- 
tet,  and 

(r-,^)(r-r4)....(r-r5y      "1=^*^  =  9^1« 

setzt.    Man  findet  dann,  indem  man  zur  Grenze  ßr  nneiidlieh  ab- 
nehmende d  fibergeht  und 


(r— rm+i)....  (r— r«) 
setzt : 

o  o 

Man  hat  allgemein  bei  Anwendung  des  bekannten  Tbeorams: 

welches  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  die  Funktioaeo  /\a), 
F'(x),  F^(:r), ....  F(*)x  innerhalb  des  Intervalles x-f-a  bis  «=a-f  ^ 
stetig  und  endlich  sind  und  mit  Ausnahme  der  ersten' vnd  le( 
fttr  j;  =  a  verschwinden,  in  dem  Falle»  wo  m  gMdiA 
▼orhandeo  siad :  ^   .    i 


O  0 

-....+(-I)-»-»*«-i(r,)y  |i; dm\  +  Ä, 

o 

'— l)i,  (Ib^I)«....  die  bakaonte  Bedeotuiipf  der  Binomial* 
ieelen  haben.  Für  die  Reihe  Si  bei  naeb  v  Gliedern  ein- 
iem  Zeichenwecbael  ist: 

o 

+  Ä. 

nan  oben  sowohl,  wie  auch  hier  dazu  berechtigt  war,  unter 
tegration8grenzen  oachr  mm  dtfferentiiren ,  ersieht  man  so- 
;raiie,  dass  die  Differentialquotienteu  nach  r  der  unter  den 
itionszeichen  stehenden  Fvnktionen  (*— r|  sehen  wir  als  po- 
i)  von  o:  =  0  bis  j;  =  I   stetig  und'  endlich  bleiben. 

.  Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  dass  unter  den  gleichen 
In  auch  imaginfire  auftreten.  Um  auch  ffir  diesen  Fall  die 
t  der  die  Reihe  aonioiirenden  Integrale  kennen  w  lernen, 

man  an»  die  Gleichung  /(r)=:0  lieferte  drei  gleiche  io»- 

Wnrzeln,  nfimlich: 

ich: 

'ird  ferner  haben: 

ifcig  <lwi»'AbkarmngCB  ist; 

4..   ' 
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*'=2HW 1^ ^-^^rs^J   I=i— ^ 


o  o 


iA'        /»tg-«fa:co«(/?to).    .      2^'        /*'jr-«fa«iBtftt), 


0  o 

+ 


O  O 


Wie  sich  die  Integrale  fSr  die  Reihe  <S|  gestalten»  weoDiVre 
Glieder  die  Vorzeichen  wechseln»  ergiebt  sich  nonmebr  Icichl 
von  selbst. 


M  i  8  Collen. 


Von    dem    Herausgeber. 

Ich  bin  oft  wegen  der  Etymologie  des  Worts  »»Theodolit" 
oder  „Theodolith^'  befragt  worden,  und  gestehe  gern,  wegW 
einer  genügenden  Antwort  zuweilen  in  Verlegenheit  gewesen  zu  sda. 
Vielleicht  ist  mancher  Leser  dieser  Zeitschrift  in  gleichem  FaBe 
gewesen»  und  wird  mir  es  danken,  wenn  ich  die  folgende  Nofii 
aus  dem  „Lehrbuche  der  praktischen  Geometrie  satt 
Gebrauche  an  höheren  technischen  Lehranstaltei. 
Von  6.  Chr.  C.  Hunäus.  Hannover.  1848.  S.  138.",  eioe« 
überhaupt  recht  sehr  zu  empfehlenden  Bache,  hier  mittbeile: 

»»Hinsichtlich  der  Unterlage  endlich»  die  man  dem  Theodo- 
lithen  giebt,  ist  zu  bemerken,  dass  man  dazu  früher  ausschliess- 
lich pyramidalisch  geformte  Postamente  aus  Stein  anwandte,  wi« 
auch  jetzt  noch  bei  Vermessungen ,  bei  welchen  nur  grössere 
Theodolithen  angewandt  werden »  geschieht»  und  wonach  auch  ohas. 
Zweifel  der  Name  Theodolith  (von  ^io,  das  Anschauen ;  Si6o^  ^ 
Weg;   und  Aidoa»  der  Stein)  gebildet  sein  mOchte."  6.     ^ 
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Intenachungen  über   die    Potheno fache   Aufgabe, 
falls  solche  auf  den  Raum  ausgedehnt  wird. 

Von 

Herrn  C.  W.  Plath, 

Bezirk« -Ingenieur  in  llnnibiirjr 


E  i  n  I  e  i  t  0  n  g. 

Die  Pothenot'scbe  Aufgabe  bezieht  sich  bekanntlich  auf  den 
tl,  wenn  in  der  Ebene  drei  feste  Punkte  A,  B  und  C  (Taf.  Vif. 
I»  1.)  gegebem  sind  und  die  Bestimmnng  eines  vierten  Punktes 
gefordert  wird  in  der  Art,  das«  der  Beobachter  diesen  Punkt 
tticht  verlassen  darf«  in  welchem  Falle  also  nur  die  Winkel  o 
d  ß  inr  Lusung  der  Aufgabe  gemessen  i^erden  können. 

■  I 

Es  n^t  nun  die  Frage  nahe,  wie  sich  die  LBsung  gestalten 
i^j  wenn  diese  Aufgabe  auf  den  Raum  ausgedehnt  wird»  wenn 
!•  drei  Punkte  im  Räume  mittelst  ihrer  Coordinaten  gegeben  sind 
d  die  Bestimmung  eines  vierten  Punktes  durch  blosse 
Inkelmessung  von  demselben  nach  den  drei  gegebenen  Punk- 
n  Terlaogt  wird. 

Dieee  Aufgabe  lässt  sich,  nnter  den  spftter  folgenden  Voraus- 
ttnngen,  sowohl  graphisch  mittelst  der  darstellenden  Geometrie 
AandetOj  als  auch  auf  analytischem  Wege. 

Was  die  Auflösung  durch  Zeichnung  anbelangt,  so  findet  sich 
■•  selche  fai  dem  Werke  ron  G.  Schreiber,  (Lehrbuch  der 
Ifstellenden  Geometrie,  Carlsruhe  1828),  woselbst  die 
l%ab»  In  folgender  Fassung  vorkommt,  aus  welcher  lugleich 
im  Bedentong  flir  die  Praxis  sich  erkennen  iSsst. 

neu   XXXY.  17 
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Ein  Ingenieur  durchwandert  eine  Gebirgsgegend  and 
ist  mit  einer  Charte  versehen  ^  auf  welcher  die  besoo» 
ders  merkwürdigen  Punkte  der  Gegend  genau  veneiek- 
iiet  sind,  und  zugleich  deren  Höhe  über  der  Meeresllche 
durch  beigeschriebene  Zahlen  (Coten)  angegeben  ist. 

Er  kommt  auf  einen  merkwürdigen  Punkt,  der  in  der 
Charte  nicht  verzeichnet  ist,  und  maA  verlangt,  daw  ef, 
ohne  die  Stelle  zu  verlassen,  durch  blosse  Winkels» 
sung  nach  drei,  der  Lage  nach  genau  bekannten  Puk* 
ten  den  vierten  Punkt  in  der  Charte  bezeichne ,  ond  n- 
gleich  seine  Hohe  über  der  Meeresfläche  angebe. 

Schreiber  löset  die  Aufgabe  auf  zweierlei  Art,  indem  er 
zuerst  annimmt,  dass  der  Ingenieur  mit  einem  Messinstmaeil 
verseben  ist,  welches  einen  Vertikalkreis  und  Loth  besitzt,  aii| 
dann  zweitens  annimmt,  dass  das  Instrument  nach  Art  der  Stf- 
tanten  eingerichtet  ist  und  die  schiefen  Winkel,  welche  die  Ge 
Sichtsstrahlen  aus  dem  zu  bestimmenden  Punkte  nach  den  gege- 
benen Punkten  mit  einander  einschliessen,  gemessen  werden* 

Im  ersteren  Falle  ist  der  Durchschnitt  dreier  senkrechter, 
kreisförmiger  Kegelflächen,  im  zweiten  Falle  der  Üurcheckiitt 
dreier  Umdrehungsflächen  mit  Hülfe  der  darstellenden  GeoaHrie 
zu  bestimmen. 

In  Nachstehendem  will  ich  versuchen  die  L5sung  durch  Rech- 
nung auszuföhren,  und  nehme  deshalb  folgende  •  Vorauss^np* 
gen  an: 

I.  Der  Beobachter,  welcher  sich  auf  dem  zu  suchenden  Punkte  j 
befindet,  ist  mit  einem  Messinstrumente  versehen,  welches  eiiwi 
getheilten  Horizontalkreis  besitzt,  und  ein  Fernrohr,  welches  eiek 
in  einer  Vertikalebene  darüber  bewegen  lässt,  wo  also  die  Hon-  ; 
zontalwinkel  der  Gesichtslinie  von  dem  zu  suchenden  Punkte  Mch  ' 
den  gegebenen  Punkten  gemessen  werden. 

II.  Der  Beobachter  ist  mit  einem  einfachen  Messinstrnnei^  | 
aus  einem  Vertikalkreise  mit  Fernrohr  bestehend,  versehen,  ndt  1 
welchem  er  die  Winkel  messen  kann,  welche  die  einzelnen  tie-  < 
Sichtsstrahlen  mit  der  Vertikale  bilden. 

III.  Der  Beobachter  ist  mit  einem  Winkelinstrament,  nach 
Art  der  Sextanten  eingerichtet,  versehen,  mit  welchem  er  twar 
auch  mit  Hülfe  eines  künstlichen  Horizontes  HShenwinkel  messei 
kann,  jedoch  durch  das  Instrument  hauptsächlich  auf  Measnnf 
der  schiefen  Winkel,  welche  die  Gesichtsstrahlen  unter  sieb  bil- 
den, angewiesen  ist. 


fiOU  Moieke  9Uf  den  Haum  autgedehnt  wird.  243 


Auflösung  ad  I. 

Instrument  mit  Uorizontalkreis. 

Da  durch  die  Messungen  mit  einem  solclien  Instrumente  sich 
r  die  Horisontalwinkel  der  drei  Gesichtslinien  ergeben,  die 
Bhen  der  Punkte  aber  gar  nicht  in  die  Messung  mit  hineinge- 
gen  werden  können ,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  unter  dieser 
iten  Voraussetzung  nicht  Tollständig  lusen.  Man  kann  wohl 
rei  Coordinaten  des  zu  suchenden  Punktes  bestimmen,  nicht 
ler  die  dritte,  nemlich  die  Hube  des  Punktes  über  der  gemein- 
den Horizontalfläche. 

Die  Aufgabe  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  das  bekannte 
otheoot'sche Problem  in  der  Ebene,  und  man  bat  unter  den 

der  Figur  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  angegebenen  Bezeichnungen : 

• 

Rlr  die  drei  gegebenen  Punkte       A,  B,  C; 

ihre  Coordinaten    '^'"°'    ""^^^    ^M  =  m; 

*/  =  «>  yüf=*»   y«r  =  «; 

il  Rlr  den  gesuchten  Punkt  D  die  zu  bestimmenden  Coordinaten 
;  ud  y. 

Da  das  Dreieck  ABC  vollkommen  durch  die  Coordinaten  sei- 
ler  Eckpunkte  bestimmt  ist,  sich  also  alle  Seiten  und  Winkel 
Mit  aus  diesen  Daten  bestimmen  lassen,  so  kann  ich  sofort 
k  LiDgen 

AB  =  d,    BC=ie, 

B  wie  Winkel  B  an  der  Spitze,  als  bekannt   in  die  Rechnung 
■fidven. 

Aus  der  Winkelmessung  ergiebt  sich  ferner  Winkel  a  nnd  ß 
id  demnach : 

A  +  C=z3ßO^-{B  +  a  +  ß]=zw. 
maßB  flieh  mit  Hfllfe  der  Gleichungen 

BD.Biaa^dBinA    und  BD.BinßzseBmC, 


dsinA esinC 

sina   ""  Biuß  * 

IT» 
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die  Gleichung: 

dBXTkß       sibC 
e  sin  a       sId  ii 

ableiten  lässt,  und  hieraoft  wiedenun: 

d%\tkß\eAnu:szs\nCi9k\nÄ9 
oder 

td8ia/34-68ino):(d8in|3  — e8ina}={8inC-|-sui^l:t8inC— «dJI 

alfto: 

e>in« 
dsin/J 

dsia/3 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  Winkel  C-^A,  and  da  C+A  nach  OK* 
gern  bekannt  ist,  so  sind  also  die  Winkel  A  und  C  ebenUk  bt* 
kannt. 

Aus  den  nan  gefundenen  Daten  lassen  sich  die  direkteo  Kit- 
fernnngen  des  gesuchten  Punktes  von  den  gegebenen  Panktai 
AD,  BD  und  CD  leicht  ableiten;  es  ist  nSmlich: 

_dsinM  +  a} 


BD  = 


sintt 

dsinil ^slnC 

sin«    ""  sin|3 


sinp 
FOr  die  Bestimmung  der  Coordinaten  a:,  y  des  Punktes  jDhaiai* 
zuipächst:  cos/rr^^  und  bieraus:  dzsyO^**!^ — y);  folglich: 

x=^ AD. Bind    und    ^=a — i4D.cosd. 

Die  Aufgabe  ist  also ,  soweit  sie  sich  überhaupt  aus  deo  bbK 
oben  angenommenem  Instrument  au  messenden  Winkeln  bestuDSM^ 
lässty  aufgeluset;  es  sind  die  beiden  Coordinaten  x,  y  bestinv^ 
worden  durch  blosse  Winkehnessmigen  voa  den  gesuditen  Punkt 
D  aus,  es  bat  sich  aber  nicht  die  dritte  Coordinate  bestimflMit 
lassen«  weil  die  Höhen  der  gegebenen  Punkte  nicht  bei  den  Wii^ 
kelmessungen  mit  hineingeaogen  werden  konnten ,  sondern  f^ 
die  Horisontalwinkel  sich  direkt  aus  der  Messung  ergaben. 
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Auflösung  ad  II. 

liistriiia«fil  mit  V^rtikiilkreis» 

r  Beobachter  misst  von  dem  zu  bestimmenden  Punkt  D 
II.  Fig.  3.)  aus  die  Winkel»  welche  die  Gesichtslinien  nach 
»i  gegebenen  Punkten  A,  B  und  C  mit  der  Vertikalen 
essen. 

selben  Winkel  werden  von  den  Gesichtslinien  mit  den 
Jen  gebildet  werden ,  welche  man  sich  durch  die  Punkte 
ind  C  gezogen  denkt. 

n  hat  also  drei  Paar  Linien,  ?on  denen  je  eine  vertikal 
1  von  der  andern  unter  einem  bestimmten  Winkel  ge- 
in  wird;  und  indem  man  sich  die  schneidende  Linie  in 
}n  Neigung  um  die  Vertikale  In  allen  drei  Fällen  berum- 
denkty  so  entstehen  drei  senkrechte  kreisförmijge  Kegel- 
die  sich  in  mehreren  Punkten  schneiden  werden,  weicht 
Aufgabe  Genüge  thun,  von  denen  jedoch  nur  Einer  für 
stimmte  Aufgabe  Gültigkeit  bat. 

werden  sich  oämlicfa  die  drei  Kegelflächen  im  AUlgemei^ 
vier  Punkten  des  Raumes  schneiden,  es  wird  jedoch  fiir 
)bacbter  leicht  sein,  ans  der  Loge  der  gegebenen  Punkte 
seinen  Standpunkt  zu  bestimmen,  welcher  von  den  vier 
I  filr  den  vorfiegeuden  Fall  gemeint  sei. 

Ilt  man  also  die  Gleichungen  der  drei  Kegelflächen  auf, 
bindet  je  zwei  und  zwei  derselben,  so  wird  man  die  Glei- 
I  ihrer  gemeinsamen  üurchschnittscurve  finden.  —  Die 
fundenen  Durcfasdinittslhiien  «nflesen  sich  in  4em  «n  be« 
iden  Punkt  schneiden,  und  man  erhält  also  die  Ceordinsr 
les  Punktes,  wenn  man  die  Gleichungen  der  Durchschnitts - 
der  Kegel  wiederum  zu  zwei  und  zwei  verbindet  und 
L 

.  CrleichttPg^n  d<er  <dr<ei  K<egelfläeben. 

» Cpoüdipatep  des  Punktes  ji  seien: 

j?'=0,    y'  =  0,    2'=m; 

D  man  sich  die  Kegelfläche  erzeugt  denken  durch  die  Be- 
;  der  oben  angeführten  Gesichtslinie,  welche  beständig 
den   Punkt  A   gebt,  und  sich  dabei  auf  die  kreisförmige 
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Leitlloie  vom  Halbmesser  r  stfltzt,  wobei  r  =  mtango  and  o  der 
gemesseoe  Wiokel  ist. 

Die  Gleichungen  der  Linie,  welche  durch  den  Hitteiponkl  A 
(Taf.  VII.  Fig.  4.)  der  Kegel fläche^geht,  werden  also  sein  : 

und  die  Gleichungen  der  kreisförmigen  Leitlinie: 

a:«  +  3(«  =  r*, 

1=0. 

Durch  Verbindung  dieser  Systeme  von  Gleichung  erhält  mtn  £e 
Gleichung  der  ersten  Kegelfläche: 

Da  z'zsm  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  —  =jp  setzt:  dieGlei' 
chung  der  ersten  Kegelfläcbe: 

a:«+y*  =  /?«{i— m}« (1) 

Die  Coordinaten  des  Punktes  B  (Taf.  VII.  Fig. 5.)  seien: 

ar^=«,    y  =  0,    zr  =  ni 

so  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Herleitung,  wenn  man  -sf 
setzt,  die  Gleichung  der  zweiten  Kegelfläcbe: 

U.-«l*+y,*=^*(x,— «1*; 9) 

und  endlich  (Taf.  Vit.  Fig.  6.)  >  unter  Substituirung  von  «  fllr  ^i 
die  Gleichung  der  dritten  Kegelfläche: 

u^-yl*  +  l2(^-^l»  =  **U^-n* (S) 

Aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (I)  und  (2)  erhält  nu 
nach  Elimination  von  y  die  Projectionsgleichung  der  Durchschnitts- 
linie  dieser  beiden  Kegelflächen  auf  der  Ebene  XZ,  nämlich : 

oder  wenn  man  die  bestimmten   Coeffizienten  mit  A,  B  und  C 
bezeichnet: 

ar  =  ^2«— Ä2+C. (5) 


ii 

■ 
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Aus  der  Verbindang  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  erhält  man  nach 
Hinioation  ron  y  die  Gleichung  der  Projection  der  Durchecbnitts- 
aie  dieser  beiden  KegelflSchen  auf  der  Ebene  der  XZ,  nSmIich: 

Sobfitituirt  man  bierin  fiir  x  den  ol>en  in  Gleichung  (4)  ge- 
lodenen  Werth»  so  erhält  man,  nachdem  man  geordnet  hat: 

(«) 


2/J  )  •  ^  ß 


y*+ r«  +  /»•-  *"-(m V  -«V  +  *^ 


?  =  V^pV— »»)'—«*  • 


2/J 
der»  indem  man  die  Coeffizienten  mit  D,  E  and  F  bezeichnet: 

(7) 

Z>2«  +  £«  +  F  =  V"|i«(2— m)«— '^. 

Um  aas  dieser  Gleiohang  i  bestimmen  za  kSnnen»  mass  x'^ 
edi  in  z  aasgedrdckt  werden,  and  man  darf  also  nur  auf  beiden 
leiten  qaadriren  and  fl!r  a^  seinen  Werth  aus  Gleichung  (5) 
^^m,  80  erhält  man: 

DM  +  jE^*+  F>+2Z)£2«  +  2/>F2* + 2£Fi 

Mnet  man  nun  nach  z,  so  erhält  man  eine  Gleichung  vierten 
inuies,  aus  welcher  sich  diese  Grosse  bestimmen  lässt,  und  es 
it  somit  eine  der  Coordinaten  des  gesachten  Punktes  berechnet; 
HD  erhält  nämlich: 

(8) 

IO>+i<«|z*+(2l>£— 2^ß}2«+l2l>F+ß«-p*  +  JS«  +  2ilC|z« 

+  {2FF  +  2m|i*— 2BC|2+tF«+C«— mVI=0, 

i  welcher  Gleichung  die  Buchstaben  At  B,  C,  D,  E,  F  die 
^  berechneten  Werthe  der  Coeffizienten  von  z^  und  z  in  den 
okichaogen  (4)  und  (6)  haben. 
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Da  dM  Gleichuag  ßr  %  vom  viertes  Grade  ist,  so  werden  der 
Aufgebe  alee  auck  in  Allgemeioen  vier  Ponkte  Geoflge  tba, 
wobei  es  aber  im  Allgemeieeo  (iQr  den  Beobachter  leicht  sein  wirf, 
aus  der  Vergleichung  seiner  Lage  gegen  die  gegebenen  Punkte 
zu  bestimmen,  welcher  von  den  vier  gefundenea  Punkten  für  dee 
speciellen  Fall  gemeint  ist. 

Die  zweite  der  Coordinaten,  jc,  ergtebt  sich  sofort  aus  Glei- 
chung (5): 

so  dass  für  jeden  der  vier  Werthe  von  z  sich  auch  ein  Wertb 
von  X  vorfindet. 

Die  dritte  der  Coordinaten,  y  ^  lässt  sich  am  besten  aus  der 
Verbindung  der  Gleichungen  (I)  und  (3)  herleiten,  woraus  man 
erhält: 

y  —  2/j  .   »  •  •  •  w 

in  welche  Gleichoeg  die  susammengehCrigeB  Werthe  veei 
und  z  SU  substituiren  sind. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Werthe  der  zu  bestimmenden  Ceor 
dinaten  des  Standpunktes  des  Beobachters  aus  der  Verbindoiig 
der  Durchschnittsiinieu  der  Kegel  L  und  IL,  und  L  und  IIL  berech- 
net, und  es  ergeben  diese  Gleichungen  die  voUstSndigen  Datei» 
«m  die  Coordinaten  zu  bestimmen.  Zu  dem  gleichen  Resellat 
wurde  man  gelangt  sein,  wenn  man  die  Durchschnitte  der  K^pi 
L  und  IL  und  IL  und  HL  oder  1.  und  III.  und  IL  und  III.  mit  eis- 
ander  verbunden  hätte,  so  wie  sich  denn  auch  unter  Berdckrick- 
tignng  der  Durchscheitte  aller  dreier  Kegelflächen  eine  GmtnUe 
f3r  die  Richtigkeit  der  Rechnung  ergiebt. 


Beispiel. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  seien  wiederum   besetchnet  mk 
A.  BvaAC. 

OicMibeD  sind  gegeben  durch  ihre  Coordinaten: 

f&r  ü  {y=o. 
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a"=y=10, 
für  C     {^  =  ß  =  l9, 

j*  =  <  =  iai03.... 

es  seien  feroer  von  dem  Standpunkte  des  Beobachters  ans 

Winkel  gemessen  worden,  welche  die  drei  Gesiebtslinien 

b  den  Punkten  A,  B  und  C  mit  der  Vertikalen  bilden,  nimlich: 

für  Punkt  J:    a  =  260  33'54'.2. 

Bi    «=63«  26'   6'.8, 

C:    ^  =71»  33' 54".  2 j 


»>  9» 
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ergeben  sich  daraus  sunächst  die,  für  die  Berechmiiig  der 
rdinateo,  erforderlichen  Werthe  von: 

r^zmtSLDgd,    /2  =  ntaiigc>    p=:/tangi;; 

ilich : 

r=5l2,    R  —  40,    p  =  39.309.... 

hieraus: 

»stitairt  man  nnn,  nachdem  man  die  Coefüzienten  in  den  Glei- 
ngen  (5)  und  (7)  berechnet  bat,  diese  Werthe  in  die  Glei- 
Dg  (S)>  80  erhält  man  diejenige  Zahlengleichung,  aoe  welcher 
I  z  terechnen  lässt.    Es  ist  nun: 

Coeffizieot  A=^-^^= -0.09376. 

„  f> —  2«    '  '    ■ —  —  «i»s> 

D  = 2ä =-0.34375, 
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Coeffizient  E  = % =7.492746, 


y*+r*+/J*— p*—  t  m  V*— « V + «*  ^^ 
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F= ^ -=-33.mm, 


und  die  Gleichoog  (8)  verwandelt  sich  also  in  folgend«: 

0 .  126953125  z«  -  6. 8450130699175 ....  z> -1^  97 .  67282623911 1< 

— 687.7788628742026172.. ..z  +  1685.9K787343782436....=0; 

hieraus  ergiebt  sich: 

2*— 46.0407183.. ..«»  +  769. 361339... .2« 

— 5417.5811968.. ..2+ 13280. 396787. ...  =  0- 

Diese  Gleichung  hat   zwei   reelle  positive   und    zwei    imaginire 
Wurzeln. 

Die  beiden  ersteren  sind: 

(positive  Glieder  =100216.5307...., 
negative      ,,       =r  100216.5303...., 

1  positive  Glieder  =  37704.5766 

2  =  5.525777....    1^^^;^.^^      ^^       ^   37704.5768.... 

Die  beiden  letztereo  sind: 

2  =  15.2574706....  +  V  — 7.544029 .~, 

2  =  15.2574706. ...  -  V— 7.544029.... 

Die  Lage  der  Kegel  und  die  Beschaffenheit  derselben  bediß* 
gen  also  in  diesem  speciellen  Falle  nur  zwei  DurchschnittspanU« 
dieser  drei  krummen  Flächen,  wie  sich  solches  auch  aus  Taf.  VIU* 
ergiebt. 

Die  Coordinaten  x  und  y  berechnen  sich  nun  leicht  aus  den 
Gleichungen  (5)  und  (9),  nämlich: 

ar=242*— Ä+C, 

y  =  2g  ' 

und  man  findet: 


••■ 
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f&r  2=10,  x=     1.225 

„   x  =  5.B26777,  :r=— 8.8172....; 
ir  die  baden  ersten  Werthe  von  %  und  x  erhält  man : 

y  =  6.8921 .... 
id  fSr  die  beiden  letzten  Werthe  ven  z  und  xi 

y  =  — 2.7529.... 
ie  Coordinaten  f&r  beide  Punkte  sind  also: 

x=  + 1.225....  «  =— &8172 

y= +6.8921....    uod     y  =  — 2.7529.... 
t^  +10.0000....  z—  +5.5258...., 

vcb  welche  Berecboaog  die  Aufgabe  anfgeloset  ist. 

Die  Untersuchung  der  Projectionen  der  Durchschnittslinien 
ler  KegelflSchen  auf  den  drei  Haupt -Coordinatenebenen  gewährt 
Buches  Interesse,  und  ich  will  in  Nachstehendem  diese  Projectio- 
iti  filr  die  Schnitte  der  Kegelflächen  I.  und  U.  näher  sn  discu- 
kireD  versuchen. 

Dotersachung    der  Projection  des   Schnittes  der  Ke- 
gelflächen I.  und  II.  auf  der  Ebene  XZ. 

IiA  Allgemeinen  ist  suvOrderst  zu  bemerken,  dass  die  Schnitt- 
hie  dieser  beiden  Kegel,  weil  solche  keine  parallelen  Kanten  ha- 
^,  eine  geschlossene  Curve  von  doppelter  Krflmmung  sein 
^,  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  Netze  einer  jeden 
Atser  Kegelflächen,  eine  aus  zwei  Zweigen  bestehende  Curve. 

Es  ist  damit  aber  nicht  gesagt,  dass  die  Projectionen  dieser 
iWe  ebenfalls  geschlossene  Linien  sein  werden,  und  es  ergiebt 
sich  auch  aus  Nachstehendem,  d^s  die  Projection  auf  XZ  keine 
geschlossene  Curve  ist. 

Die  Gleichung  dieser  Curve  ist  nun  (s.  pag.  246,  (5)) : 

ili»— &— :r  +  C=0 (10) 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Parabel,  und  man  kann  sie 
l^bt  auf  die  übliche  Form  bringen,  indem  man  den  Anfangspunkt 
^«r  Coordinaten  unter  paralleler  Verschiebung  der  Achsen  verlegt. 

Setzt  man  nämlich: 
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so  erhält  man: 

und  indem  man 

2i<^x'  — Äx'«=0 
und 

setzt,  erhält  man  die  Abstände  der  neuen  Coordinatenachseii  ^^oa 
den  alten,  nämlich: 

'  =  23'    ^  =  — O 

Die  Gleichung  (II)  verwandelt  sich  also  In: 

A'«--ar'=5=0,    oder     i'^s^-^.a^- 

Nadi  SubstitairuBg  der  Werthe  Air  ^,  A,  C  (p.240)  orUlft 

^  =  19.7333....,    €2=10.107.... 

und 

«'•  = -10.666... •ar'.    .......  tl2) 


Die  Parabel  öffnet  sich  also   nach  der  Seite  des  negativen 
weil  mir  för  selche  Werthe  von  x'  die  Gleichung  reeU  bleut,  ni^^' 
beide  Zweige  der  Curreoprojeetion  sind  Theile  <Beser 
wie  auch  aus  TaC  VIL  Flg.  7.  eraichtiieh  iBt 

Untersuchung  der  Projection  des  Schnittes  der  Kege 
flächen  1.  und  II.  auf  der  Ebene  XT. 

\ 

m 

Ans  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  erfaüt  man  durch  Eümini 
tion  von  z: 

oder  nach  Substitution  der  Werthe  von  p ,  9  n.  s.  w. : 


V'^ff+«=V^^T±^+»- 
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B.ch  Weg8€liaflang  der  WurzelgrSsseo  erhält  mao: 

«*  +  ^+2ary  +  5.33....ar»+B.33...:a;y»-65,88....ar» 
—62.96y«— 119.168... .x  +  501.76=:ü; 
id  weon  mao  die  Gleichoiig  nach  y*  auflöset: 

ys=:31.48-2.6&r— :r*±V 489.23— 48.312:r.  .(13) 

Der  Charakter  dieser  Corve  ist  nicht  anf  den  ersten  Blick  aus 
!r  Gleichung  zu  erkennen ,  es  lässt  sich  nur  von  vorne  herein 
8  sagen,  dass  sie  in  Bezog  auf  die  Achse  der  x  symmetrisch  ist, 
id  dass  (är  jeden  Werth  von  a:  Innerhalb  bestimmter  Grenzen 
5T  Werthe  für  y  vorhanden  sind,  wie  solches  auch,  mit  Rflck- 
2ht  anf  die  Entstehong  der  Curve,  wegen  ihrer  beiden  Zweige 
thwendig  sein  wird. 

Es  moss  die  Gleichung  also  näher  untersucht  werden. 

Ffir  ;r=:0  ergiebt  sich  zunächst: 

^2=9.36....    und    53.60.... 

i4l  (oMkh: 

jy  =: Jb3.06....    und    y  =  J[:7.32.... 

Cm  die  Werthe  zu  finden,  wo  die  Curve  die  Abscisseuachse 
hneidet,  also  y  =  0  ist,  so  hat  man  die  Gleichung: 

:r*  +  5.33.. ..o:«- 56.88....««— 119.168. ...ar  +  501. 76=0 

ümUisen;  diese  giebt  zwei  positive  und  zwei  negative  Werthe 
•n  ay  nämlich: 

j?^  5.598... ., 

07  =  2.402...., 
V  =  0  für  < 

^a:  =  — 9.332...., 

•ir  -•»  •"••o.  wü. ... 

Ir  die  Grenzen  von  x=\  ^.ß'ogg  '**   «rhält   y    vier   Werthe; 

sserhalb  dieser  Punkte  bis  zu  or  =  | g'330  *  '    ^^^    y    '^^^ 

erthe. 

Um  die  ausgezeichneten  Punkte  der  Curve  zu  finden,  hat 
ID  zunächst  den  ersten  DICereotiai-CoefliziaiiteD  zu  bestimmen. 
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\ 

und  es  ergeben  sich  sofort  ans  ^  =  0  ^>®  ausgezeichneten  Werthe 
für  y^  wo  die  Tangente  parallel  mit  der  JC-Achse  ist.    Es  istomi: 

2  66      2jrT 48.312.... 

dy  _        ''     '"'  "'"2V489.23-^.312....jr 

rfar"-  2y  """' 

«     -  o  ÄßÄ      _T 48.312.'... 

""     2V^489.23....— 48.312....:r' 

\x\\.^....\    -48ö.2S....-48.äl4....a:' 
48.3iar»—360.430ir«—12l8.82&ir— 719.2808=». 
a?»— 7 .4&r«  -  26 .  23ar  - 14.89  ==  0, 
Dieser  Gleichung  entsprechen  die  Werthe: 

a:  = -0.798,    ar=  — 1.846,    ;r= +  10.104. 

Die  beiden  ersten  Werthe  können  nur  in  Betracht  geiof^ 
werden,  weil  der  dritte  Werth  von  x  keinem  Currenponkte  est* 
spricht,  in^em  y  dafQr  imaginär  wird. 

Für  ar  =  — 0,798  wird  y  =  ±7.48  und  =±3.16, 

„    a:=:-1.846      „     y  =  ±7.55     „    =±2.99. 

Wenn  man  den  doppelten  Werth  von  -^  und  zugleich  die  Be- 

dingung  ^  =^  0  berücksichtigt,  so  ergiebt  sich,  dass  dem  ein^D 
Curvenzweige,  dessen  Gleichung 

y  =  ±V3i:48— 2.66....a:— a:*+V489.23— 48.312ar 

ist,  nur  der  Werth  von  a-  =  — 1.846  als  Abscisse  des  ausgezekJi' 
neten  Werthes  von  y  entspricht,  während  dem  anderen  Zweige: 

y  =  ±V  31. 48—2.66  .....T-a:«—V^489.23-48!liSr 
der  Werth  von  a?=— 0.798  angehört. 

Die  ausgezeichneten  Werthe  sind  also: 

für  den  einen  Zweig:    dr=: — 1.846,    y  =  ±7.55, 
anderen     „         a?  =  — 0.798,    y=±3.16. 


>>     »» 
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Dass  diese  Werthe  von  y  Maxima  sind,  weiset  der  zweite 
iferentialcoeffisient  nach: 


"(489.23— 48.312x)I.V^31. 48— 2.66....  :r—a:«dbV^489 .23— 48 .312ar 

I  — (1.33....+x)V489.23— 48.312a:Tl2.078l* 

"  (489.23— 48. 3l2ar).{  31 .48-.2.66....a:-a:«±V489.23— 48.312i|«' 

derselbe  wird  für  beide  Werthe  von  x  negativ  und  zwar  finr 


ind  (ilr 


a:  =  ~1.846:    j^^=  —  0.135..., 


a:=:— 0.798:   ^  =  —0.309... 


Die  Werthe  von  ^^  =  oc  werden  die  Punkte  geben>  wo  die  Tan- 
kte parallel  mit  der  Ordinatenachse  geht,  nämlich  an  allen  Punk- 
ten, wo  ^=:0  ist. 

Unter  Berücksichtigung  des  Vorstehenden  bildet  also  die 
Projection  des  Schnittes  der  Kegel  I.  und  II.  auf  der  Ebene  XY 
>nie  aus  zwei  geschlossenen  Zweigen  bestehende  Curve,  und  es 
Seien,  wie  sich  leicht  aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  Werthe 
^ebt,  die  Maxima  der  Ordinaten  in  der  Mitte  der  entsprechenden 
Aeiieen  der  Curvenzweige.  Diese  beiden  Curven  haben  f8r  den 
kier  untersuchten  Fall  wenig  Abweichung  von  der  Kreisform,  denn 
3fr  die  grossere  ist  der  Halbmesser  in  der  Richtung  der  JT-Achse 
^7.465,  die  in  der  Mitte  vorhandene  Maximal  -  Ordinate  =7.55. 

Ffir  die  kleinere  ist  der  Halbmesser  in  der  Richtung  der 
t- Achse  =3.20,  die  in  der  Mitte  vorhandene  Maximal- Ordinate 
=3.16. 

Die  grossere  bildet  also  eine  etwas  dberhOhete  kreisförmige 
^inie,  die  kleinere  dagegen  eine  etwas  gedrQckte  kreisförmige 
Unie;  die  Unterschiede  machen  sich  aber  erst  in  der  zweiten 
Oecinialstelle  bemerklieb  (Taf.  Vli.  Fig.  8.). 

Auf  diese  geringe  Abweichung  der  Curven  von  der  Kreisform 
^^orde  Ich  zuerst  durch  das  Studium  der  darstellenden  Geometrie 
aufmerksam,  wo  sich  bei  der  graphischen  Darstellung  des  Durch- 
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Schnittes  tweler  senkrechter  kreisförmiger  Kegel  herasssttllte,  dus, 
anter  nicht  gar  zu  extravaganten  Annahmen  in  dem  VerhSltolne 
der  Kegel  zu  einander,  die  Linie  bei  aller  Genauigkeit  der  Zeich- 
nung so  wenig  von  dem  Kreise  unterschieden  ist,  dass  die  Da^ 
Stellung  derselben  mittelst  des  Zirkels  vollkommen  gendgt,  aii4 
dass  man  eben  zuerst  nicht  weiss,  ob  die  Abweichung  in  der 
Mangelhaftigkeit  der  Arbeit,  der  Instrumente  oder  der  wirklichen 
Verschiedenheit  von  der  Kreislinie  liegt 

Mit  Hälfe  des  hyperbolischen  Kegelschnittes  lisst  sich  aber 
bei  näherer  UeberiegAng  lefcht  nachweisen,  dass  im  All  gern  ei* 
neu  die  beiden  Zweige  der  Projection  der  Curve  auf  2lF  keine 
Kreise  sein  werden,  und  dass  dieses  nur  in  besonderen  FfiUen 
Statt  findet  Je  mehr  uAmlich  die  Höhen  der  Mittelpunkte  der 
Kegel  einander  gleich  werden,  desto  ähnlicher  werden  beide  Zweige 
der  Horizontalprojection  der  Curve  einander;  der  eine  verliert 
seine  überhöhete  Form  nach  und  nach,  der  andere  geht  aus  dem 
flachen  Oval  nach  und  nach  in  den  Kreis  über. 

Sind  die  Hohen  der  Kegel  einander  gleich,  so  fallen  beide 
Zweige  der  Horizontalprojection  in  einen  zusammen  and  dieser 
ist  dann  ein  Kreis,  während  die  Vertikalprojection  nach  wie 
vor  ein  Theil  einer  Parabel  bleibt  (Taf.  VII.  Rg.  9.). 

Man  hat  nämlich  für  den  Fall  der  gleichen  H5hen  der  Mittel- 
punkte der  Kegel  aus  (1)  und  (2): 


und  hieraus: 


Durch  Vergleichung  mit  der  allgemeinen  Kreisgleichung,  freno 
die  Coordinaten  nicht  vom  Mittelpunkte  aus  gezählt  werden: 

erhält  man  die  Absdsse  des  Mittelpunktes: 
und  den  Halbmesser  des  Kreises: 
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Die  Cleichaog  der   parabolischen  Vertikalprojection  auf  XZ 
let  sich  fiif  diesen  Fall  aus  der  Gleicbang: 

I  sie  Ist: 

e  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (10)  pag.251. 

Als  gans  speciellen  Fall  will  ich  schliesslich  den  noch  anffih- 

,  wenn  die  Kegel  keine  gleiche  HOhe  haben,  wenn  aber  ihre 

hsen   zusammenfallen    (Taf  IX.  Fig.  lO.)«     In  diesem    Falleist 

urlich  nicht  nur  die  Projection  der  Durchschnittscurve  auf  XY 

Kreis,  sondern  die  Curve  ist  an  und  für  sich  eine  ebene  Curve» 

Kreis,  wie  sich  solches  auch  durch  die  Gleichungen  darstellt 

Man  hat  zur  Bestimmung  der  Horizontalprojection  auf  2lF  die 
iichung: 


i  hieraus: 


•  1    9      (n  —  m)*p*q*      ^. 


'  Halbmesser  des  Kreises  also  R  = -^ ;    und    fiir    die 

3jection  auf  XZ  hat  man  in  diesem  besonderen  Falle: 

i  hieraus: 

le  gerade  Linie,  parallel  mit  der  Achse  der  x, 

Uersuchnng   der  Projection   des    Schnittes   der  Ke- 
gelflächen L  und  II.  auf  der  Ebene  YZ. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)   erhält  man  durch  Elimina- 
Ki  yon  XI 

Thtil  XXTV.  18 
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— 1a^q\i — n)«  =  2a\z  —  m)  V  -  -*«y  • 

Wenn    man  diese   Gleichung    weiter  entwickelt  und  nach  s 
ordnet,  80  erhält  man: 


(14) 
2*.  (p«—^*)*+  2»  t4;>«j*(n  +  ni)—4m|i*— 4*19*1 

-|-  2  |4p*9*(n+  fif)ftiit — 4mV>* — 4«*9*  +  ia^tfhi  +  4a*p*m) 

Das  ist  eine  Gieichnng  von  der  Form: 

(16) 
24**+ Ä2»  +  C2«+ />!+£;=  Fy\ 

Wenn  man  die  CoefBsienten  A  bis  F  nach  den  frflhereo  D**  |* 
ten  (s.  pag.  249.)  nämlich: 

p  =  0.6,    m  =  24,    n  =  20, 

9  =  2,        «=20 

berechnet,  so  ergiebt  sich: 

A=     14.0625,     i9=:^1110,    C=29424, 

/>=:= -393376,      £;s:884rJ6,    F=— 1600; 

und  die  Gleichung  (16)  verwandelt  sich ,   wenn  man  logleich  y 
von  seinem  Coeffizienten  frei  macht,  in  folgende: 

(16) 

2*-78.9333....2»+2092.3733....2«—20862.2933....2  +  62914J6 

=— 113.7777.. ..y* 

.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  i^ 
entsprechende  Curve  In  Bezug  auf  die  Achse  der  Z  symmetrisch 
ist,  da  die  Gieichnng  f&r  gleiche  positive  und  negative  y  deni^ 
ben  Werth  behält 

Für  jedes  y  wird  die  Gleichung  im  Allgemeinen  vier  Wevil>' 
von  2  geben,  die  Curve  wird,  wie  man  aus  der  Entstehung  d0f 
selben  schon  scbüessen  kann,  aus  awei  geschlosseneo  Zweigt 
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Btehen  and   einem  jeden  dieser  Zweige  werden  eben  iwei  der 
erthe  von  t  sofallen. 

Bei  weiterer  Untersnchong  ergiebt  eich  ans  dem  erntefi  Dif- 
enslalcoeffizienteD : 

X  _      227,65Sy 


y""     4«»— 236. 7999.... I« +4184,7466....* -20862, 2933....' 

88  derselbe  =0,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  die  Tangenten 
rallel  mit  der  F-(Abscissen-)  Achse  an  allen  denjenigen  Pook- 
1  sind,  wo  y  =  0  ist. 

Um  die  entsprechenden  WertiM  von  %  zn  finden,  bat  man  nur 
n  linken  Tbeil  der  Gleichung  (16)  gleich  Null  zu  setzen  und 
»  vier  Werthe  von  %  zu  berechnen. 

Es  sind  aber  die  vier  Warzehi  dieser  Gleichung: 

— 78.9333  ....2H2092.3733....2«—20862.2933....2  + 62914.56  =  0, 

solchem  Falle: 

«'  =  5.3333....,    1^  =  12.8,    ««'=28.8,    2^'^=32, 

e  solches  auch  in  Taf.  IX.  Fig.  11.  bezeichnet  ist. 

Aus  dem  ersten  Differentialcoeffizienten  ergiebt  sich  ferner, 
8s  derselbe  =  od,  oder,  was  dasselbe,  dass  die  Tangenten  pa- 
Llel  mit  der  Z  -  (Ordinaten-)  Achse  an  allen  denjenigen  Punkten 
nd,  welche  der  Gleichung: 

48»— 236.7999... .i*+4184.7466....z-20862.2983....  =  0 

Isprechen. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

»'  =  8.4461,    1^  =  30.5224,    i«'  =  20.2316. 

Die  letztere  dieser  Wurzeln  kömmt  nicht  in  Betracht,  weil 
3,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich,  keinem  Curvenpunkt 
»hr  entspricht. 

Für  z'=:  8.4461  ergeben  sich  aus  Gleichung  (16)  die  dazu  ge- 
Irigen  Werthe  von  y=  dt  7  «557. 

FOr  2^=30.5224  ergeben  sich  die  Werthe  von  ^=13. 16. 

Hierdurch  sind  nun  auch  die  Grenzen  gegeben,  innerhalb 
elcher  aus   der   Grundgleichang  (16)  f&r   verschiedene   Werthe 
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von  ^  entweder  vier  reelle  oder  zwei  reelle  und  zwei  imagiiire 
oder  nur  lauter  imaginäre  Werthe  von  z  entstehen. 

Es  wird  ofimlich  diese  Gleichung  ergeben: 

für  y  zwischen  den  Grenzen  0  und  ±3.J6 
vier  reelle  Werthe  für  2; 

Rir  y  zwischen  den  Grenzen  db<^.16  und  Jb 7*557 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Werthe  fflr  z; 

und  endlich 

fiir  y  grosser  als  ±7.557 
vier  imaginä>re  Werthe  fiir  z. 

Wenn  man  nun  noch  die  Annahme  macht,  dass  beide  Kegd 
gleiche  Hohe  haben«  so  wird  m='n  und  die  Gleichung  (14)  ver- 
wandelt sich  (ÜT  solchen  Fall  in  folgende: 

(17) 
z*(p*— ^«)-z»t4n(/>«-9«)«|+2a(6n«(p«— 9«)«— o«(|i«+^l 
— z|  4n»(fi«-7«)»-4n«»(pH9*)  I + 1  n*(p«-^»-a«[2fi«(pH^')  -^^l^ 

=  — 4aV. 

X 

Nach  Berechnung  der  Coeffizienten  der  verschiedenen  Poten- 
zen von  z  erhält  man: 

z4-802»+215a222....2«~22328.888....2+74«i6.666....  =  -113.777..^. 

Die  beiden  Zweige  der  Curve  müssen  in  solchem  Falle  syO' 
metrische  Linien  sein,  und  es  ergiebt  sich  auch  solches  aus  ^c' 
Gleichung,  sobald  man  die  F* Achse  bis  zum  Mittelpunkt  der  Kegel* 
flächen  in  die  Höhe  rückt,  also  +20  höher;  für  diesen  Fall  erbSit 
man  neue  z,  und  wenn  man  setzt:  z  =  f-f20,  so  ergiebt  sich  aitf 
der  letzten  Gleichung: 

I*— 241.777. ...j»+ 11377.777.. ..  =  —113. 777.... y». 

Eis  sind  nun  die  Glieder,  welche  die  ungeraden  Potenzen  von 
z  enthalten,  weggefallen,  und  die  letzte  Gleichung  weiset  die  Syin* 
metrie  der  Curve  in  Bezug  auf  beide  Achsen  nach. 

Die  letzte  Gleichung  ist  leicht  direkt  aufzulösen;  wenn  iobb 
i%  =  r  setzt,  so  erhält  man: 

p«-241.777....e  =  -113.777:...5f»-.  11377. 777...-, 

woraus   sich   die   Werthe  von  v,  und  demnach  auch  von  s,  ff' 
jedes  angenommene  y  leicht  berechnen  lassen. 
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So  lange  in    der  ans  Vorstehendem   sich    ergebenden  Glei- 
Imng: 


«=  120.8888... .±V3236.348365....— 113.777....^» 

kr  Werth  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv  bleibt,  so  lange  er- 
iSit  man  fiSr^edes  y  reelle  Werthe  von  v  und  von  j. 

Sobald  ,iy=J: 5. 333....  wird^  so  wird  der  Ausdruck  unter  dem 
Furzelzeichen  =0,  und  man  erhält  die  letzten  reellen  Werthe 
Ml  9  und  $9  nämlich: 

0  =  120.8888....    und    «=±11.44.... 

Bei  grosseren  y  wird  v  und  s  imaginär. 

Ffir  y  =  0  erhält  man  die  Punkte,  wo  die  Curve  die  Ordina- 
nachse  schneidet,  nämlich  an  denjenigen  Stellen,  welche  der 
leichung : 

,=  ±Vi?  =  ±^120.88dbV3236.348366.... 

Dtsprechen;  dies  ist  da,  wo  *  =  iV  177.777....  und  =±i/64 
riid,  also  bei  «^±13.333....  und  =±8  (Taf.  IX.  Fig.  12.). 

Macht  man  schliesslich  noch  die  Annahme,  dass  ausser  der 
ileichheit  der  Hohen  der  beiden  Kegel  auch  noch  die  Neigungen 
er  Erzeugungslinie  gegen  die  Achsen  gleich  siein  sollen ,  ffir  wei- 
hen Fall  p=^g  wird,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (17)  abermals 
fld  wird: 

2«(4a«^— 2.8»iaV  +  a*(4wV-«*)  =  ^V; 
(der  nach  Berechnung  der  CoefQzienten : 

2«— 40i  +  376=^. 

Wenn  man  wiederum  die  Achse  der  Y  bis  zum  Mittelpunkt 
er  Kegelflächen  in  die  Höhe  rückt,  also 

2  =  «+20 
letzt,  so  ergiebt  sich: 

f«— 25  =  ^,    oder    y  =  ±2V^^=r25, 

iloilich  die  Gleichung  einer  Hy  p  er  b e  I ,  wie  es  der  Entstehung  der 
Borve  gemäss  in  diesem  Falle  auch  sein  niuss  (Taf.  IX.  Fig.  13.). 

FOr  #  =  ±5  wird  ^  =  0;  fär  kleinere  s  wird  y  imaginär,  fiir 
RtOisere  $  wächst  y  bis  ins  Unendliche. 
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Auflösung  ad  III. 

Instrument  nach   Art  der  Sextanten. 

A,  Bf  C  (Taf.  IX.  Fig.  14)  sind  die  drei  gegebenen  bekaMi* 
ten  Punicte;  P  ist  der  zu  bestimmende  Punict,  an  welchem  »A 
der  Beobachter  befindet,  und  welchen  er  nicht  verlassen  darf. 

Derselbe  kann  also  nur  die  Winkel  s,  ff  und  ^,  welche  die 
Gesichtslinien  von  P  nach  den  Punkten  A^  B  und  C  bildet, 
messen. 

Die  Aufgabe  reducirt  sich  also^  wie  man  sieht,  darauf: 

Von  einer  Pyramide»  bei  welcher  die  Grundfliehe 
und  die  Winkel,  welche  die  Kanten  am  Scheitel  eii- 
schliessen,  bekannt  sind,  das  Fehlende  zu  findeo, 
namentlich  die  Coordinaten  des  Scheitels. 


Es  ist  in  diesem  Falle  nicht  gerathen,  direkt  die 
des  Scheitels  aus  den  gegeben  Daten  zu  bestimmen,  soBden  omb 
thut  gut,  zunächst  die  Länge  der  Kanten  a^  b,  c  zu  bestimMi 
und  hieraus  die  Coordinaten  von  P* 

Setzt  man 

AC^^T,  femer     co8£=p, 

BC=iS9  cosi;  =  9, 

AB=:Ü;  cos^  =  r; 

so  hat  man  folgende  Gmndgleichungen : 

5*  =  6«  +  c*-26c.7, 

ü*=a«  +  c*— 2fic.r; 

in  welchen   a,  b,  c    die  drei  Unbekannten  sind,  und  welche  9i^ 
daraus  bestimmt  werden  können. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  die  Form  der  gegebeoeB 
Gleichungen  nicht  eine  solche  ist,  welche  eine  leichte  Ausschei- 
dung zweier  der  Unbekannten  mtiglich  macht;  die  Rechnung  fSShrt 
auf  weitläufige  Ausdrücke  und  dfirfle  es  nicht  nothig  sein,  Ü^ 
ganze  Entnickelnng  hier  wieder  zu  geben;  ich  will  das  Wesel»*' 
üchste  aus  dem  Ganzen  der  Entwickelung  hier  anf&hren,  nmi  he- 
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rke  dabei,  dass  ich  davoD  anagegangeD  bin,  b  und  c  zu  elimi- 
»n  ond  a  zunächst  zu  besUmmen. 

Nach  EliminatioD  von  b  gelangt  man  aunächst  aebr  bald  zu 
^endem  Ausdruck: 

+  caUTV^—il^—iS^r  +  4S^ +  4l7«r— 417^^1 

Es  sind  nun  noch  c*  und  c  wegzuschaffen.  Zunächst  kann 
u)  för  c^  seinen  Ausdruck  C7*— a^  4- Sac.r  in  ?orstebende 
eichnng  faineinsetzen,  darnach  gelangt  man  nach  einigen^  nicht 
hwierigen,  aber  umständlichen  Bntwiekelungen  zu  folgtnder 
eichung: 

e^oT^ (18) 

(i*{-2r*  +  4jti^>+r«[3-29«-^*]— 2;^9r— l  +  g«  +  p*|    . 
+  o«t  r«[l  -  9»—  r«  +  29V«  —pqr\  +  Ä*[—  1  +|^ +r«— ^i^r]  1 1 

+  r;«[i— 2r*-9»-|i»+ai>9r}}  > 

^  o»  1 2r»— 4;>9r«-  f  [2  -  29«— 2^*] )  " 

Im  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  sind  die  Glieder  nach  den 
>tenzen  der  unbekannten  Grosse  a  geordnet;  dre  CoefBzienten 
tid  bekannte  Grossen,  welche  der  Kfirze  halber  durch  die  Buch- 
en d^  Bf  f»  g  und  h  bezeichnet  werden  sellefi»  woAirch  die 
leicbuig  sieb,  wie  folgt,  schreiben  läset: 

da^+ea*+f  . 

ga*+na  ^    ' 

m  ist  aber  auch: 

c— iir=  V  17«  — a«+o«r*. 

ireh  Gleichsetzung  dieser  Ausdrücke  and  Quadrimng  auf  beiden 
Iten  erhält  man: 

« 

ach   weiterer  Entwickelung   und  Ordnung   nach  a    erhält    man 
Igende  Schlussgleichung: 
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(M) 

oder,  fvenn  man  die  bekannten  CoefBzienten  von  a^,  a^,  o*  nod 
a^  durch  /,  m,  n  und  to  bezeichnet,  erhält  man: 

o»/  +  a«m  +  a*n  +  a*ir-/^=0. (21) 

Setzt  man  a^  =  r,  so  erhält  man: 

Diese  Gleichung  giebt  also  im  Allgemeinen  vier  Werthe  fiir  o 
und  folglich  acht,  xoder  richtiger  vier  Doppelwerthe  für  a. 

Es  entsprechen  nämlich  im  Allgemeinen  acht  Punicte  der  Auf- 
gabe oder,  was  dasselbe:  es  lassen  sich  ans  den  gegebenen 
Daten  acht  Pyramiden  bilden,  ?on  denen  je  zwei  and  zwei  sy** 
metrisch  sind  mit  gleichen  Längen  der  Kanten,  jedoch  nach  ent* 
gegengesetzten  Seiten  gerichtet. 

Der  Beobachter  wird  sich  also  noch  einige  Merkmale  nehneB 
mOssen  in  Bezug  auf  die  Lage  seines  Punktes  zu  den  gegebeoeo 
drei  Punkten,  um  danach  zu  beurtheilen,  welchen  der  acht  gefiB- 
denen  Punkte  er,  als  seiner  Aufgabe  angehOrig,  zu  wählen  hat 

Nachdem  somit  nun  a  bestimmt  ist,  d.  h.  die  Länge  Einer 
Kante,  lassen  sich  hiemit  die  beiden  andern  Kanten  6  und  c  am 
den  Dreiecken,  welche  die  Seitenflächen  bilden,  leicht  berechnen, 
da  in  diesen  Dreiecken  in  solchem  Falle  zwei  Seiten  und  ein 
Winkel  bekannt  sind. 

Nach  Bestimmung  der  Länge  der  drei  Kanten  lässt  sich  dann 
schliesslich  die  Berechnung  der  Coordinaten  des  Scheitels,  als 
Hauptpunkt  der  Aufgabe,  vornehmen. 

Das  nachstehende  Beispiel  wird  den  Gang  der  Rechoong 
deutlich  machen. 

Beispiel. 

Die  drei  gegebeneu  Punkte  seien  bezeichnet  durch  A,  B  nni 
C,  und  ihre  Coordinaten  seien  dieselben,  wie  im  Beispiel  ^d  Aot 
lusung  II.  (pag.  248.  und  240.)  angenommen  ist,  nämlich: 

für  A      !y=ü. 

(  i'  =  m  =  24; 


\ 
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»^  =  0, 

2^=:  <=:  13.103...; 

o  folgt  hieraas  zunächst : 

i<C=T=  17.863, 

^Ä=ü=  20.396, 

i?C=:  5  =  15.734; 
>e  gemesseoeo  Winkel  seien: 

APCz:z  e  =  86HTW  \  coa s  =psz 0.0734, 

CPB  =  fi=  37022'32«'  (     dann  ist:    cosij  =  y  =  0.7947 , 
BPA  =za=  61<^r56^  )  cos^  =  r  =  0.47; 

od  man  kann  nun  direkt  zur  Berechnung  der  Coeffizienten  d,  e, 
^  g,  h  in  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  pag.203  übergehen. 

Es  ist: 

=r:-2r*+4p^»+r«[3-2^«-2p«]-2p^-l+9«+j9«=— 0.1100045, 

=  T»[l — ^•— r«  +  27*r« — p^]  +  5"[—  1  +  p*  +  ^"P^r] 

+  D«[l  -2r«— ^•— p«  +  3p^]  =  —89.61271529, 

=  I^Ü»9«-[^^^t.^—^J'=  24400.370019, 

==2r»— 4/1^«— r[2— 29«-2p«]  =— 0;I85272, 

=  r[T*-2T»9«-Ä«+  l7*]+;>9[Ta+  5»—  ü«]  =  48.5335096. 

Mit  HQlfe  dieser  gefundenen  Wertbe  kann  man  nun  zur  Be- 
chnung  der  CoefBzienten  /,  m,  n,  io,  /*  in  den  Gleichungen  (20) 
\d  (21)  pag.  264.,  schreiten,  und  es  ergiebt  sich  daraus  Folgendes : 

/  =  /^V—^«-rf«  =  — 0.03884415, 

m=  C7V  —  2Äi7  +  2A^—2ci«=  12.97525064, 

n  =  2f7%-Ä«  +  Ä*r«-ß«-2rf/^= -8794.061477, 


260    PlatA:   üntertuehunge»  über  die  FotAenot'$cke  Aufgate, 

tc=  17M«— 2e/'=4377040.664511, 
/»=  595378057.064114. 
Die  Schiassgleichung  (21)  wird  sich  demnach  wie  folgt  stellea: 

— 0.038844I5a*  +  12.97525064a«— 8794.Ü61477a«-h  4377040.664611a' 

— 595378067 .  064114  =:  0. 

Wenn  man  nun  a«  von  seinem  Coeffislenten  befreiet,  und  mt 
schon  angegeben,  v  statt  a*  setzt,  so  erhält  mau: 

(22) 

04—334.033583959»  4- ^26393. 45891r«— 112682106. M5o 

+  15327364493.9  =  0. 

Pur  die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  habe  ich  oach«tefaeide 
Näherungswerthe  gefunden: 

r'  =248.006... .,     »-  =—82.417908025  +  V— 239633.80139, 

ir^s 253.8144....,  ü'^= - 82.417908025— V"-=^^a9633.80I39. 

Nach  dem  Gesetze  der  CoefBzienten  soll  die  Summe  der  Wiirieb 
gleich  dem  Goeflizienten  des  zweiten  Gliedes  mit  umgekehrtes 
Zeichen  sein,  demnach  in  diesem  Falle: 

=  334.03358395 

und  man  findet  in  der  That  für; 


246.055. ...  4-  253^144—82.417908026  -|-  V^=^239633.8013tt 

—82.417908025  -  ^^=239633.80139 
die  obige  Summe  334.03368395. 

Die  acht  Werthe  von  a  werden  demnach  folgende  sein: 

Erste   Doppelpyramide. 
«'=  +  V245. 055. ...  =  15.6542...., 
a''  =  —  V  245. 055.. ..  =  —15.6542.... 

Zweite  Doppelpyramide. 

a"  =  +  V^253. 8144....=  15.9315...., 

a'^=:  —  V^258.8l44....  =  - 16.9315.... 
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Dritte   Doppelpyramide  .(imaginär). 

a^=  +  V  —82.417908025  +  V^=239633.80139, 

a^^=— V*— 82.417908026  +  ^^^^^m^XiJm^. 

Vierte  Doppelpyramide  (imaginär). 

a^ii=  +  V— 82.417908026— \r:^  239633.80139, 

a^^^^  =  —  V^— 82.417908025-  V^=^9633.80139. 

lo  diesem  apeciellen  Falle  entsprechen  der  Aufgabe  also  nar 
er  reelle  Werthe  von  a,  von  denen  je  zwei  und  zwei  Einer 
oppelpyramide,  bei  welcher  die  Kanten  zu  zweien  gleiche  Länge 
tben,  angehören.  Die  beiden  Scheitel  dieser  Doppelpyramide 
sgen  symmetrisch  zur  Grundfläche  und  die  Perpendikel  von  die- 
sn  Scheiteln  auf  die  Grundfläche  müssen  gleich  lang  werden. 

Durch  die  Bestimmung  von  a  Ist  nun  die  Länge  Einer  der 
Anten  gegeben,  und  es  erfolgt  jetzt  die  Berechnung  der  beiden 
ideren  Kanten  6,  c  wie  pag.  204.  bereits  angedeutet  ist 

Bei  dem  vorliegenden  Beispiel  will  ich  zunächst  fiSr  die  erste 
'oppelpyramide  die  fehlenden  Kanten  und  die  Coordinaten  des 
cheiteU  bestimmen,  es  ergiebt  sich  alsdann  aus  der  einen  dreir 
ckigen  Seitenfläche,  in  welcher  zwei  Seiten  nebst  einem  Winkel 
ekannt   sind,    auf  einfache  Weise  die  andere  Kante   (Taf.  IX. 

ig.lß.)s 

c  is2^S.uO .... 

Qd  ebenso  die  dritte  Kante: 

6  =  a8114.... 

Bei  der  anderen  Hälfte  dieser  ersten  Doppelpyramide  sind  diese 
eiiindenen  Kantenlängen  mit  negativem  Vorzeichen  zu  nehmen, 
^1  eben  diese  Kanten  nach  entgegengesetzter  Seite  gerichtet 
ind. 

Die  Berechnung  der  Coordinaten  des  Scheitels  P  C^dS.  IX. 
ilg.  16.)  macht  nun  weiter  keine  Schwierigkeit,  und  ergiebt  sich 
US  Nachstehendem: 

Es  ist: 

(a:-«)»  +  ^«f  («-x)«  =  c«, 
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Durch  Combiiiation  der  beiden  ersten  Gleicbangen  gelangt  mao  u 
dem  Aofldruck: 

a' — c*  +  «* — ^^^-{-71^  .  m^n  _  .  ^ 

x^ ^ +— -.x  =  F+&. 

Durch  Combination  der  ersten  und  dritten  Gleichi^ng  and  mit 
Hülfe  des  so  eben  ffir  x  gefundenen  Werthes  gelangt  man  fener 
zu  dem  Ausdruck: 

^= w" 


m 


-*— ?(m— n) 


+ p .z  =  />+£i. 

P 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  fiSr  x  und  y  in  die  erste  Gleicbing 
substituirty  so  erhält  man  einen  Ausdruck,  in  welchem  nor  t  ab 
unbekannte  Grösse  vorhanden  ist,  nämlich: 

(F+  Gz)^+(D  +  Ez)^+  (m-i)«  =  a», 

und  hieraus: 

oder  Kürze  halber: 

z«  +  2x.£f=J, 
woraus  sich  dann  schliesslich  ergiebt: 

Es  wird  mithin: 

ar=F+G|-.£f±V^7T"Ä«|    und    y  =  D+E\^H±^TfiP^ 

Bei  dieser  Coordinaten  -  Berechnung  ist  nicht  ausser  Acht  xu 
lassen,  dass  die  GrOssen  a,  b,  c,  nämlich  die  Kanten,  nur  in  den 
zweiten  Potenzen  vorkommen;  die  doppelten  Ausdrücke  von  Xi 
y^  2  geben  mithin  sofort  die  Coordinaten  fiir  beide  Scheitel 
der  jedesmaligen  Doppelpyramide. 

Die  numerische  Berechnung  der  Coeflizienten  F,  G,  D«  & 
//und  J  ergiebt: 
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x2a 
2i=?  =  0.2, 


=  -0.772866, 


=  2ß 

r 
m — t—-{m — n) 

= g =  0.8897, 

_FG  +  DE-m 

~  l  +  £«  +  G^  -  ~  14.16097 , 


=  -2.00313306, 


■=200.533071, 

a*—F*—D^—m* 


=  —  183.206536. 


l+E»  +  G* 

ist  mithin: 

2=l4.16097i:  17. 326635  =  9.908....    and    =I&323...., 
y  =  6.89*2....      „      =14.299...*> 

SS  =  I.227....      »y      :^2.892..*. 

Fflr  die  zweite  Doppelpyramide»  welche  neben  der  ersten  bei 
I  angenommenen  Daten  im  Räume  muglicb  ist»  wurde  die  Länge 

einen  Kante  o  (s.  pag.266.)  gefunden  =±15.9315....  Darob 
Jiebe  Recbnungsweise  wie  bei  der  ersten  Pyramide  erhält 
1  hier: 

6  =  ±9.4714    und    c  =  ±22.1722 

wenn  man  sodann  die  Berechnung  der  Coeffizienten  F  bis  J 
^föhrt  hat,  ergeben  sich  fiSr  die  zweite  Doppelpjrramide  die 
rdinaten  beider  Scheitel  wie  folgt: 

z  =  9.813....      und    18.087...., 

y  =s  7.0652.....      „      14.4266...., 

0?  =  1 .6178....       „       3.2686.... 

i  sieht  aus  den  Werthen  der  Coordinaten,  dass  die  gleichna- 
Bn  Scheitel  beider  Doppel pyramiden  sehr  nahe  im  Räume 
einander  liegen;  die  direkte  Entfernung  der  gleichnamigen 
eitel  von  einander  beträgt: 
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L  =  VTx-^*  +  (y-yi)«  +  (*-a?i)«= 0. 46. 

(M.  vergl.  Taf.  IX.  Fig.  17.)  Die  dritte  und  vierte  Doppelpynunide 
(pag.  267.)  werden  imaginär,  and  fallen  deshalb  gaos  am  dir 
Rechnung  aus. 


Die  Aufgabe  ist  somit  auch  auf  diese  Weise,  dass^von  den 
zu  bestimmenden  Punkt  die  Winkel ,  welche  die  Cresichtslioiei 
nach  den  drei  gegebenen  Punkten  einschliessen ,  gemessen  wc^ 
den,  aufgeloset.  Man  kann  schliesslich  nun  noch  folgende  Ueioe 
Rechnung  anstellen,  die  einigermaassen  zur  Controje  der^  fSr  die 
Coordinaten  der  Pyraroidenscheitel  gefundenen  Werthe  dienen  kaoBi 

Da  nämlich  jede  Hälfte  einer  Doppelpyramide  BfakmMtA 
zur  Grundfläche  liegt,  so  müssen  die  Perpendikel,  welche  tod  im 
Scheiteln  auf  die  Grundfläche  geföllt  werden,  and  welche  eb« 
die  Hohen  der  Pyramiden  darstellen,  einander  gleich  werden. 

Der  Ausdruck  fSr  die  Länge  X  eines  Perpendikels  von  eiflea 
Punkt  or'j  y' ,  z'  auf  eine  Ebene,  deren  allgemeine  Gleicbing 
Aar  -f  By  4-  Cz  -f  D  =0  ist,  stellt  sich  aber  bekanntlich  wie  Mgl.* 

_  kx'  4-  By'  4-  Cz'  +  D 
""  dbV^A«+B«  +  C« 

In  diesem  Ausdruck  müssen  noch  die  CoefBzienteu  A,  B,  C» 
und  D,  welche  von  der  Gleichung  der  Ebene  herrabren,  bestinat 
werden. 

Die  Ebene^  welche  hier  durch  die  Grandfläche  der  Pyrafflidfl 
dargestellt  wird,  ist  durch  die  drei  festen  Punkte,  durch  weklM 
sie  geht,  gegeben.  Wenn  aber  die  Coordinaten  dreier  Pookte» 
durch  welche  eine  Ebene  geht,  bezeichnet  werden  mit: 

•^/»  Vi*  *#»     ^u»  Vn*  *#5     ^M9  9m»  *jb» 

80  haben  die  CoefBzienten  der  Ebenengleichang  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie  folgende  Werthe: 

A  =  y,z,„ — y,„i,  +  y„z, —y,z„ + y,„i^— y,,«,^, 

D  ^  XfZ^^'^XffZf  -f-  Xf,%f,f'—^X,f,Zff  -f-  X^ftf'-^XiZ,,,^ 

D  =a?,(y,A,,— y,,,ij  +  x^iymh—y^t,,,)  +  x,„{^,z„'^y^,). 
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Fflr  den  vorliegenden  Fall  Ist  nun: 

jr,=0,      or,,  =20,    »,,,  =  10, 
y/  =  Ü,      y„  =  0,      y,„  =  10, 
V=24,     i„  =  20,     2,„  =  13.10905.... 
Vach  Sabstitation  dief«er  Werthe  ergiebt  sich:* 

A=— 40,    B=  — 177.839 C=— 200,  D  =4800. 

)er  Ausdruck  f&r  das  Perpendikel  wird  demnach : 

,       -40.jr^  — 177.939. ...y^~200. 1^  +  4800 
*""  ±270.67... 

Venn  man  nun  in  Bezug  auf  die  erste  Doppelpyramide  zuerst 
ie  Werthe: 

1  .  mZI  *  .  .  •  t         Zm  tjoZ  «  •   .  • 

6.802....    und  sodann  die  Werthe     <  14.299.... 

9.998....  '  18.323.... 

Ir  ac^9  y'  und  x'  in  den  Ausdruck  ffir  'iL  substituirt,  so  erhält  mau 
n  ersten  Falle  il  =  5.64....  und  im  zweiten  Falle  il  =  5.63*..., 
so  nahezu  fibereinstimmend.  Bei  der  nicht  unbedeutenden  Grosse 
BS  Coeflfizienten  B  und  C  kann  eine  grossere  Genauigkeit  fOr 
side  Perpendikel  nur  erreicht  werden,  wenn  die  Coordinaten  x^, 
\  z'  von  vorneherein  auf  eine  viel  grossere  Anzahl  Decimalstellen, 
\m  hier  geschehen,  berechnet  werden. 

Ffir  die  zweite  Doppelpyramide  hat  man  ffir  x',  y\  z'  In  dem 
.nsdruck  för  X  die  Werthe: 

1.6178....  /   3.2660.... 

7.0652....    und     1 14.4266.... 

9*old«...  \  lo.llo/    .... 

nd  man  erhält  dadurch: 

i=:5.599....    and    1=5.598.... 

Unter  den  pag.  269.  gefundenen  vier  Werfhen  ffir  den  zu  be- 
timmenden  Punkt  hat  der  Ingenieur  nun  denjenigen  zu  wählen, 
reicher  nach  .Maassgabe  anderweitig  festgestellter  Merkmale  als 
leijenige  von  ihm  anerkannt  ist,  welcher  In  Bezug  anf  die  drei 
esten  Punkte  die  richtige  Lage  hat. 


:r  =  1.997. ... 

2.892.... 

y  =  e.999.... 

14.299.... 

z  =;  9 .  O09 .  •  •  • 

]o.«kS<5.  ... 
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Bei  dem  vorliegenden  Beispiel  ist  leicht  naebzuweiseD,  wel- 
cher Punkt  genommen  werden  muse,  weil  bei  beiden  AofiSeangn   ^ 
ad  IL  und  ad  III.  die  Daten  ffir  einen  and  denselben  Pnnkt  g^ 
geben  sind. 

Man  hat  demnach  nur  nothig  die  beiden  gefundenen  Wertte 
fiir  den  zu  bestimmenden  Punkt,   wie  solche  sich  aus  der  Asf-    , 
lOsung  ad  II.  (pag.  245.)  ergeben,  nftrolich : 

ar  =  1.995....         und    —8.8172, 

y  =  e.9991 ,      —2.7529, 

2  =  10.0000....     „      +5.>5258, 

mit  den  vier  Werthen  zu  vergleichen,  welche  sich  aus  der  i«f* 
lüsung  ad  III.  (pag.  269.)  ergeben,  nerolich : 

1.6178....  3.2686.... 
7.0652....  14.4266.... 
9.813....        18.087.... 

um  zu  erkennen ,  dass  die  jedesmaligen  ersten  mit  grosseren  ZIt 
fem  gedruckten  Werthe  diejenigen  sind,  durch  welche  der  gesuchte 
Punkt  festgestellt  wird. 

Schlussfolgerungen. 

Was  nun  die  Anwendung  dieser  AuflOsungsmethoden  in  dar 
Praxis  anbelangt,  so  ist  es  allerdings  recht  hfibsch^  durch  blo6M 
Winkelmessung  einen  Punkt  im  Raum  mit  Hülfe  dreier  ander« 
bestimmen  zu  können,  ohne  dass  man  ihn  zu  verlassen  nutUg 
hat;  allein,  wenn  eine  grosse  Schärfe  erfordert  wird,  so  bleibt  die 
Sache  immer  etwas  misslich. 

Wenn  man  frei  zu  wählen  hat,  so  dürfte  sich  die  Methode 
ad  Auflösung  II.  noch  am  ibesten  eignen;  denn  man  erhält  hier 
durch  die  Rechnung  zwar  allerdings  auch  noch  vier  Werthe,  od* 
ter  welchen  mau  entscheiden  niuss,  allein  man  erhält  doch  direkt 
die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes,  während  man  bei  der 
Auflösung  ad  III.  erst  die  Längen  der  Pyramidenkanten  bestim- 
men muss,  und  aus  diesen  dann  erst  die  Coordinaten  des  Schei« 
tels.  "  Ganz  abgesehen  von  der  Weitläufigkeit,  dass  man  bei 
dieser  letzteren  Auflösung  im  Allgemeinen  mit  acht  Punkten 
welche  der  Aufgabe  Genüge  thun,  zu  schaffen  hat,  so  ist  es  ebea 
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r  schwer,  die  Schlosegieichiing  (22)  pag.  266.  so  genau  zu  be- 
iroeo»  daee  die  ?ier  Doppelwerthe  flir  die  Kantenläoge  a  sich 
tig  genug  ergeben.  Man  muaa  zu  diesem  Zwecke  gleich  von 
le  herein  mit  sehr  vielen  Decimalstellen  zu  rechnen  anfangen, 
da  die  gewöhnlichen  siebenstelligen  Logarithmen  oft  nicht 
reichend  sind,  so  wird  die  Rechnung  sehr  niOhsam  und  zeit- 
t)end. 

ßei  aller  Sorgbit  habe  jch  es  nicht  erreichen  können»  dass 
Gleichung  (22)  genau  genug  ausgefallen  ist»  denn  wenn  solches 
resen  wäre»  so  hätten  die  Wurzeln  anders  ausfallen  müssen. 

Bei  den  Daten,  wie  ich  sie  angenommen  habe,  hätte  die  Glei- 
ng  (22)  so  ausfallen  müssen,  dass  9^  =  245.00166741....  ge- 
den  wäre,  während  sich  aus  der  Gleichung  p' =245.065.... 
ib.  Wenn  ich  den  Werth  p' =  a«=: 245.00166741  hätte  ein- 
ren  können,  so  würde  a  =  J:  15.6525  ausgefallen  sein,  während 
«'=:a*  =  245.055....a  =  ±15.6542  geworden  ist. 

Dieser  Unterschied,  wenn  auch  erst  in  der  dritten  Decimale, 
sofort  Einfluss  auf  6  und  c,  wovon  man  sich  leicht  Oberzeu- 
kann,  wenn  man  zuerst  b  und  c  und  a  berechnet  und  dann 
od  b  oder  b  und  c.  Man  wird  verschiedene  Werthe  für  6  und 
rhalten,  wie  es  eben  auch  nicht  anders  möglich  ist,  sobald  a 
\i  ganz  genau  genommen  wird. 

Wenn  aber  a,  b  und  c  nicht  genau  sind,  so  sind  es  ihre  zwei* 
Potenzen  noch  viel  weniger ,  und  da  solche  bei  der  Berechnung 

Scheitel  -  Coordinaten  erforderlich  sind,  so  können  letztere 
D  auch  nicht  ganz  nach  ^iVunsch  ausfallen.  Wenn  Ich  den  ge- 
eren  Werth  von  v*  hätte  in  Rechnung  bringen  können,  so  würde 

die  Scheitel -Coordinaten  ganz  übereinstimmend  mit  der  Anf- 
ing ad  II.  (pag.  245.)  gefunden  haben,  nämlich: 

a:  =  1.225  i  ar=  1.227.... 

y  =  6 .  8921    während  sie  jetzt  sind :    <  y  =  6 .  892. . . . 
z  =  10.0000  V  z  =  9.998.... 

Was  endlich  die  Entscheidung  betrifft,  welcher  von  den 
sr,  resp.  acht  gefundenen  Punkten  genommen  werden  ronsSy 
dürfte  dieselbe  in  manchen  Fällen  schwierig  ausfallen.  Der 
»bachter  kann  wohl  leicht  erkennen,  ob  der  zu  besttiB* 
nde  Punkt  über  oder  unter  der  Fläche  der  drei  festen  Punkte 
Ht,  aber,  wenn  mehre  der  gefundenen  Punkte  ganz  nahe  an- 
nmenfailen,  wie  es  z.  B.  bei  der  Auflösung  ad  HL  der  Fall  Isl^ 
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8o  sind  schon  sehr  soigfliltlge  Nebc»be«tiniiilvogen  i«r  Eik 
des  richtigen  Panktee  nothwendig.. 

Es  wird  voraasgesetst,  dass  dem  Beobachter  immer  mi 
der  im  Eingänge  erwfihnten  Instrumente  zu  Gebote  steht,  u 
selbe  also  entweder  Horizontalwinkel,  oder  Huheowinkd 
sogenannte  schiefe  Winkel  messen  kann;  wäre  die  Anfg: 
gestellt y  dass  der  vierte  Punkte»  ohne  denselben  verlas 
dflrfen,  flberhaupt  durch  Winkelmessung  bestimmt  werdei 
and  es  ständen  dem  Beobachter  beliebige  Winkelmessinstr 
zu  Dienst»  so  wäre  in  solchem  Falle  die  Sache  sehr  < 
Man  wQrde  dann  zunächst  mit  Hfilfe  der  gewöhnlichen  f 
not*schen  Aufgabe  nach  Messung  der  Horizontalwinkel  c 
rtsontallängen  berechnen  und  hierauf  eine  oder  zwei  Elet 
messen. 

Schliesslich  habe  ich  noch  anzofiBbren»  dass  bei  di 
I8sang  ad  IL  von  den  drei  festen  Punkten  nothwendlg 
nicht  in  gleicher  Hohe  mit  dem  Beobachter  liegen  dOrA 
es  sich  sonst  um  den  Durchschnitt  eines  Kegels  mit  zwei ! 
handeln  wflrde  und  dadurch  die  Auflusung  unbestimmt  hlh 
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Bemerkimgeii    ober    Lagraiige'd   analyttscbe 

Mechanik« 

Von 

Herrn   Doctor    Heinrich  Bley  *) 
so    Bernbarg. 


Die  iittalytlsehis  Mechanik  Lagrange'a  Int  einänerkäM' 
«  Heislenr«rk.  Sowohl  durch  das,  was  der  berflhtute  Verfaaaiir  tfeh 
rbseiMchaftlicheil  Erhendtnigseff  hintagefügt  hat,  als  dercb  die 
LH»  irie  er  es  mit  dem  bereiU  Vorhandenen  xn  einem  wohl  gegff6^ 
erten  Ganten  fetbanden  bat,  tiicht  minder  endlich  dorch  die  klare, 
lUgeLiogik  aeinerDarstellang,  wird  die  analytieche  MecbaAlk 
Iv  alle  Zeiten  eine  Zierde  der  nlathenMtlsdieA  Literafor  Meibea. 

Dennoch  finden  sich  auch  itt  diesem  Werke  manche  Fehler 
ad  Nachlässigkeiten,  wie  schöfk  die  Noten,  welche  der  von  mir 
BDotxten  Aasgabe  beigefügt  sind,  beweisen.  Ausser  demjenigen, 
as  hierin  besprochen  worden  ist,  habe  ich  aber  bei  einem  sorg- 
Itigen  Stadium  der  analytischen  Mechanik  noch  manche  Stellen 
^fanden,  welche  Unrichtigkeiten  enthalten,  manche  andere,  zu 
doen  eine  Erläuteritif  olW  aMit  ilterflisvig  ickien ;  und  ich  habe 
glaubt,  meine  Bemerkungen  um  so  mehr  mittheilen  zu  dürfen, 
•  es  zu  wünschen  ist,  dass  das  Studium  des  ausgezeichneten 
Werkes  immer  häufiger  werde. 

Ich  habe  die  von  Bertrand  besorgte  Ausgabe  der  analyti- 
^hen  Mechanik  des  L  ag'r  ah  gebeittftsef.  Welche  unter  dem  Titel: 
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*)  Der  Herr  Verfacser  dieser  eehon  eeit  geraonler  Zeil  in  meiiv^it 
üidieB  liefiofttichen  Bemerlioiigen  aber  eine  der  wichtigeten  osd  eclidii- 
m  maUienstieclien  Werke  ha»  leider  den  Abdrack  derselben  ntehC  BMhr 
lebt,  wa«  für  mich  am  eo  mehr  Aotrieb  UDdHeneaebedarfiiiee  geweeen  iel« 
'in  gegebeoee  Vereprechen,  den  Aufsatz  in  das  Archiv  anfzunebmen ,  eo 
Id  als  es  irgend  die  Umstände  gestatteten,  zu  erföllen.  Die  Wichtigkeit 
i  1>etreffenden  berühmten  Werks  rechtfertigt  jedenfalls  die  Aufnahme  voH- 
ininea.  In  wie  weit  alle  Hemerknngcn  des  Aerm  Verfassers  richtig  und 
^hl  begründet  sind ,  mnss  natürlich  hier  dahin  gestellt  bleiben.  Jeden- 
lls  werden  sie  zo  weherem  ior^fütlgM  ]Vachdenftea  anregen.         G. 

19* 
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Mecanique  analyticjue,  par  J.  L.  Lagrange.  Troigieme 
edition,  revue,  corrigee  et  annot^e  par  M.  J.  Bertrand 
in  den  Jahren  1853—55  iii  zwei  Quartbänden  bei  Klallet-Bache* 
lier  in  Paris  erschienen  ist.  Sie  enthält,  ausser  kürzeren,  n- 
mittelbar  unter  den  Text  gedruckten  Anmerkungen  Bertrand'i, 
ausführlichere  Noten  von  Poinsot,  Lejeune- Dirichlet,  Ber- 
trand, Puiseuz,  Serret,  Ossian  Bonnet,  Bravais  «ri 
von  Lagrange  selbst^  welche  hinter  dem  Texte  folgen.  Dieaotcr 
dem  Texte  befindlichen  Noten  Bertrand's  sind  meistens  redil 
zweckmässig  und  zeugen  von  einer  grossen  Belesenheit;  dock 
habe  ich  bisweilen  seine  Ansichten  nicht  theilen  können,  wie  sidi 
aus  meinen  Bemerkungen  crgiebt. 

Meine  Bemerkungen  folgen  dem  Texte  von  Paragraph  n 
Paragraph,  und  da  die  Paragraphen  niemals  sehr  lang  sind,  so 
wird  es  leicht  sein,  die  specielle  Stelle,  auf  welche  sie  sich  be 
ziehen,  aufzufinden.  Sie  erstrecken  sich  auch  auf  die  ISogerci, 
hinten  angehängten  Noten  verschiedener  Gelehrten.  Rleioe  Be- 
merkungen über  diese  habe  ich  zwischen  die  auf  den  Text  beifig- 
liehen  Bemerkungen  dahin  gestellt ,  wo  sich  diese  Koten  des 
Texte  anschliessen.  In  Bezug  auf  die  Benennung  der  Abtbeifaa- 
gen  Lagrange's  habe  ich  noch  zu  bemerken,  dass  ich,  der  bei 
uns  gebräuchlichen  Terminologie  folgend,  das,  was  Lagrange 
.,  Articie"  nennt,  mit  „§."  bezeichnet  habe;  das,  was  Lagrange 
mit  „§."  bezeichnet,  konnte  man  durch  „Abtheilnng**  übersetiei. 


Analjrtische  Mechanik. 

Erster   Theil. 
Die  Statik. 

Erster    Abschnitt. 

§.  '2.  Am  Ende  des  zweiten  Absatzes  ist  offenbar  eine  Zeile 
niisg^lasscn.  Es  heisst  dort :  Donc  la  charge  que  supporte  le  poist 
ilappoi  du  lovier  qui  fait  la  base  du  triangle,  et  qui  est  charg^ 
k  so«  dcnx  fxtreniites  de  poids  tfgaux,  sera  ^gale  au  poids  donble 
du  sommet,  et,  par  consequent,  egale  ä  la  somme  des  deux  poids. 
statt:  Donr  la  charge  que  supporte  le  point  d'appai  du  levior 
qui  falt  la  base  du  triangle,  et  qui  est  charge  ä  ^^b  deux  extre- 
m\\/k%  de  poids  ^guux,  sera  egale  au  poids  du  sommet,  etlachaige 
^ve  NDpporto  le  levier  transversal  sera  egale  ao  poids  double  da 
«'V'i^iMrl.  et,  par  rons^ucnt.  egale  ä  la  somme  des  poids. 
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r  Beweis  des  Satxes  nird  i1brif;enB  darchaad  nicht  geführt 
Wenn  iler  gerade  und  hnTixontale  Hebel  AB  (Tat.  IX. 
in  C  DnterstiJUt  ist  und  zugleitili  eine  Last  trägt,  uni)  niao 
Jenkl  steh  «Inen  zueilen  Hel>el  von  gleicher  Beschaffenheit  un^  | 
LSng«  mit  dem  ersten  so  verbunden,  dntia  der  Cnterslßtzungapiinlct 
A  Ata  «weiten  mit  dem  einen  Ende  des  ersten  Hebels  7U«ammen- 
ttlt,  oad  nimmt  an,  dasH  der  zweite  Hebel  an  seinen  beiden 
Siut«n  ^leieho  Lasten  trü^l,  so  kann  man  die  Cnnibiunlion  uls 
«imin  geraden,  einarmia;«»  Hebet  belrachteii.  dexsen  Unterstiitzungs- 
punbl  in  eist,  und  «eteher  in  A  nnd  E,  also  In  einfaeber  unil 
bppeller  Entfernung  «nn  C.  eine  dujipelte  und  eine  eiiirache  Last 
Irlj;l,  »eiche  aber  in  enlgegenj^esetzten  Richtungen  wirken  (inden  i 
■an  slttlt  des  UnterslülEUiigspunktes  A  eine  der  Summe  der  ift 
Rund  E  auf  den  Hebel  EC  wirkenden  Lasten  gleiche,  aber  ent. 
■tgengesetzle  Kraft  annimmt). 

Denkt  man  sieh  ferner  den  zweiten  Hehel  von  ungleicher 
Jlnge  mit  dem  ersten,  z.B.  Jmal  so  lang  ah  den  ersten,  und 
ile«  (Jebrige,  wie  vorher,  so  erhSIt  man  einen  geraden,  zweiar- 
llyen  Hebel  FB(T&f.\X.  Kig.  19.),  welcher  in  C  unterstützt  ist,  und 
1  J9  tmd  F.  also  in  einfacher  und  siebenfacher  Entfernung  vom 
Inlerstütiungspunkte,  gleiche  Lasten  IrMgl,  wozu  aber  noch  die 
D|ipeltG.  aufwKrts  wirkende  Kraft  In  A,  also  in  dreifacher  Ent- 
rnrnng  von  C,  gerechnet  werden  muss.  Bezeichnen  wir  die  in 
i'und  Ö  wirbenden  Kräfte  (Momente)  mit  7  und  I,  so  ist  die  in 
wirkende  Kraft  (Moment)  =6.  und  da  sie  der  Kraft  in  F  ent- 
wirkt, so  bleibt  auf  beiden  Seiten  des  Unterstützungsfiunkr 
f  die  Kraft  I,  und  es  ist  also  Gleichgewicht, 
r  horizontale  Hebel  wird  also  im  Gleichgewicht  sein,  wenn 
tander  entgegenwirkenden  Kräfte  (in  einem  speciellen  Falle 
Ml  m  lieiden  Seiten  des  Unterst ütiungspunktes)  im  um- 
I  Verhältnisse  ihrer  Entfemongen  vom  ünterstützungs- 
f  stehen. 

Iter  Beweis  von  Stevln  fflr  den  Satz,   dass  die  Kraß 

r  schiefen  Ebene  sich    zur  Last  tvie  die  Höhe  der  schiefen 

SES  znr  Länge  verhalte,   genügt  nicht:    denn    eine   immerw&h- 

iml«  Bewegung  der  Kette  ist   keineswegs  unmöglich,   wenu  man 

i«  Hindernisse  der  Bewegung  hinwegdenkt. 

^.'J.    Die  Bemerkung  Bertrand's  eu  diesem  Parognpbi 
elcher  er  behauptet :  zwei  KrHfle,  welche  nicht  in  derselbenl 
nd.  haben  keine  Resullirende,  ist  deshalb  unzulässig, 
OT  von  Krfiften  di«  Rede  sein  kann,  »eiche  denselben  I 
unkt  haben. 

$.   12.     Das  Vsrignon'ache  Theorem    ist   nicht  hsox  riM 
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angegeben.  Ee  heieet  n&mlich,  daee»  wenn  man  von  irgend  eincii 
Paekte  in  der  Ebene  einee  Parallalogramme  Senkrechte  auf  die 
Diagonale  und  die  beiden  Seiten«  welche  die  Diagonale  elnacbliv* 
•en,  fällt,  das  Produkt  der  Diagonale  in  ihre  Senkrechte  gleick 
ist  der  Summe  oder  Differenz  der  Produkte  der  beiden  Seiten  ip 
die  entsprechenden  Perpendikel,  je  nachdem  der  Punkt  all•«e^ 
halb  oder  innerhalb  des  Parallelogramms  liegt,  statt:  je  nacbden 
der  Punkt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  beiden  Seiten  liqA 
welche  die  Diagonale  einscbljessen,  wie  es  in  der  Anwendung  dei 
Tbeoreibs  auf  die  Mechanik  richtig  beisst- 

§.  10.  In  Bezug  auf  das  Princlp  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  sich  Gleichgewicht  halten' 
den  Kräfte  einander  entgegen  wirken  müssen. 

§.  17.  In  dem  hier  gestehen en  Ausdruck  des  Princips  der  fir- 
tuelien  Geschwindigkeiten  wird  gewrihnlich  das  System  top  Kör- 
pern oder  Punkten  als  ip  eiqero  Punkte  oder  an  einer  Axe  ke* 
festigt  gedacht,  und  die  Kräfte  wirken  auf  entgegengesetxteoSmtP 
des  Bubepufikts  oder  der  Axe  einander  entgegen. 

§.  18.    Man  kann  sich  allerdings  yoratellen,  dass  das  Glekk- 
gewicht  des   Gewichtes  am   Fläschenzuge  durch  ein  HfnderalM 
hervorgerufen  werde,  welches  bewirkt,  dass  trots  einer  ▼eri«^ 
ten  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  beweglichen  Systems  du 
Gewicht  nicht  sinkt    Indem  Bertrand  dieser  Vorstellungswelie 
das  Beispiel  eines  auf  dem  höchsten  Punkte  einer  Cunre  mben- 
den  schweren  Punktes  entgegensetzt,  führt  er  nur  eben  ein  Au- 
logon   an:    die    geringste  Verschiebung  würde   denselben  bllei 
machen,  und  doch  ßillt  er  nicht,  eben  wegen  des  HiBdernlssM» 
in  welchem  das  Wesen  des  Gleichgewichtes  besteht.    Lagrai* 
ge's   Beweis  des  Princips  der   virtuellen  Geschwindigkeiten  iit 
vollkommen  streng.    Denn  es  kann  entweder,  während  die.Pookte 
des  Systems   eine   unendlich  kleine  Verschiebung  erleiden,  dai 
Gewicht  dennoch  in  Ruhe  bleiben,   weil  es  wegen  seiner  Lage 
nicht  mehr  sinken  kann;  dieser  Vorstellungs weise  setzt  Bertraad 
das  Beispiel  eines  auf  dem  höchsten  Punkte  einer  Curve  mhendfli 
schweren  Punktes  entgegen;  oder  es  kann  das  Gewicht  in  Rato 
bleiben,  weil  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  der  Punkt«  dei 
Systems  unmöglich  ist. 

Zweiter   Abschnitt. 

§.  1.  Für  das  Gleichgewicht  dreier  Kräfte  P,  Q,  R  wird  mav 
haben,  wenn  §,  if;,  q>  u.  s.  w.  die  unabhängigen  Variablen  sind, 
als  deren  Functionen  p,  g,  r  gedacht  werden  können: 


lagrmmtB'a  OJimiaUtehe  MecäatUt. 

ItUcb: 
b«wo: 


Pep  +  OBy  +  ßBrsiO. 

rertKhrt  man,  nm  daa  Gleichgewicht  von  vIeruDdmeb- 
itw  KrSften  analytisch  aiiszudrflcke». 

(.  7.  Damit  die  Forweln  dioMS  Paragraphen  ToUfcomneo  rieb' 
{  sind,  niuu  man  anoefamen,  daaa  die  Centra,  nach  welchen 
e  Krifte  P,  Q,  R  u. ■.«.  streben,  dem  Anraogspankte  darCoor- 
■iton  nfiher  liegen,  als  ihre  AngriSspankte. 

j.  3.  ^=0  wird  die  Differeatialf;lflicbDDg  einer  FlSche  sein, 
r  welcher  4ie  Richtung  der  Kraft  P  senkrecht  steht,  indem  man 
fh  den  Angriffspunkt  von  P  in  einem  beliebigen  Ponkte  der 
itAe  4«nkt.  Ist  also  der  Mittelpankt  der  Kraft  P  censtanl,  se 
iss  die  Flädhe  nothwendig  eine  Kngelfliche  am  denselben  hil- 
D ;  bei  einer  ebenen  Flgche  wird  sich  der  Mittelpunkt  stetig 
t  dem  Angriffspunkte  verfindem. 
Lagrange  bebandelt  nur  den  Fall,  wo  a,  b,  e  constant  sind, 
»Iso  die  FiSche,  deren  Gleichung  Wdx -f  S8y  4  C8t  =  0  ist, 
V  KugelO&che  ist.  Sind  dagegen  die  Coordinaten  des  Mitte)- 
nkles  der  Kraft  veränderlich,  wfihrend  die  Gleichung  der  ap/ 
senkrecht  stehenden  FISche  eich  nicht  Sndert,  so  hat  man  die 
sichnagen : 

1 
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Nimmt  man  nun  an ,  was  oft  erlaubt  wt»  dam  sieh  verinlte:   \^ 
X*  — x\y'  —  yii'  —  2  =  Ap  +  a:'  —  .t  :  Bp  +  y'  — y :  Cp  + 1*— i, 
so  ist: 


a  JAp^■x'^x)(^x'^^xyHBp^^y'--y){^y'^-^yn^^  f 

Gelten  obige  Proportionen  nicht,  so  lässt  sieb  die  Gleidrang 

nicht  weiter  umändern.    Jedoch  bat  man: 

dp  =  Adx^Bdy^Cdi. 

Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  dass  die  FlSchen,  auf  welcbei 
die  Kräfte  P,  Q,  R  u.  s.  w.  senkrecht  stehen,  von  beliebiger  B» 
schaffenheit  sind,  und  keineswegs  mit  dem  System  der  ADgrib- 
punkte  von  P,  Q,  R  u.  s.  w.  zusammenzufallen  brauchen. 

§.  9.  Es  scheint  mir,  als  ob  Bertrand  sich  hier  im  Irrthui 
befönde,  indem  Lagrange  mit  Pdp  nicht  eine  Summe  von  vir 
tuellen  Momenten,  sondern  nur  das  Moment  einer  Kraft  beiefeh- 
nen  will.  Es  ist  in  der  That  gar  kein  Grund  flir  die  gezwoBgeo« 
Bertrand'scbe  Auffassung  dieses  Paragraphen  vorhanden.  Wen 
p,  q  u.  s.  w.  hier  als  Functionen  der  Coordinaten  angesehen  wer 
den,  so  ist  damit  noch  keineswegs  gesagt,  dass  sie  auch  Diffi- 
rentiale  der  Coordinaten  enthalten. 

§.14.  Lagrange  sagt  mit  Bezug  auf  die  beiden  SystiM 
von  Kräften  f,  Q,  U  u.  s.  w.,  und  P* ,  Q' ,  R'  u.  s.  w.»  zwei 
Systeme  von  Kräften  kunnen  nur  auf  eine  Art  vGlIig  äquivalent 
sein ,  weil  die  Bewegung  eines  Korpers  immer  bestimmt  und  dw 
einzige  sei.  Denn  die  beiden  äquivalenten  Systeme  von  Kriftel 
P,  Q,  R  u.  s.  w.  und  P'  f  Q' ,  R'  u.  ß.  w.  rufen  hier  ein  und  die* 
selbe  Bewegung,  nicht  aber  Gleichgewicht  hervor,  wie  Bertraod 
in  seiner  unpassenden  Note  annimmt. 

§.  15.  Am  Ende  des  ersten  Absatzes  muss  es  heissen:  et 
röciproquement,  lorsque  deux  syst^mes  de  forccs  sont  ^quivaleDtSi 
et  peuvent  dtre  Substituts  Tun  k  l'autre  dans  le  niöme  Systeme 
de  Corps,  la  somme  des  moments  des  forces  de  Tun  de  cee 
systömes  est  foujours  egale  ä  la  somme  des  moments  des  forces 
de  l'autre.  statt:  et  röciproquement,  lorsque  la  somme  des  mo' 
ments  des  forces  d'un  Systeme  est  toujours  ^gale  k  la  somne 
des  moments  des  forces  d'un  autre  Systeme,   ces  deux  syst^nes 
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forcM  iIobI  ^oiFaUntSy  et  peoveot  ^tre  sobstitii^  Tiin  4  ramtre 
IS  I9  mtoe  systöme  de  corps. 

Bertrand  bStte  in  seiner  Note  zo  diesem  Paragraphen  noch 
nbren  sollen,  dass  die  Linien  £,  ^^  tp  sich  rechtwinklig  dorch- 
Imeiden  mfissen,  wenn  S,  ^f  Odie  angegebenen  Werthe  haben. 
rrgl.  Poinsot's  Note  (Nro.  L). 


Dritter  Abschnitt 

§.  5.    Lagrange's  Annahme,  dass  man  die  Centra der  Krftfte 

P'  n.  s.  w.  In  einen  beliebigen  Punkt  ihrer  Richtung  verlegen 

ine,  wodurch  p  =  P  wird,  lässt  sich  nicht  rechtfertigen.    Auch 

einfacht  sie  die  Formeln  nur  vorflbergehend ,  da  sie  gleich  da* 

f  wieder  aufgehoben  wird. 

Es  ist  leicht  einzusehen«  dass  die  ganze  Betrachtung  dieses 
rigraphen ,  in  welchem  angenommen  wird ,  dass  ein  System  von 
nkten  sich  um  eine  ausserhalb  desselben  befindliche  Aze  drehe» 
li  auch  auf  den  Fall  öbertragen  lässt»  wo  ein  beliebiger  Punkt 
I  Systems  selbst  in  die  Aze  gelegt  nod  zum  Anfiuigsponkt  der 
>rdinaten  gemacht  wird. 

§,  8.  Es  ist  in  der  That  sonderbar,  dass  Bertrand  behaup- 
,  die  drei  Rotationen  um  die  Azen  der  x^  y^  %  konnten  nicht 
ichzeitig,  sondern  nur  nach  einander  stattfinden.  Nur  durch 
sammensetzung  der  gleichzeitigen  Rektionen  um  diese  drei 
en  lässt  sich  eine  Rotation  um  eine  zwischen  ihnen  liegende 
e  darstellen. 

§.  10.  Die  hier  aufgestellten  sechs  Bedingungsgleichungen  sind 
bt  absolut  nothwendig,  aber  sie  sind  die  einfachsten,  welche 
*  Gleichung 

iflgen.  Lagrange  betrachtet  mit  Unrecht  den  Werth  von 
■f^s-f  z>  als  mit  a;'*-f y*-f z'*  identisch:  beide  Grössen  sind 
r  gleich. 

§.  17.  Die  Zusammensetzung  der  Momente  der  RotatiodiriNH 
gung  folgt  denselben  Regeln,  als  die  Zusammensetzung  der 
radlinigen  Bewegungen,  doch  nur  unter  der  Bedingung,  dasi 
{  Momente  den  Rotationswinkeln  proportional  sind. 

§.  19.  Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  eines  Systems  eine 
rticalebene ,  und  nimmt  auf  beiden  Seiten  derselben  zwei  Kräfte 
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P  «od  P  (Tar.I\.  Fig. 20.)  an,  die  sich  GleieligtffiGht  ImIIm.  m 
hat  man  9  wenn  a  und  b  ihre  Entfernungeft  von  Sdurerpoakte  Mit 

aP^bR. 

Ist  nun  der  Abstand  einer  zweiten  Vertiealebene  vwiderdvck 
den  Schwerponlct  gehenden  e^  so  ist 

(a+c)P— (6  — 0)^  =  0(1»+/^). 

Nimmt  man  eine  schief  liegende  Ebene  durch  den  Schwerponkt 
an,  die  z.  ß.  mit  der  Vertiealebene  den  Winkel  a  macht,  so  siad 
die  beiden  gleichen  Producte  in  Beziehung  auf  die  durch  de» 
Schwerpunkt  gelegte  Ebene: 

acosa.P=c6cosa.P'» 
und  es  wird: 

(a-f  c)cosa.P — (6— c)cosa.P'=ccosa.(P+P'). 

Was  fiir  zwei  Kräfte  gilt,  wird  fiir  jede  beliebige  Zahl  gel- 
ten y  da  man  sich  diese  stets  auf  zwei  reducirt  denken  kann,  dit 
sich  Gleichgewicht  halten. 

§.21.  Denkt  man  sieh  eine  Horizontaiebene  dvrch  den  Sehw«r* 
punkt  des  Systems  gelegt  und  eine  damit  parallele  E^bene  direb 
den  Mittelpunkt  der  Erde,  und  versteht  unter  p,  q,  r  a.  s.  w.  die 
Entfernungen  der  einzelnen  schweren  Punkte  von  dieser  letzteres 
Ebene,  ^^o  ist  IJ^sz  der  Summe  der  Producte  der  schweren  Ponkte 

io  ihre  Entfernungen  von^iieser  Ebene,  mid  jrTntfii"  "^  ^^ 

Abstände  beider  Horizontalebenen  oder  des  Schwerpunkte«  dei 
Systems  vom  Erdmittelpunkte. 

§.  22.  Jl  ist  meistentheils  ein  Minimum  oder  ein  MaziniuBf 
wenn  das  System  sich  im  Gleichgewichte  befindet,  aber  oicbt 
immer;  wenn  dagegen  77  ein  Minimum  oder  ein  Madmum  ist,  so 
befindet  sich  das  System  nothwendig  im  Gleichgewichte.  Vergl. 
§.  21.  Daher  ist  das  System  in  der  Lage  des  Gleichgewichte, 
wenn  die  lebendige  Kraut  desselben  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
mum ist;  aber  der  umgekehrte  Satz  gilt  nicht  immer. 

§.  26*  Die  Kräfte  P,  Q^  H  u,  b.  w,  werden  hier  von  La« 
grange  offenbar  mit  Recht  als  constant  angenommen ,  da  sie  to* 
der  Anzahl  der  Seile  abhängen,  p,  q,  r  u.  s.  w.  bezeichnen  di^ 
mittlere  Länge  der  Seile  zwischen  je  zwei  Flaschen,  also  auch 
hier  die  Entfernungen  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  von  den  Centrcs; 
und  nz=2Pp+Qg-t.Rr+  ...,  hat  denselben  Werth  wie  m 
Schlüsse  des  $.91. 
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$.  87.  Offenbar  Regt  ein  Fehler  dieeee  Bevreieee  darin,  daae 
gfange  einseitig  nor  die  Wirkung  des  Gewichtes  in  Betraeht 
it,  and  nieht  die  des  Systems  der  festen  Pualcte,  von  welchen 
ao  dasselbe  gilt,  wie  Ton  dem  Gewichte,  nnr  dass  die  Wir^ 
g  gerade  entgegengesetst  ist,  so  dass  beide  Kr&fte  sidi  stets 
leben  müssen,  und  nnr  die  Trägheit  wirken  kann. 


Vierter   Ahsohnitt 
§.  2.    Ist  die  Gleichung  des  Gleichgewichts 

man  hat  die  Bedingnngsgjeichungen 

dr-fasO,    dt— 6-fcaO; 
^d  durch  Elimination  von  9r  and  bs; 

P=0,    e  =  0,    — aÄ+(6-c)'S=0. 
Nach  der  neuen  Methode  wird  aber: 

aiL  +  fA(c-6)  =  0,    il  =  — ß,    f»  =  — S; 

ras  folgt:  ^ 

aX  +  |«(c-6)  =  — aÄ+(6-c)S=a 

$.  10.    Die  Erklfimng,  ivcicbt  Lagrange  hier  giebt,  um  die 
8  bezeichneten  Differentiale  von  den  mit  d  bezeichneten  Varia- 
m  zu  unterscheiden,    ist  ungenügend  und"  dunkel,    zum  Th'ett 
ir  fehlerball.    Erstere  bezeichnen  die  wirklichen  Wege,  irelchf 
Punkte  des  Körpers  zurücklegen,  indem  die  Lage  dessali 
idlich  wenig  verändert  wird,   wobei  es  ausser  der  Lage  cl 
ktes  auch  auf  die  Aenderung  ankommt,   welche  das  Gec 
Verbindung  der  Punkte  während  der  Bewegung  etwa  erleU 
(tere  dagegen  bezeichnen  die  Wege,   welche  die  Punktet  a 
legen,    indem  die  Lage  des  Kürpers  onendiieh  wenig  veri 


284  Biey':    Bemerkungen  üöer 

dert  wirdy  wenn  die  gegenseitige  Verbindung  der  Pankte  MM 
als  unverändert  angesehen  wird^  sei  es,  dass  sie  wirklich  cotlW 
bleibt  oder  dass  von  einer  Veränderung  derselben  abgesehen  iM 
Vergl.  §.  33.  des  dritten  Abschnitts  des  zweiten  Tfaeils«  Dinff 
Unterschied  Ist  jedoch  erst  fiir  die  Dynamik  von  Wichtigkeit,  mi 
deshalb  auch  hier  von  Lagrange  noch  nicht  berücksichtigt  El 
ist  aber  falsch f  zu  sagen,  dass  die  mit  d  bezeichneten  Variatii- 
nen  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  unabhängig  sind. 

Man  bezeichnet  mit  d  auch  Elemente  von  Linien  und  HsMei, 
wie  8x,  dm.  Diese  betrachtet  man  besonders  in  der  Geometrie, 
und  auf  sie  bezieht  sich  hier  Lagrange. 

§.16.  Bertrand  giebt  richtig  den  Grund  an,  weshalb  die 
unbestimmten  Bedingungsgleichungen  £f=0,  ^=0,....  der  ZaU 
nach  nicht  drei  sein  können.  Hätte  man  deren  drei  bei  nur  «bei 
unbestimmten  Particulargleichungen  des  Gleichgewichts  5=11 
2;  =  0j  ^=0,  so  könnte  man  auch  nur  zwei  der  drei  uobe- 
stimmten  Coefficienten  X,  fA,  v  eliminiren,  den  dritten  dagcgei 
nur  als  Function  von  x,  y,  2  und  ihren  Differentialen  bestiniiBei. 

§.  21.    Man  hat: 

g=l(ai7~at7)=o. 

§.  22.  Die  hier  fSr  S,  T  und  W  gegebenen  Werthe  gehoreD 
vielmehr  den  Grössen  SBa:,   Tdx  und  WBx  an. 

Wenn  nur  die  Variable  z  von  der  Bedingungsgleichung  Xr=0 
abhängt,  so  ist  L  von  y  unabhängig,  und  man  hat: 


«•••y 


^"By      dx'^'dy'  ^Ba^"^    By"     "" 

§.  23.    Es  ist 

d.füBx 

=zf(Tiy  +  ^dz  + ....)  Ba:  +  (T'dy  +  VBdy +....  +  «P'fc  +  T^Bd2+..Ji^' 

Will  man  wirklieb,  obgleich  Bx  als  constant  angesehen  wird,  auf 
die  Variation  von  x  Rflcksicht  nehmen,  so  hat  man,  ausserdem 
Veränderung,  welche  öy  und  dz  eHeiden,  noch  fBVdx  zu  dem 
Werthe  von  d.fUBx  zu  addiren. 

§.  28.  Sieht  man  bei  der  Lösung  der  mechanischen  ProUcn* 
eine  der  Variablen  hinsichtlich  der  Variationen  nach  ö  als  cos- 
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tot  an,  so  erhält  man  nur  zwei  Gleichungen,  welche  noch  den 
ufcestiminten  CoefGcienteo  l  in  sich  enthalten.  EliiDinirt  man 
BfMn,  80  bleibt  nur  eine  Gleichung  mit  drei  Variablen,  also 
Aie  weniger  als  nothig  ist 

l  drückt  übrigens  nicht  die  Kraft  aus,  mit  welcher  das  Ele- 
MBt  dm  der  Wirkung  der  Kräfte  P,  Q,  R  u.  s.  w.  widersteht, 
midern 


'V(i)-+Q"+(")"- 


■d  HL  ist  das  Moment  dieser  Kraft,  welche  senkrecht  g^en 
üe  Fläche  wirkt,  die  durch  die  Gleichung  iL=:0  dargestellt  wird. 

§.  31.  Lagrange  sagt,  es  seien  bisher  nur  Functionen  un- 
khingiger  Variablen  betrachtet  worden;  es  wurden  aber  viel- 
«hr  sämmtliche  Variablen  als  von  x  abhSngig  angesehen. 

(.  32.    Ich  finde  folgende  Berthe  (üt  ii"  and  ix^: 

^^- — ha*      +  CäF«-'  gp;^^+(ä^  -*»  gP>y' 

{.  33.    Man  hat  also  fSr  Sü  den  Werth : 
,,^9V.Büdx,düBx',düdxidü/d^   JI'x\,dVdxi'      \, 

"=\5F*^W^^Bx'  ETBxi  a«"^3x'Va«     w'*'sr'äi'+-/' 

,fiü,BüBx,8üdif,BüBxt,Bü^      ,Bßx\   8ü  Bx,'      \, 
\dp~B^ BsTSP Bif^Bxi  By'*^Bxr\Sy~''  Ba*r^''By^-)^ 

.317-      BTJBSu  .  BtJBiu  .  Bü8*8u  .  Bü  Wm 
^'Sr^'*'37Bx'*'Bxi  ^"•"äi«'aar«+§Va^  +  *" 

j.  35.    Setzt  man  in  der  Gleichung  9^=0 

•  daM  SSBsBg  VJ+»'"+«i*  der  Werth  der  kleinsten  krammeo 
lldw  iat,  so  bat  man: 


Wieb: 


x'Bxf        x^Bti 
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Man  erbSit  also  kerne  identische  Gleichung. 
§.  36.    Es  ist 


Fünfter    Abschnitt 

§.3.  Lagrange  behauptet  offenbar  zu  viel«  indem  er  MBfjt, 
es  sei  gleicl^ltig,  in  welchen  Punkt  der  Richtungen  der  Krifte 
Pf  Q,  R  u.  s.  w.  man  die  Centra  der  Krfifte  verlege.  Es  wird  « 
viefmehr  nur  fSr  einen  ganz  spectellen  Fall  P^p»  Q=^q$  R^r 
u.  s.  w,  sein. 

{.  5.    Da  der  Druck  des  Körpers  auf  die  FUiehe,  deren  GMh 

chung  L=0  ist,  offenbar  durch  V'X*+W+Z^  vorgestellt wH 
so  ist  der  Widerstand  der  Fläche: 


vs 


was  auch  mit  den  Formeln  de»  {.  5.  des  vorigen  Abschnitts  stimot« 


Note  L,   von  Poinsot 

§•  1.  Es  ist  sonderbar,  däss  Lagraoge  die  Kräfte  S,n,£ 
und  8,  V,  O  in  der  ersten  Ausgabe  ftebeni  einander  gebrattcht 

$.  2.  Poinsot  sagt»  die  Formeki  des  §,  1.  gelten  nur,  wenn 
i,  n,  tf....  die  Entfernungen  der  Körper  von  fixen  Centren  oder 
ve»  feste»  Ebene»  vorstellen;  aber  aud  §.  7.  geht  hervor«  dal» 
zwei  von  den  Coordinaten  auch  Winkel  oder  KreMinien  »ei»  kü' 
nen.  Ferner  mOssen  fflr  die  gegebenen  Werthe  von  St  U^  2  die 
Coordinaten  1,  n,  a  rechtwinklige  sein. 

§.  5.  Wenn  |  =  ff  Ist,  so  sind  die  beiden  Resultirenden  der 
Kräfte  X  und  F  und  der  Kräfte  S  und  ü: 
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id  es  verhalten  sich  ihre  Werthe  wie  Irsiiift. 

§.6.  Pein  so  t  nimmt  an»  man  kilnne  die  Centra  der  gege- 
ben Kräfte  P,  Q,  R,.,,,  in  einen  beliebigen  Punict  ihrer  Rich- 
ng  legen»  and  daher  p,  q^  r.«<.  wiJIkObrIich  bestimmen,  so 
ISS  man,  wie  immer  die  Function  /*bescbaiFen  sein  muge,  welche 
an  gewählt  hat, 

ler 

P:Q;R;..,.==r(p)'r(9)'r(r)'"" 

sehen  kSone.     Vielmehr  sind   aber  die  Centra  der  gegebenen 

räfte  P,  Q,  R,,...  auch  gegeben,  also  p,  q,  r bestimmt; 

igegen   ist   die  Function  f  willkfihrlich,    and  kann  ao  gewählt 
erden,  dass  man  habe: 

r(p)-=p.  nq)^Qf  r(r)=R,.... 

ler 

P:Q:R:....=:f(p):f(rf^;r(T):.... 

Wenn  z.  ß.  P=p^^   Qz=q^^  R=:f^,  so  kann  man 
Ap,  ».r)  =  -^  +  -^  +  -g-Ä^+^  +  ^  =  const. 
ttzün,  ufid  es  ist: 

r{p)^j/^=p.  r(q)=:q^=^Q.  rw=r*=Ä. 

$.7.  Indem  Poinsot  sagt,  das  Prioeip  tfer  viifneReii  Cte«- 
ihwindigkeiten  fOhre  nicht  so  unmittelbar  ra  den  GleicbongeQ  des 
lelcbgewichts  eines  festen  Systems,  als  das  Prindp  der  Zosam- 
ensetzang  der  Kräfte,  da  es  die  drei  letzteren  Gleichungen  nur 
itfeelat  ^hier  Ceordin^tenterwandlang  gebe,  so  wendet  sieh  sehie 
ritik  nur  gegen  zwei  der  von  Lag  ränge  angewandten  Metho^ 
)n,  nämlich  gegvn  die  ia  §«&  und  §.  10.  des  dritten  Abschnitts 
'Ortertes. 

§•  8.  Die  Tim  Poinsot  beschrkbeDe  Methode,  um  die  wah- 
n  Werthe  von  ff  9  H',  X'  zn  gewinnen,  Ist  niefal  die  von  ihm 
^folgte,  vielmehr  setzt  er: 

dp  +  Qdqi-RSr+....=i:S'di  +  n'8n+S'damSdt-iTldm't'JSaa, 

^stimmt  die  Werthe  von  6^,  8n,  8a  in  d|,  d»,  de,  und  vereinigt 
le  Glieder  mit  8$,  mit  89s  and  mit  da. 
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§.  9.    D«r  Wertb  von  Z*  Ist : 

{.  10.    Die  GleichongeD 

S=0,     77=0,    2:  =  0 

bedingen  die  .Gleichungen 

S'=0,    n'  =  0,    ^'=0, 

aber  nicht  umgekehrt. 

Es  werden  also,  wenn  Pdp-^-Qdq-^Rdr-^  ....=zQ  ist,  die 
Gleichungen  S'=0,  77=0,  1^=0  stets  mOglich,  wenn  auch  nickt 
nothwendig  sein. 


4jt 
§.  10.    In  der  Formel  m=:-^ SFd.cfi  muss  man  o  als  verb 

derlich  von  0  bis  a  ansehen. 

Jedes  Glied  der  durch  Entwickelung  des  Radicals 

1 

Va^  +  »*  +  «•  -  26y— 2cx  +  6«  +  c* 

nach  den  Potenzen  von  6  und  c  erhaltenen  Grösse  hat  die  Form 

und  verwandelt  sich  in: 

(1.3.6....  2m-l)(1.8.5....2n—l)g(g«—i<«)»(C«—i<«)« 

6.7.9....2m+2n+3 

Der  bei  Lagrange  noch  vorhandene  Factor  m  ist  offenbar  fibe^ 
flfissig. 

Femer  weichen  die  von  mir  berechneten  Werthe  von  72,  f\ 
F,  Xy  F,  Z....  etwas  ab  von  denen  des  Textes.    Ich  finde: 

t?^\     <g*+i*     9(c^+f*)-6g«i«  3e«      3c^+3e«t« , 

^""r ""  2.ör»  +        8.6.7r»        "•  •'     ^  ■"2.6r*        2.10r^  +"^- 

,       3i«       3i*+3^  r-.??! 

' —   4^9  ""••••»  8r*  ~"  — 
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Diejenige  Compoiieiite  der  Attnctioii  dee  SphSroldes«  wekhe 
eil  das  partielle  DIfereDtial 

rslojiSv 

gedrfickt  wird,  ateht  aenkrecht  anf  rslofiy  aber  nicht  anf  dem 
iiua  r. 

{.  12«  Da  f  ond  g  conatant,  alao  anch  keiner  Verminderung 
ig  elüi,  ao  denkt  man  aich  am  besten  die  drei  KOrper  an  den 
Iponkten  und  an  dem  Drehungspunkte  einea  messingenen ,  zwel- 
ligen  Winkelhebels  befestigt,  dessen  Arme  leicht  drehbar  aind. 

§.  16.    Differenziirt  man  /nur  nach  x*,  y*,  zf,  80  erhUtman: 

1  nimmt  man  x",  y",  %"  als  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
Kugel,    der  zugleich  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,   an, 
^  ^  *  }f  i  ^  tls  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  der 
erfläche,  so  wird: 

I  Gleichung  der  Kugel  aus  dem  Mittelpunkte  ist.  aber 

ir«  =  a:«  +  y«  +  t«, 

che  durch  Differentiation  giebt: 

0=:4r8;r-f^  +  ^> 
oben. 

{.  18.  Obgleich  die  Formeln  fBr  F,  G  u.  s.  w.  ganz  dieselben, 
ftr  i,  fft  u.  s.  w.  in  §.  12.  sind ,  so  sind  doch  die  absoluten  Werthe 
ler  Arten  von  Grössen  nur  in  dem  Falle  identisch»  wenn  durch 
Süsseren  Kräfte  X\  T'  y  Z'.  X"  u.  s.  w.  keine  wirkliche  Aus- 
nung  der  Theile  des  extensibfen  Fadens  stattgefunden  hat 
ald  aber  die  Länge  von  /*,  g  u.  s.  w.  zugenommen  hat,  so  sind 
li  die  Werthe  der  Veränderlichen  ar',  y,  s',  dr^  u.  s.w.  andere 
Orden»  als  in  §.  13.,  und  die  abaoluten  Werthe  von  F»  Cru.s.w. 
lieh  von  denen  von  A,  ^  u.  s.  w.  verschieden. 

§.  21.  Die  ersten  drei  Gleichungen  dieses  Paragraphen  zei- 
,  dass  die  Translationsbewegung  des  Systems  Null  ist,  die 
ten  drei»  dass  die  Rotationsbewegung  dessi*lben  um  den  An- 
^punkt    der   Coordinaten  Null  ist     Da  vermOge   der  Bedin- 

rheil  XXXY.  90 
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gnngsgleichangen  auch  die  gegenseitige  Lage  der  KSrper  mifsw 
fiiiderlich  ist»  so  sind  hiermit  alle  Bedingungen  des  GieichgewieMi 
erschöpft.  Benierkenswerth  ist,  dass  hier  und  in  §.23.,  §.  21fc 
drei  verschiedenen  Arten  der  Bewegung,  welche  ein  System  nm 
Korpern  Oberhaupt  haben  kann,  und  die  in  §.  1.  des  dritten  A^ 
Schnitts  aufgefahrt  sind,  von  einander  gesondert  zur  Betracbtnig 
kommen,  indem  jede  ihre  drei,  respective  sechs,  besonderen  GW- 
chnngen  des  Gleichgewichts  hat. 

$.  25.  Die  Lage  eines  Punktes  ist  durch  die  EntfemoD^ 
desselben  von  drei  anderen  Punkten  bestimmt,  wenn  diese  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  in  welchem  Falle  der  Punkt  swei  ff^ 
schiedene  Lagen  haben  kann.  Liegen  alle  vier  Punkte  in  einer 
Ebene,  so  ist  die  Lage  des  einen  durch  seine  Entfernungen  tm 
den  drei  anderen  bestimmt,  wenn  diese  nicht  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  widrigenfalls  zwei  Lagen  möglich  sind.  Hierauf  Basi 
bei  der  Bestimmung  der  Coordinaten  x' ,  y'  ^  tI  ^  x"  u.s.  w.  Ar 
den  Fall  des  Gleichgewichts  Rücksicht  genommen  werden.  Mn 
kann  die  Gleichungen,  von  welchen  man  hei  der  LSsung  der  Ab- 
gabe ausgeht,  stets  so  auswählen,  dass  jede  Zweidentigkeit  rw- 
schwindet,  ohne  eine  grössere  Zahl  von  Gleichungen  zu  bedfiifts. 
als  der  Paragraph  angiebt. 

§.  26.  Bertrand's  Entwicklung  der  Bedeutung  von  EkU 
sehr  gesucht,  und  ausserdem  fehlerhaft:  denn  Ehe  kann  nicb 
proportional  mit  de  sein,  wenn  E,  wie  es  der  Fall  ist,  Functiov 
von  e  und  also  veränderlich  ist. 

Nimmt  man  e  als  bekannt  an,   bö  wird,   da  man  — >    .■■ 

bestimmen  kann,  auch  £  =  9(0)  sich  bestimmen  lassen.  W» 
Bertrand  in  seiner  Note  fiber  die  Unmöglichkeit,  E  direct  n 
bestimmen,  sagt,  ist  also  unbegründet 

§.  33.  Zeile  8  bis  10  dieses  Paragraphen  mnss  es  heissü: 
Ainsi,  comme  les  trois  premi^res  '^quations  int^ales  de  TartM 
donnent,  pour  le  premier  point  du  fil  oü  les  quantitäs  afectte 
de/  deviennent  =0,  statt:  Ainsi,  comme  les  trois  premiArci 
^quations  integrales  de  l'art.  30  donnent,  pour  le  premier  piMut 
du  fil  oü  les  quantit^s  affect^es  de  /  deviennent  alors. 

§.  36.    Man  erhält  hier: 

alao  eotweder 

1*  =  0    oder    3ar*=  — a^a»",    V= -*'&'; 
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\^9  was  onmCgIich  ist,  weon  af  und  b"  reell  sind;   also: 

l^zrzfi,   und  ebenso  iL'=0, 
I  dass»  wie  in  §.  33., 

SJr8m  =  0,    SF8m  =  0,    SZam  =  a 

9.  38.    Um  die  Lage  des   Fadens  auf  der  krunimeD  FiSche, 
»ren  Gleichung 

dt  s=  fidx  ^  qdy 

t,  f&r  den  Zustand  des  Gleichgewichts  zu  bestinimen,  muss  man 
ie  Werthe  von  9x' ,  dy' ,  dz'  und  von  dx",  dy",  dz"  aus  den  be- 
immten  und  den  unbestimmten  Gleichungen  ableiten.  Nimmt 
ao  hierzu  noch  die  Gleichungen  der  Curve  Aes  Fadens,  so  Ist 
^ine  Lage  so  weit  als  mOglich  bestimmt. 

$.  40.    Der  Druck,   welchen  jedes  Element  des  Fadens  auf 

e  krumme  Fläche  ausObt,  auf  welcher  er  liegt,  Ist  fiV^I+p*+^*. 
Iso   ist  der  Gesammtausdruck    des   Fadens  auf   die  Unterlage 

g-^- ,   vorausgesetzt,  dass  fiV  l  +fi*  +  ^*  eine  Con- 

ante  ist 

{•  41.  Gegen  die  Gleichung  dil=0  Ist  zu  erinnern,  dass  sie 
10  $.  30.  abgeleitet  ist,  wo  nur  die  Unausdehnsamkeit  des  Fadens 
9  Bedingung  vorausgesetzt  wird,  während  sie  sich  aus  §.  38., 
o  auch  die  zweite  Bedingung,  dass  der  Faden  auf  der  krummen 
I2cbe  liegt,  eingef&hrt  ist,  nicht  ergiebt  In  der  That  weiss  man 
ich  nur  von  einem  freien  oder  auf  einer  Ebene  ruhenden  Faden, 
if  dessen  Enden  Kräfte  spannend  wirken,  dass  seine  Spannung 
allen  Theilen  gleich  Ist. 

Aus  df  =  0,    was  sich  aus  der  Gleichung 

kSSdt  -f  5fi (dz  -  ptx'-qdy)  =  0 

rgiebt,  geht  noch  nicht  mit  Nothwendigkeit  hervor,  dass  die 
länge  der  Curve  t  des  Fadens  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist. 

Wie  sich  aus  dem  Vorstehenden  leicht  ergiebt,  sind  die  Re- 
ultate  dieses  Paragraphen  nicht  begrflndet 

§.  42.    Auch  hier,  wie  bei  {.  18.,  ist  zu  bemerken,  dass,  ob- 

ao» 
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gleich  die  algebraischen  Aoedrilcke  von  F  nnd  l  gaiis  dieeeK« 
sind,  ihre  abeoloten  Werthe  doch  nnr  dann  übereinstininien,  w«i 
die  Elemente  dt  der  Corvo  des  extensiblen  Fadens  keine  wiib 
liehe  Ansdehnnng  erlitten  haben.  Dagegen  entsprechen  den  alg»> 
braiscb  identischen  Gleichungen  ,d®r  Carven  des  aosdehnsamci 
und  des  nnausdehnsanien  Fadens  stets  gleiche  absointe  Zahl- 
werthe»  auch  wenn  die  Elemente  des  ersteren  ausgedehnt  werdet 
sind  y  weil  die  Verh&ltnisse  von  dxidyidz  unverftndert  gebliebcs 
sind,  wie  die  Formeln  des  $.30.  zdgen.  Beide  Cnrven  btbeo 
daher  vOllig  gleiche  Form. 

$.  44.    Wetin  man 
xwi     ^^A    ^^^A^^fi^'*      ^aS**_L      ^»        a?&x 

(§.  32.  des  vierten  Abschnitts)  setzt,  so  erhSit  man  gans  andara^ 
minder  einfache  Gleichungen  des  Gleichgewichts  und  einen  eoa- 
plidrteren  Werth  von  F,  aber  dieselbe  Gleichung  der  kmniMo 
FISche,  wie  Lagrange,  abgesehen  von  dem  Werthe  von  F. 

§•  45.     Setzt  man  in   der  Gleichung  der   krummen  Flicke 
17=1,  so  wird  sie: 

QU     d.(n+a)^    a.(g+a)| 

'S""         dx         "*■         ISg         ' 

setzt  man  femer  17= — gx  und  vernachlässigt  alle  zweiten  Poten- 
zen von  z,  so  geht  sie  fiber  in: 

$.  40.    Da  keine  unendlich  kleinen  GrOssen  dritter  OrdM^ 
in  dem  Werthe  von  sin*e  vorkommen,  so  hat  man: 

®*°  * ""  8Sa:«+8y +a«x*+  2818**  +8j«' 


e 


§.  47.    Es  ist 
. (8<  +  8^s)H9^xda^x  +  3^83^  +  8»rf8«t) 

Man  muss  also  setzen: 
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$.  4&    Fflr  obigen  W«rtb  von  J  wird : 


=  [F+/M+/J:8m)8y-/(Ä+/Fam)aarl« 
+  [G  +/(.<  +fXBm)dz-f(C  +  /Za«)  8a?]« 
+  [H+f(B+f¥Bm)dt  ^f(C  +  fZdm)dy?. 

Wenn  der  elastische  Faden  eine  Corve  einfacher  Krflmmiing 
Uet,  ßlr  welchen  Fall  Lagrange'a  Behandlung  des  Probleme 
ureiehend  ist,  ao  hat  man: 

■ 

JS(8<+8»i)« 

Ke  delehong  der  Corre  dea  Fadena  ist : 
J(a«a^— 8*3««)  =  F+/(i<  +/J:am)8y-/(i?+/F8m)8jr. 

(.  49.    Maa  hat: 

g(8i-f8»i)* 

•^■"8*(8«ä»+8^«  +  8«x«+28i8«i  +  8j»)«' 

Ifo  nicht  conatant    Deahalb  beatimmt  man  1  am  besten  aus  einer 
m  drei  durch  die  erste  Integration  erhaltenen  Gleichungen  des  {.  48. : 

l=[il+/Jfam+8.(^3«ar)]^=  [Ä+/F8iii  +  8.(J3^)]^ 

Ä[C+/Z8m+8.(J3%)]|j. 

Lagrange  aetzt  in  aeiner  LSsung  8m=r'df  und  bestimmt  F 
h  die  Dicke  des  Fadena,  indem  er  atillschwelgend  dessen  Dlch- 
igkeit  =1  setzt. 

{.  80.  Die  Integration  der  drei  ersten  Gleichungen  dieses 
^ir^raphen  iat  nur  i&r  den  von  Lagrange  berechneten  Werth 
"••  J  möglich. 
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Wenn  der  elastische  Streifen  eine  Corve  einfacher  Krflmnwg 
bildet,  so  wird  die  erste  dieser  Gleichangen:  |" 

Ky  =  F+  Afß\n  g>S$  -^  Bf  cos  ipds, 

m 

Femer  hat  man: 

g^^_.     dq>VK  \h 

V"2D— 2Jco89— 2Ä8in9' 

Bx-^F     K    r K 1^ 


•^ 


'    Für  den  von  mir  berechneten  Werth  von  J  ist  eine  weileR 
Integration  der  Gleichung 

Jd^tp  =  F  -l-  Afaiütpdt^BfeoBqOs 

unmöglich. 

§.  52.  In  dem  letzten  Alisatze  dieses  Paragraphen  miist  ü 
heissen:  Mais  la  tension  du  fil  qui  est  ezprim^  par  l,  lonqie 
le  fil  n'est  pas  ölastique,  ou  par  F,  lorsqu*il  est  ^astiqoe  (art.l3)t 
etc.  statt:  Mais  la  tension  du  fil  qui  est  exprim^e  par  il  oa  ptf 
F,  lorsque  le  fil  n'est  pas  ^lastique  (art.  43),  etc. 

Weil  ds  in  dem  Werthe  von  8e  veränderlich  Ist  (tir  des  Fil 
der  Ausdehnbarkeit  des  elastischen  Fadens,  so  muss  nach  de* 
von  mir  berechneten  Werthe  von  e  zu  dem  Werthe  von  te  nock 
hinzugefögt  werden : 

SMjäh 

e  (8»rf8f  +  dsöS^s  +  dsSds) 

Zu  dem  Werthe  von  SE8e  sind  also  noch  hinzuzufiigen  die  Glieder: 


V(a«ar«+3y+a»««-5V)(a>««+av+av+2a«Ä 

Das  leUtere  verwandelt  sich  io: 


+a*V^ 
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M<* 


8v« + ay  • + a%'« + 2S»'8«»' + a*"  '"'^ 


8«!" 


^'^''  w 


_-  EeB$  gj, 

/  V  (3»j!«+3V+öH«— 3«*»)  (3««*+3^«+3HH23*3»H-3i») 

(o  mflssen  m  dem  Wertbe  von  SFÜe  hinzogefügt  werden  die 
ied«r: 


B^«^+3y*+3«i»«+  23*«'3««'+3»'«^*' 


4/"^        (3«ar*«+8y^qiiv«-3v«)        > 

'  {  X(3«*"*+3^"«+3»t'«+2e»»3««'+3«''*)  5 

E'e'dt' „, 

8«*«+8^'«+3H'«  +23»'3»«'+3»'«*"' 


^'^''  3*.' 


V(3^'H-8^'H3V«-3*«'»)(3»a:'»+3yH3V*+a3»'3«»'+af'«) 

-/  £(e8««+8<) 

*V3'«»+3y+8*i*+23i3^+3»* 

£ea» 

•8»a»+3»y«+3%»+23*3»*+3»« 

_  £3»»  _\^ 

V  (3"««43^*+3«»*-3»»")(3*arH-3VH3»*»+23«3«*+3«V    *' 


-3. 


•  ^  54.    In  der  Entwicklang  der  Gleichung  dieses  Paragraphen 
daä  sieh  im  Texte  Druckfehler ;  sie  wird : 
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+  S[Fam-a.(l«!y)  +  8«.(,J^)-a».(*8V)]^ 
+  S[ZaOT  -  8.  (ia*)  +  8".  (fi8H)  —  8».  (*8»i)]«x 

+  [i»8a:*-8.(ft*8»«'')  +  8«.(v''8»a?')]««' 

+  [fi'a*«'  -  8.  (»"a»«»)]  8«x' 

+  v"8«*''8»J«» 

+  [l'V-3(»*'3y)  +  8".(»^8y)]»y' 
4.[,»'8y-8.(v'8y)]8V' 

+  »•8»y*8«V' 

+  [l"8«*— 8.(j»"8V0+8».(v"8V0]Ät" 

+  [jt''3h"—d.  (v"8V0]  8»*" 

+  *"8H"8"J«" 

— ti'Sar' — 8 .  (f»'8V) + 8" .  (»'8»*')]  Ar* 

-  [j»'8^' — 8.  (»'8»«0]8Ar' 

-  w'8»«'8«J«' 

-  [*%- -8.  (^'8y) + 8«.  (v-ay)]  V 
_v'8y8«ay 

-  [A'8i'— 8,  (jt-aV)  +  8«.  (•SV)]««' 
— [(»'8V— 8.(»'8»»')J8Ä*' 

— »'8V8MZ'. 

§.  68.    Ans  y'=:0  folgt  notbwendig  8y'=0  (vergl.  aach{.l 
uod  $.  66.},  80  daM  man  bat: 

(»'(Sya^j^  —  8«'8V)  —  A^—BaC  +  F. 
f»'(8»'8««'  —  8a-8«i0  =  Ji*  —  Cx'+G, 
(t'(8z'8y  —  SySV)  =  i?**  —  Cy  +Ä; 
also  dnreb  Elimination  von  n': 

welche  Gleicbang  sich  amforroen  iSsst  in : 
a»'Ä[jr(y-y')— F(a;-a?')]8m— ^'ÄtZCt-^O— ^(«-^]a« 
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In  dieser  Gestalt  ist  die  CHeichang  besonders  geeignet,  um 
ehioweisen»  dass  für  den  Fall,  wo  der  steife  Faden  die  Form 
ler  geraden  Linie  hat,  das  erste  Glied  von  selbst  Noll  wird, 
>Tin  die  Tdllige  ünbeweglichkeit  des  Fadens  ausgesprochen  ist 

Dareh  EUniination  von  \k*  erhSIt  man  ferner  die  beiden  Glei- 
angen: 

bsfd^sc'  —  aar'aV  ""  ilx'  —  Ca:'  +  G ' 

siehe  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  auf  den  steifen 
iden  wirkenden  Kräfte  angeben. 

§.  59.  Mit  Unrecht  behauptet  Lagrange,  dass  i,  fi,  v  die 
rSfte  ausdrficken,  welche  der  Variation  der  Functionen  a,  ß^  y 
ter  der  Einwirkung  der  auf  den  Faden  wirkenden  Krftfte  Wider* 
lud  leisten;  diese  Kräfte  haben  vielmehr  die  Werthe: 


§.  60.    Nähme  man  8H — -^^  =  0  an,    so   würde   daraus 

soz  folgen,  wo  a  constant  ist,  was  bei  einem  KOrper,  wel- 
lier  drei  Dimensionen  hat,  nicht  möglich  ist,  und  eben  so  wenig 
A  einer  Curve. 

{•  63.  Die  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten  Falls  des 
»rigen  Paragraphen  entsprechen  den  Gleichungen  der  zweiten 
btheilung  des  zweiten  Capitels  und  die  Gleichung  des  dritten 
&lls  der  des  $.  68.  Die  Gleichungen  des  dritten  Abschnitts  ent- 
Nrechen  nur  im  Allgemeinen  den  hier  behandelten  Fällen. 


Sechster    Abschnitt. 

Die  Crestaltveränderung,  welche  die  Theilchen  einer  FlOssig- 
üi  bei  einer  unendlich  kleinen  Verpchiebung  erleiden ,  wfard  durch 
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die  Formel  des  Gleichgewiebts  ausgedrackt ;  dagegao  iviid  (&e 
leichte  Bewegrichkeit  der  Theilchen  Dicht  lo  die  Spimche  te 
Calcüls  übersetzt.  Jedoch  kommt  sie  in  andereo,  ahgeltitalii 
Formeln  zum  Ausdruck :   z.  B.  in  §.  33.  des  siebenten  Abscbnitk 


Siebenter    Abschnitt 

§.  2.    Eigentlich  resultirt  die  Variation  ie  aus  den  Variatki- 
nen  8p  ^  dg,  dr  u.  s.  w.  der  Linien  p,  g»  r  u.  s.  w. 

§.  6.    Die  beiden  Kräfte  J7'  und  U"  sind  den  Flächeo  »'  oid 
o>",  auf  welche  sie  wirken >  direct  proportional. 

§.  7.    Da  die  Gleichung 

SiPdp  +  Qdg  +  Rdr^....)  =  0 

ffir  einen  beliebig  gestalteten  Canal  gilt,  so  gilt  sie  f&r  die  t^ßt» 
Masse  der  FIfissigkeit,  da  man  sich  diese  aus  vielen  Canfilena- 
sammengesetzt  denken  kann. 

§.  8.    In  der  Gleichung 
SW=:Pdp  +  Qdg+R8r+....+S(dPdp-'dPip  +  iQdg-dQi^ 

ist  Pdp  -i-  Qdg -l- R8r+ ,.•,  noth wendig  =0,  weil  in  der  allgeoii- 
nen  Gleichung  des  Gleichgewichts  die  Glieder  ausserhalb  dea 
Zeichens  Null  sein  müssen.  Aber  selbst  dann,  wenn  die  Flfli* 
sigkeit  sich  in  einem  an  beiden  Enden  verschlossenen  Canal  be* 
findet»  kSnnen  Verschiebungen  der  äussersten  Theile  des  FlniduiD* 
nach  der  Seite  der  Flüssigkeit  hin  eintreten»  und  dp,  ig,  Sr  u«8.^* 
sind  also  nicht  =0. 

Ferner  ist  P  gewöhnlich  nur  Function  von  p»  Q  von  g,  ^ 
von  r,  u.  s.  w.,  und  deshalb  PBp  +  Qdg -t- Rdr -t- .„.  ein  voUst&odi' 
ges  Differential. 

§.  9.    Wenn  Pdp+Qdg-iRBr+ ....  in  ÄBx+ ¥dy-l'Zaz  ver' 
wandelt  wird»  wo  X  Function  von  s,  y,  %  ist>  und  ebenso  Tnx^^ 
Z,  so  findet  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen  ihre  Aower^'' 
düng,  und  man  hat: 

8y""8a:"""'    Bx^dx"^*    Sx^S^-^^' 

dSx     ddy       ,  88% 
5.  II.    Von  den  drei  GrSssen   g—t  -^  und  -g|-    muss 
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00  eine  ehien  fiegativen  Werth  haben,  da  nicht  alle  drei 
0  des  Parallelepipedams  bei  der  Verschieboogy  welche  das 
n  nicht  abändert,  grueaer  werden  kOnnen. 

|.  13.    Der  Werth  von  cosa  ist  nicht  noth wendig  unendlich 
,  sondern  kann,  als  Summe  zweier  Differentialquotienten,  eine 
che  GrOsse  sein.     Ebenso  die  Werthe  von  cos/3  und  cos)f 
14. 

^ei  der  Berechnung  des  Werthes  von  cosa  vernachlässigt  mau 
^otenzen  von  der  zweiten  Ordnung  an;  aber  diese  sind  nicht 
vendig  unendlich  klein,  weshalb  die  ganze  Berechnung  feh- 
fl  wird. 

|.  17.  Es  wird  bei  dieser  ganzen  Entwickelung  vorausgesetzt, 
die  Kräfte,  welche  auf  die  Theile  der  ringsum  freien  FlOs- 
lit  einwirken,  sich  selbst  das  Gleichgewicht  halten,  ein  Fall, 
n  der  Wirklichkeit  nur  selten  vorkommt  Nimmt  man  an,  die 
ligkeit  befinde  sich  in  einem  Gefösse  und  der  Widerstand  der 
»wände  rufe  das  Gleichgewicht  hervor,  so  geht  die  allge- 
e  Gleichung  des  Gleichgewichts  in  $.  10.  Ober  in : 

{Xix  +  Tiy  +  Ziz)dm  +  SliL--S{X'ix  +  F%+  Z'ii)  =0, 

ICS   T\  Z'  den  Widerstand  jedes  Punktes  der  Wände  und 
Bodens   des  Geftsses  nach   den  Richtungen  der  Axen  dir 
und  1  bezeichnen.     Diese  Gleichung  verwandelt  sich  durch 
Substitutionen  in 

+  s  (r  ay — k'd^  Bxdz  +  s  (r äi"  -  a'äzO  Bxdy = 0. 

hat  also  folgende  unbestimmte  particuläre  Gleichungen  des 
cbgewichts : 

dl 

T'=(rr-pBxd9Bi. 

dl 

Z' =  (FZ— ^8«ay8i. 
Nimmt  man  an,  dass  das  ganz  mit  Flüssigkeit  angefällte  Ge- 
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Km  die  Form  eines  Würfels  habe  9   dessen  Innerer  Bn|BBiiiht 
«'  sei,  ond  dass  g  die  Schwere  bezeichne,  so  ist: 

SZ8m=n«(l -f  2 -f  3  +  — -f  M)^dm=n<  .^^^^Sm» 

SXdm  =  n*(n  -I-  l)^dm ; 
ferner : 

Zdm^=:ngdm,    (n— l)^8m,    (n'~'2)gSm,..,.  gdm; 

Ydm=iXdms^gdmy    2gdm,    3gdm,  ....ngdm; 
folglich : 

Z'  =  (ngr-  ^)BüagBx,    [(n--l)gr--  ^dj^z,  [(n^2)gr^ßjdifi^ 

Für  jeden  Ponkt  der  horizontalen  OberflSche  der  Flflssigk^ 

dl    Bl        81 
hat  man,  wie  in  §.  18.,  die  Gleichung  il:=0.    Aber  g~~»  ö-*  und  ^ 

bleiben  in  obigen  Gleichungen  unbestimmt.    Man  mfisste  X,  d.  ^' 
den  Druck,  welcher  auf  jedes  FIfissigkeitstheilchen  von  allen  S^ 

Ql  Qj  Qj 

ten  gleichmässig  einwirkt,  kennen,  um  K~=g-=g- berechnen  ^ 
können. 

•ij  Aj  Aj  -- 

Es  folgt  aus  der  Gleichheit  von  k-»  g-  und  g-,  dass  JP,   ^ 

und   Z'  für  jedes  Flüssigkeitstheilchen   in   derselben   Horizont^' 
schiebt  gleich  sind. 

§,  20.  Die  Dichtigkeit  muss  in  jeder  wagerechten  Schid^*^ 
welche  von  zwei  unendlich  nahen  wagerechten  FlSchen  begreo^^ 
wird,  gleichnirmig  sein;   sie  kann  aber  wegen  der  Onsasamfliai^'' 
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üekbarkeit  der  Flüssigkeit»  welche  bei  Lagrange  noch  als  6e- 
!ts  gilt.  In  wagerechten  Schichten  von  jeder  noch  so  ^  grossen 
icke  gleichförmig  sein»  nnd  es  mfissen  sich  die  Schichten  nur 
on  oben  nach  nnten  nach  ihrer  zunehmenden  Dichtigkeit  anordnen. 

$.  21.    Die  Formel  flir  den  Druck  in  jedem  Punkte  der  FlOs- 
igkeit  ist: 

/r(^a:+F8y+Z&)  oder /r(P9ar-f  Q8y-f  A8x). 

{.  26.   Die  Bedingungen  flIr  die  Identität  der  beiden  Gleichungen 


nd: 


mMA 


mLA     ""  B^  •        mLA 


Note  IV.y   von  Bertrand. 

f 
Statt  /  ist  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  setzen :    ^• 

Durch  Elimination  von   ^  zwischen  (1)  und  (2)  erhält  man : 
(3)  (ilf-2V)a  +  it«)(l  +  i^=Aa'«-.i«), 

C4)  (i'«-i«)[(i+i«)(i+i'^y*^-y*^=a 


9.  28.  Die  Gleichung  der  Gestalt  der  äusseren,  freien  Ober* 
die  der  FlOssigkeit  ist: 

/r(jraar  +  F^ + za») = if 

d  nicht 

Sr(JCaar+  F8y  +  Z8i)  =  «. 

§.  33.  Im  dritten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  es  heissen : 
^  voit  d'abord  que  l'introduction  des  variations  d£»  iti\^  df;  n'ap- 
^te  aucun  changement  aux  ^quations  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
^m  les  points  du  fluide,  €t  qui  räsulteot  des  termes  affect^s  d*une 
ple  Integration,   parcequ'en  galant  k  s^ro  les  cotfffidents  de 
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iXf  ifft  it  daD8  ce8  termes«  les  termes  qoi  contieiuieat  Ict  ftrii- 
tions  j£»  ifi9  it  disparaisäeot  en  mtoe  tempe.  statt:  Oo  Foit d'abofi 
qae  ....  parceqo'en  ^galant  k  z^ro  lea  co^fficients  de  ix 9  dg,  tx  dm 
ces  termes»  les  variatioDs  8^,  iii,  8i  diBparaissent  eo  mtoie 

$.  36.    Gregen  deo  io  diesem  Paragraphen  gef&hrteo 
iSsst  sich  eiowendeo,  dass  die  Integration  von 


ein  blosser  FonDalismoi^  Ist»  da  jedes  dieser  Integrale  ohne  Wei- 
teres =  0  Ist  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Variationen  d|,  ^,  H 
beziehungsweise  von  X9  y*  z. 

§.  39.  Nach  Lagrange's  Methode  erhSit  man  keinen  beson- 
deren Ausdruck  fär  den  Widerstand  des  Bodens  und  der  Winde 
des  Gef^sses,  in  welchem  sich  die  Flüssigkeit  befindet^  obgleich 
dieser  Widerstand  eine  wesentliche  Bedingung  des  Gleichgewicbto 
aller,  auch  der  Inneren  Flüssigkeitstheile  ist.  Die  Summe  der 
Momente  der  auf  die  Inneren  und  die  begrenzenden  TbeU«  der 
FIflssigkeit  wirkenden  Kräfte  ist  =0:  das  ist  die  Formel  des 
Gleichgewichts^  in  welcher  der  Widerstand  der  Geftsswände  stil' 
schweigend  als  bekannte  Grossen  voraosgesetzt  wird.  Mao  kal 
also  die  Formel  so  zu  deuten,  dass  die  Summe  der  Momente  der 
der  FlOssigkeit  eigenthOmlichen  Kräfte  und  die  Somme  der  Ms- 
mente  des  Widerstandes  der  Wände  sich  Gleichgewicht  baltss» 
für  den  Fall  des  unbeweglichen  Geßisses. 

Diese  Formel  ist,  was  die  darin  wirklich  ausgedrückten  Krite 
betrifft,  unabhängig  von  dem  Gesetze  der  Gleichheit  des  Dmeto 
nach  jeder  Richtung,  Lagrange's  Plane  (§.6.)  gemäss,  währsod 
die  von  mir  zu  $.  17.  gegebene  Formel  sich  auf  dieses  Gesetz  stiltsi* 


Achter    Abschnitt 

§.  4.    Es  ist 

€  =  const.  -/r(jraa:+  Fay+  Z&). 

{.  6.    Man  muss  hier  die  Wärme  6  nach  der  durch  sie  h^' 
vorgerufenen  Ausdehnung  der  Gasarten  bestimmen,  so  dass  s.  B* 

OOC.=1, 
2660,  6C.=:2, 
5330.  2C.=8. 


geseilt  wird. 


I 
I 
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(.  7»  Aoch  flir  ein  In  ein  Geftss  eingeschlossenes  Gas  kannte 
iD  die  Gleichang  anwenden,  die  ich  za  §.  17.  des  Forigen  Ab« 
bnitts  aufgestellt  habe,  indem  man  blos  l  mit  — €  vertaascht, 
d  es  gelten  alle  daraus  abgeleiteten  Folgeningen»  ausser  dass 
in,  wegen  des  ringsum  geschlossenen  Gewisses,  nirgends  e=0  hat. 


Zweiter    Theil. 
Die  Dynamik« 

Erster    Abschnitt. 

§.2.  Lagrange  sagt,  man  könne  den  Werth  der  beschleu- 
^nden  Kraft,  welche  in  jedem  Augenblicke  auf  das  Bewegliche 
rkty  bestimmen,  indem  man  die  in  diesem  Augenblick  hervor- 
mfene  Geschwindigkeit  mit  der  Dauer  dieses  Augenblicks,  oder 
11  vermöge  derselben  in  diesem  Augenblick  durchlaufenen  Raum 
t  dem  Quadrate  der  Dauer  dieses  Augenblicks  vergleiche, 
^tere  Behauptung  ist  ungenau:  denn  man  hat,  wenn  ff  die 
iiwere,  dt>  die  in  einem  Augenblick  dt  durch  dieselbe  hervorge- 
fese  Geschwindigkeit  und  ds  den  durchlaufenen  Kaum  bezeichnet: 

er  nicht: 


imeln,   welche  flfr  jede  gleichförmig  beschleonigte  Betvegong 
Iten. 

§.  15.  Im  zweiten  Absätze  mess  offenbar  gelesen  werden: 
Alembert  a  donn^  depuls,  k  ce  principe,  une  plus  grande 
*Ddue ,  en  faisant  voir  que  si  chaqoe  corps  est  sollicit^  par  une 
ce  acc^l^ratrice  constante  et  qui  agic^se  snivant  des  llgnes  pa- 
'^les,  ou  qui  söit  dirig^e  vers  un  point  fixe  et  agisse  en  raison 
la  distance,  le  centre  de  gravit^  doit  d^rire  la  m^me  droite 
Konrbe  que  si  les  corps  ötalent  libres;  statt:  D' Alembert ...., 
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le  centre  de  gravitö  doif  döcrire  la  mtoe  conrbe  quo  sl  les  eoipi 
^taient  libres. 


Zweiter    Abschnitt 

$.  6.    Es  ist  falsch,  wenn  hier  gesagt  wird»  dass  die  KMb 

fitS^x     mS'jf     nßH    .         .  A  A      o. 

g^  >     ^^»   ~S^'  ""  entgegengesetzten  Sinne  genommen«  «o 

dass  sie  die  Linien  o:»  y»  x  zn  yerkleinem  streben,  den  wirl[lidNi 
Kräften  P,  Q,  R  u.  s.  w.,  welche  als  die  Linien  p,  9,  r  o.8.w. 
zn  verkleinern  strebend  angesehen  werden,  das  GleichgewieU 
halten  mOssen :  denn  im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir 
die  Gleichung: 

$•  8.    Nach  den  Feststelinngen  des  $.7.  hat  man,  streng  gt* 
nonunen , 

und  D$  als  das  Element  der  Curve ;  also  auch : 
X — l__Dx      y — ^^^      g — n_Dz 

Da,  Dß,  Dy  werden  offenbar  als  constant  angenommen;  sIb' 
sie  ebenfalls  veränderlich,  so  wird  der  Werth  für  Sri 

Da  der  Widerstand  proportional  dem  Quadrate  der  GesdifriB- 
digkeit  des  sich  Bewegenden  wächst,  also  ebenfalls  eine  regd' 
massig  beschleunigende  Kraft  ist,  welche  aber  der  Bewegung  i^ 
Systems  der  K5rper  entgegenwirkt,  so  nimmt  die  allgemeine  Fo^ 
mel  der  Dynamik  folgende  Form  an: 

+  S(P8p + Q8q  + ....)  m  -f  /?dr  =  0. 

i.  IL  Wirken  die  Stosskräfte  P,  Q,  12  u.s.w.  auf  alle  K<^ 
per  des  Systems  unmittelbar  ein,  so  hat  man: 

S(x9x  +  jfdy+i8z)m+S(P5p  +  Q8g+Rir  +  ^.)=fk 
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irken  sie  aber  nar  aaf  irgend  einen  Körper  m  des  Systemis 
eibar  ein,  die  Bewegung  wird  aber  von  diesem  dem  ganzen 
n  mitgetheilt,  so  wird  die  Bewegungsgleichang : 


Dritter    Abschnitt. 

9.  Das  Princip  der  Fiäcbenräome  wird   hier  nar  fiSr  den' 
lewiesen,   wo  das  ganze  System  der  Korper  eine  gemein- 
Dreliung  um  einen  festen  Panlct  hat;   es  gilt  aber  auch  flir 
mz  freies  System  von  Korpern,  die  verschiedene  Drehnnge- 
^indiglseiten  besitzen  Iconnen  (§.  16.  des  ersten  Abschnitts). 

10.  Es  ist 

b: 

11.  Indem  man  die  drei  Gleichungen 

\\,  und  die  daraus  sich  ergebenden  Werthe  in  die  Gleichungen 


itnirt,  nachdem  man  vorher  die  Werthe  von  x^  y^  %  in 
,  z'  eingeführt  hat,  erhält  man  schliesslich  die  drei  Glei- 
ten des  §.  10. : 

eil  XXXY.  21 
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■ 

§.  15.  Wenn  in  ganz  freien  Systenien  Rotationen  um  ii|;eiii 
einen  Punkt  im  Räume  durch  Stosskräfte  herYorgerufen  werdai^ 
so  kann  man,  wie  In  diesem  Paragraphen  gezeigt  wird,  eine  Mick 
Bewegung  stets  in  eine  Rotation  des  Systems  um  seinen  Schwer- 
punkt und  in  eine  Translatlonsbewegung  des  Schwerpunktes  wei- 
legen.  Dasselbe  findet  naturlich  Statt  bei  Rotationen  eines  gau 
freien  Systems  um  irgend  einen  Punkt  im  Räume ^  die  darck 
äussere  beschleunigende  Kräfte  hervorgerufen  werden  (§.  \%). 

•  •         • 

§.  17.  Z.  7.  und  Z.  13.  dieses  Paragraphen  mnss  or,  y,  z  ataft 
^9  y»  *  gelesen  werden. 

Wirken  bei  einem  festen  Körper  von  beliebiger  Gestalt  dk 
Stosskräfte  nur  auf  einen  Punkt  desselben  ein,  so  sind  deres 
Momente : 

.   C=Xy'^Yx,    B=Zx'-^Xz,    ÄzizYz-'Zy. 

während  die  Werthe  von  A,  B,  C  in  x,  y^  z  unvermindert  blei* 
ben.  Wirken  die  Stosskräfte  auf  mehrere  Punkte  x,y,z,  ^tjf*' 
u.  s.  w.  des  festen  Körpers  ein ,  so  sind  deren  Momente: 

C=:  Xy  +  2:y  + ....—  Fx--  Fa?*— ...., 

B=zZx+Z'x' +  ....'"  Xz  —X'z'  —...., 

A=Yz\  Y'z*  + ....  -  Zy  ~  Z'^  — 

§.  18.  Wenn  irgend  ein  rotirendes  System  von  Körpern  docb 
die  gegenseitige  und  allmähliche  Einwirkung  seiner  Körper  onfe^ 
änderlich  oder  zu  einem  einzigen  festen  Körper  wird,  so  erleidet 
die  Rotationsbewegung  keine  Aenderuog,  es  mögen  die  sieb  ^ 
ziehenden  Körper  ihre  relative  Lage  ändern  oder  nicht  (vergl.  \^\ 


Note  V.,  von  Bertrand. 

Die  Integrale  a^  h^  c  sind  stets  positiv,  dagegen  können tei 
den  Integralen  d,  e^  f  zwei  negativ  sein;  folglich  ist  def  stet^ 
positiv,  und  es  muss  also  immer  abc^def  sein,  wenn  äH^ 
>d*e^f^  ist 

Wie  Bertrand  selbst  anfuhrt,  wird  aber  für  eine  gerade  Lioi^» 
welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  der  Ao^' 
druck  (3)  gleich  Null,  und  also  ist  die  Gleichung  (1)  doch  sicb^ 
schlechthin  unmöglich. 
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{.  20.  Ofenbar  ist  Lagrange  dorch  seinen  vor  der  Vollen- 
ig  der  zweiten  Ausgabe  der  analytischen  Mecbanilc  erfolgten 
d  Terhindert  worden,  seine  am  Ende  dieses  Paragrapben  ans- 
iprochene  Absicht,  später  (im  neunten  Abschnitte)  directe  Mit- 

anzogeben,  um  zu  den  Gleichungen  dieses  Paragraphen  zu 
angen,  anszoföhren. 

$.  24.  Betrachtet  man  in  den  drei  Gleichungen  des  §.  22.  ^  als 
istant,  so  erhält  man  in  den  drei  Gleichungen  des  §.  24.  auf 
*  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  0,  und  erspart  also 
tgrange's  Entwickelung,  die  sich  auf  die  unmögliche  Annahme 

Indet,  dass  ^  veränderlich  sei,  wenn  A,  B,  C  constant  sind. 
§.  25.    Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  $  ist: 

+  l9(.i-  m)  (m-w)  +  /Ä(«— 'i/+in)  +  9(3*  +  A«-2/«)]*« 
+  Ifil-m)  (n-l)  +  gh(n  -  2m+/)  +  A/^^  A»-2flf^]. 

§.  27.  Setzen  wir  ^=0,  A=0  und  für  diesen  Fall /*,  e,m',K' 
M  f,  l,  m,  n,  80  erhalten  wir: 

s[f'(l'-m')(n'-l')-¥f"]  =  0.    «  =  ^--^^'. 

esen  Formeln  entspricht: 

1)  1=0,  tf  =  0.  2)  f'=0.  Also  nach  den  Gleichungen  des 
&  F=sm'=in'.    Mithin  s  und  u  willkührllcb. 

3)  /^  =  V(f --m')(/'  —  n').  Daher  nach  den  Gleichungen  des 
25.: 


4/"/'  — nt' 


id,  wenn  wir  die  Gleichung  cos^A-fcosV'f  c<^s**'^=^l  20  HüUe 
bmen. 


ihneo  wir  an,  es  sei  cosX=:Oj  so  dass  cosV  +  cos*v=l»  so 
31=90^»  und,  wenn  sowohl  cosf4,  als  cosv  grosser  als  0  ist, 

S  OD,    »  s  OD. 

21  • 
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Aber  es  ist  dies  nur  einer  von  den  vielen  möglichen  FiNeit 
und  die  Annahme,  dass  diese  Werthe  von,  iL,  $  und  »  den  beUei 
anderen  Wurzeln  der  Gleichung  des  dritten  Grades  von  i  entsprecbei, 
daher  eine  rein  vriilkührliche. 

Streng  genommen  ist 

COSV=:±  VI  —  C08*fl  =  db8"nfl, 

woraus  sich  fQr  den  Winkel  ft  zwei  Paare  von  Werthen  ergebe«, 
in  deren  jedem  die  Winkel  um  W^  differiren.  Man  kann  sieb  aber 
beide  Paare  der  in  der  Ebene  der  y^  i  liegenden  und  sich  recbt- 
winklig  treffenden  Linien  mit  den  Axen  der  y  und  2  zusamiDen- 
fallend  denken ,  so  dass  sie  sich  zugleich  decken,  wenn  oan 
/•'  =  0  setzt. 

Setzt  man  cos  1=0  und  cosft  und  cosv  abwechselnd  =1  n^ 
=0,  so  erhSit  man  die  zweite  und  dritte  Rotationsaxe  unmittel- 
bar mit  den  Axen  der  y  und  z  zusammenfallend.  Man  hat  ofis- 
lieb  für  cosA  =  0,  cosfi  =  l9  cosv=0: 

0 

A  =  90o,    fi=0«,    i/=90o, 

wodurch  die  Lage  der  zweiten  Rotationsaxe,  mit  der  Axe  der  5 
zusammenfallend,   bestimmt  wird. 

Dagegen  hat  man  fSr  cosA  =  0,   cosfi  =  0,    cosy  =  l: 

0 

A  =  90o,    ^=900,   r  =  0o, 

wodurch  die  Lage  der  dritten  Rotationsaxe,  mit  der  Axe  der  s 
zusammenfallend,    bestimmt  wird. 

Die  Gleichung 

/'(cos*!/— cos  V)  +  (»w'—  «0  COSftCOS  V  =  0 
liefert  filr  beide  Ffiile  /"'r^O. 

§.  29.  Die  hier  gemachte  Annahme  />m,  m^n  widersprld^ 
der  gegebenen  Gleichung  f'=^0.  Denn  fär  /*'=:0  muss  nach  dfl* 
Gleicbungen  des  $.  25.  entweder  t^^m'^n'  sein,  oder  wenigstsfl* 
/'  =  m'  oder  auch   /'  =  n'. 


Lagrange'»  analytiBChe  Mechanik.  309 

Die  Annahme  t^zm'^  n'  liefert  keine  Maxima  und  Minima 
r  Fonctionen  von  L  Setzt  man  aber  abwechselDd  tz=zm' 
A  ti=:n\  80  «rhält  man  Mazima  und  Minima,  und  zugleich  die 
Ige  der  zweiten  und  dritten  Rotationsaze  hit  der  der  Azen  der 
ond  z  fibereinatimmend. 

Mao  hat  nämlich  für  /  =  m»   m  >  n: 

/  und  m  Maximum,  n  Minimum,    l-i-m  Maximum,  l+n 

und  m  +  n  Minimum, 
f  =  OD,  ti=:0,    (vergl.  meine  Note  zn  §.27.,  unter  3)) 
il  =  90o,    fi  =  Oo,   v  =  90o, 

>  dasa  die  zweite  Rotationsaze  mit  der  Axe  der  y  zusammenfallt. 

Man  hat  ferner  fiir  l=zn,   n>iii: 

/  und  n  Maximum,  m  Minimum,    l+n  Maximum,  l+m 
und  m+n  Minimum, 

5  =  0,     11=  00, 

X  =  90o,   ^  =  90«,   v  =  0o, 
0  daaa  die  dritte  Rotationsaxe  mit  der  Axe  der  z  zuaammenföllt. 

Wenn  Lagrange  in  diesem  Paragraphen  das  Massenelement 
Hm  „Molecflh'  nennt,  so  darf  man  darunter  nicht  das  „Moiecfil*' 
fcr  „Atom**  der  Physiker  verstehen,  indem  das  Massenelement 
Hr  schon  ein  Haufen  von  Atomen  ist.  (Vergl.  den  achten  Ab- 
."hoitt  des  ersten  Theils,  §.  3.) 

§.  31.  Da  die  Lage  der  Axen  der  x,  y,  z,  welche  zugleich 
»  Hauptaxen  des  Körpers  sind,  ganz  beliebig  ist,  so  ist  es  un- 
>thig,  in  die  fOr  diese  Coordinaten  geltenden  Formeln  die  Coor- 
naten  x' ,  y',  z'  einzufuhren.  Die  drei  Gleichungen  des  §.  17. 
ben: 

(/  +  wi)  9  :=  C. 

Wird  ^=0,  Ä  =  0,   C=0,    so  wird  auch  tf;  =  0,    «=0, 

=  0,  weil  /,  fit,  11  fflr  einen  Kßrper  von  drei  Dimensionen  nie 
all  werden  kann.  Aber  selbst,  wenn  der  rotirende  Körper  eine 
trade  Linie  ist,    kann   man  den   Hauptaxen    eine  solche  Lage 

dien,  das«  keine  der  Grössen  l,m,n  Null  ist,  dass  also  ^,  cd,  qf 
bU  werden. 

Die  Hauptaxen  können  nicht  im  Korper  fest,  also  zugleich 
h  Ihm  drehbar  sein;    mithin  sind  l,  m,n  ursprünglich  veränder- 
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lieb.  Aber  da  die  obigen  Gleichnngeii  ftir  jeden  Werfth  ▼•n  l,  m,  % 
der  einer  beliebigen  gegebenen  Lage  des  KOrpere  entepricht,  g4> 
ten,  eo  sind  diese  Grössen  als  willkuhrliche  Constanten  zi  k* 
trachten.  * 

§.  37.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  mit  ^  bezeichneten  Tarii* 
tionen  endlich  seien»  so  erhält  man: 

« .  Sm  (i«  +  y« + i*)  = — 2Sm  [(Sx)^  +  (8y)*  +  ( ji)«] , 

woraus  man  ersieht»  dass  die  Variation   der  lebendigen  Krifo 

negativ  und  gleich  der  doppelten  Summe  der  lebendigen  Krifte 

ist»  welche  von  dem  Geschwindigkeitsverlust  der  verschitdeifli 
Punkte  herrfihren. 

Bertrand  bemerkt  mit  Recht,  dass  die  Ausdehnung  desii 
diesem  Paragraphen  vorgetragenen  Satzes  auf  ein  System  von 
Korpern,  welche  auf  veränderliche  Weise  mit  einander  verbvoden 
sind,  nicht  zu  rechtfertigen  ist. 

§.  39.  Ich  vermisse  in  der  Fassung,  welche  Lagrange  den 
Princip  der  kleinsten  Wirkung  giebt,  die  Angabe  der  Bedioga^» 
dass  die  Verbindungen  der  verschiedenen  Korper  des  Systeaf 
unter  einander  unveränderlich  sein  müssen,  welche  ans  dtniPiii* 
G»p  der  lebendigen  Krade  hervorgeht 

§.  40.    Wenn  Lagrange  sagt,   die  Gleichung 

(Pdp  +  Qög  +  R6r+...  ^ 

dx         ^  dv  dx     )m=0 

gelte  Itfr  alle  m5gticfaen  Variationen,  so  ist  dieser  Ausdruck alle^ 
dings  zu  unbestimmt;  aber  er  ist  richtig,  sobald  man  ihn  nurtv 
die  vermöge  der  Bedingungsgleichongen  möglichen  Variatiooeo 
bezieht. 

Die  Unterdrückung  des  Integralzeichens  /  bedarf  keiner  wei- 
teren Rechtfertigung,  indem  die  Differentiation  der  Gleichung  deB 
Maximums  oder  Minimums  stets  ausführbar  ist»  wohl  aber  dio 
Division  der  differensiirten  Gleichung  durch  St  dadurch,  dass  ii&ofi 
ganz  wiUkührliche»  aber  von  Null  verschiedene,  unendlich  kl^is* 
GruAse  ist 

Uebrigens  kommt  es  Lag  ränge  nur  darauf  an»  zu  beweis^Sr 
dass  die  Gleichung 

(Pdp  +  Qöq  +  ßdr  +  ....  ^ 
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r  jaden  Augeiiblick  gilt.    Mir  scheint  es,  das«  er  sie  wegen  die- 
sr  Eigenschaft  eine  nnbestinimte  Gleichung  nennt. 

§.  42.  Eine  genauere  Betrachtung  d^  Integrals  fdtSmü^ 
sigt,  das«  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  sich  auf  folgenden 
usdruck  bringen  lässt :  das  Integral  des  Productes  aus  dem  Ele- 
ent  der  Zeit  in  die  Summe  der  augenblicklichen  lebendigen 
[räfte  aller  Korper,  von  dem  Augenblicke  an  genommen»  wo  die 
!urper  von  den  gegebenen  Anfangspunkten  ausgehen ,  bis  zu  dem, 
o  sie  an  anderen  gegebenen  Punkten  anlangen ,  ist  ein  Maximum 
ier  Minimum. 

Es  erhellet  hieraus,  dass  die  Benennung:  Princlp  der 
rOssten  oder  kleinsten  lebendigen  Kraft  auch  nicht 
seht  passend  ist. 


Vierter    Abschnitt. 

§.  i.  Der  Vortheil  der  hier  angewandten  Methode  der  Trans- 
»rniation  der  Variablen  besteht  namentlich  darin,  dass  die  Varia* 
onen  der  neu  eingeführten  Variablen  vom  Integralzeichen  S  un- 
>hängig  werden,  indem  man  letztere  so  auswählt,  dass  deren 
ariationen  ffir  alle  Korper  des  Systems  identisch  sind. 

§.  2.    Eine    Vergleichung    mit   §.  3.    des   zweiten   Abschnitts 

ilgt,  dass  Lagrange  mit  Unrecht  von  den  Kräften  fn-K^,  ^"S^* 

gjjl  behauptet ,  sie  röhren  nur  von  der  Trägheit  der  Korper  des 
ystems  her. 

$.  6.    Betrachtet  man  das  erste  Glied  der  Gleichung 

»Bauer,  so  sieht  man,  dass  es  zwar  ebenfalls  Differentiale  mit 
»r  Charakteristik  d  in  sich  enthält,  aber  kein  genaues  Differen- 
tl  ist. 

§.  7.  Es  erhellet  leicht,  dass  die  umgewandelte  Grosse  nur 
iter  der  Voraussetzung  richtig  ist,  dass  die  Variationen  d|,  dif;, 
'  u.  s.  w.  vom  Integralzeichen  <$  unabhängig  sind. 

§.  10.  Wenn  man  keine  Variablen  anwenden  kann  oder  will, 
ren  Variationen  vom  Integralzeichen  S  unabhängig  sind,  so 
^ibf  nichts  übrig,  als  unbestimmte  partikuläre  Gleichungen  der 
^^egung    zu    bilden,    weiche  filr  Jeden   einzelnen   Korper  des 
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Systems  gelten,  und  diese  mit  den  Bedingongsgleicboiigen  i« 
biniren,  entweder  mittelst  der  Eliminationsmethode  oder  mMdit 
der  Methode  der  Multiplicatoren. 

$.  14.  Am  Ende  des  ersten  Absatzes  dieses  Paragraphti 
müsste  es  heissen: 

Quoique  nous  ayons  d^jä  moAtr^  comment  ee  principe  r^te 
de  notre  formale  g^n^rale  de  la  Dynaroique  (sect  III.,  art  34.),  B 
ne  sera  pas  inutile  de  faire  Toir  quo  les  öqoations  particaliJ^ 
d^duites  de  cette  formale  fournissent.  toujoors  une  ^quation  lot^ 
grable  dont  Tintägrale  contient  le  principe  de  la  conservation  des   ^ 
forces  vives.   statt:    Quoique  nous  ayons  d^jä  montrö four- 
nissent toujours  une  äquation  integrable,  qui  est  celle  de  la  coia* 
servation  des  forces  vives. 

Wenn  die  Grossen  7,  L,  ilf  u.,  s.  w.  auch  die  Variable  i 
enthielten,  so  würde  dadurch  weder  die  Bildung  der  Differential.^ 
dTy  SL,  dM  u.  s.  w.,  noch  die  Integration  der  Gleichung  verbiet 
dort  werden;  wohl  aber  wird  dadurch,  dass  F  nicht  ezistirt,  dK^ 
Bildung  der  Gleichung  unniuglich,  welche*  das  Princip  der  ^rh^JB* 
tung  der  lebendigen  Kräfte  liefert. 

§.  15.    Die  vollständige  Variation  von  F  ist: 

Weil  aber  da;  =  aa:,   öyszay  u.  s.  w.,   so  wird  obiger  Ausdrack: 

dF       .  dF 

Wenn  o  unendlich  klein  gesetzt  wird ,  so  muss  8F  unendlich 
klein  sein,  so  dass  es  ziznaF  wird,  mit  Vernachlässigung  d^ 
Glieder,   welche  höhere  Potenzen  von  a  enthalten. 


Note  VI.,   von  Bertrand. 

II. 
Der  Werth  von  Qm  als  Function  von   ü  ist: 

und  man  bat  folglich: 

H=£ü-T. 
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riebt  dem,  was  Lagrange  Ihn  nennt»  und  —Zu  der 

i  Lagrange  • 

H=T+r 

t  H  in  dieser  Note  von  Bertrand  depseibenr  Wertb, 
n  der  M^canjque  anaiytique. 

in. 

1  am  Ende  von  §.  III.  beGndlichen  Satze  Ist  zu  lesen: 
eroarquer  que  les  äquations  qui  composent  la  deaxi^me 
;roape  (8)  forment  un  Systeme  k  part,  dans  leqael  ne 
IS  pi,  p^, ....  pk*  et  permettent,  par  consäqaent;  de 
8  inconnues  qi,  ^2>'**'  9^  ®^  fonction  da  telnps  et  de 
i'aleurs  initiales  (yOo,  (^2)0» —(^Oo»  (Pi)o>  iP%)o»"*'(pid^ 
peut  remarquer  que  les  äquations  qui  composent  la  pre- 
i  du  groupe  (8)  forment  un  Systeme  ^  part,  dans  leqoel 
t  pas  piy  p^f.'pk,  et  qui  perroettent,  par  cons^quent» 
r  les  inconnues  gi,  q29..,.qk  en  fonction  du  temps  et 
les  valeurs  initiales  (^i)o,  (9a)o»  ••••  C^*)©»  (jPi)o»  (Pi)o»-- 

IV. 

leicbuDg  (2)  wird  durch  die  Substitntion  von  x— »  ö~ 

die  Functionen    g|-=^.     g^=g— .....  g^=^^  eme 

Mfferentialgleichung  erster  Ordnung,  nicht  aber  zweiten 
cksichtlich  der  partiellen  Differentiaiquotienten  von  5. 

rieichungen  (16)  sind: 

8gi_aÄ      8p«_3Ä  §P*_Si/ 

jch: 

8gi  _  8(P— r)  _  8Ä 
8f  8^1  8^1  * 

V. 

Zeicben  d  in  dem  Werthe  von  iV  beziebt  sich  auf  die 
aller  Constanten ,  welche  In  gi\  g%  9  **'•  gn  9  ih »  Ps»  ••••  fü 
sind. 
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H  ist  constant  zafolge  des  Princips  der  Erhaltong  der  leb»- 
digen  Kräfte^  also  dH  von  t  unabhängig. 

Auffallend  ist,    dftss  Bertrand  nur  ein  Theorem  foo  Ha* 
niilton  inittheilt. 


Fünfter    Abschnitt. 

§.  3.  F  ist  nur  Function  von  |,  t^,  q>  u.s.  w.,  wenn  die  Kräfte 
nach  fixen  Centren  oder  nach  Kurpern  desselben  Systems  hin  wir- 
ken, und  Functionen  der  Entfernungen  von  den  Centreo  sioi 
Ohne  die  Erßillung  dieser  Bedingungen  giebt  es  Überhaupt  keine 
Function  V  nach  den  Feststellungen  des  §.9.  des  vorigen  Abschnitts. 

§.  4w  *d  bezieht  sich  hier  einzig  auf  die  TariatSonen  der  will* 
kflhriichen  Constanten,  welche  in  den  Wertben  der  Variftbleo 
$9  ^,  fp  n.  s.  w.,  1%  '^'j  tp'  u.s»iv.,  von  welchen  Z  Function  tst» 
enthalten  sind. 

g.  7.    Wenn  man  in  den  Ausdruck 

die  ans  irgend  einer  Aufgabe  der  Dynamik  abgeleiteten  Wertk 
der  Variablen  |^  i^,  9  u.  s.  w.,  £S  ^^  q>*  u.  s.  w.«  welche  il< 
Functionen  von  t  und  den  willkührlichen  Constanten  ausgedrückt 
sind,  substituirt,  so  verschwindet  die  Variable  t  von  selbst,  wie 
immer  die  Variationen  der  willkührlichen  Constanten  in  den  ni 
den  Charakteristiken  6  und  J  versehenen  Grossen  beschaffen  hIb 
mögen. 

T  ist  der  halbe  Werth  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Systems- 

§.  10.  Mir  scheint  die  Bemerkung  Bertrand's  zu  diesem 
Paragraphen  nicht  nur  überflüssig,  sondern  selbst  ungenau.  Er 
sagt,  dl,  Öiff,  ^9  U.S.W,  bezeichnen  die  Variationen  der  Functio- 
nen ,  welche  die  willkiihrlichen  Coiistanten  ersetzen  und  welche  t^ 
jedem  Probleme  vollkommen  bestimmt  sind,  so  dass  ihr  \^ertn 
eine  Function  der  Zeit  ist,  deren  Variation  nichts  Willkuhrlicbes 
hat.  ££,  dij),  6(p  u.  s.  w.  bezeichnen  die  Variationen  der  Functio- 
nen S,  tf;,  <p  u.  8.  w.  doch  nur,  insofern  man  blos  die  Veranda' 
lichlceit  der  willkClbrlichen  Constanten  berücksichtigt ;  und  oof  f  ^ 
dem  man  die  Variation  der  Zeit  vernachlässigt,   kann  Man 
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S8  diese  Variationen   nichts  Wlllkührilches  in  sich  enthalten, 
il  sie  nämlich  gleich  Null  werden« 

§.  13.    Wenn  |«  ^,  q>  n.s.  w.  als  Functionen  von  a,  ß,  y  u.s.  w., 

j3',  /  U.S.W,  und  t  gegeben  sind,  so  kann  man  sie  auch  als 

loctioneD  von  a,  ^,  y  u.s.  w.»   A»  f»,  v  u. s. w.  und  t  darstellen. 

Sei  z.  B. 

g|;=iW*V»    also    X=zaßYßy; 


ST* 


bat  iDBD : 


«=«+<Vä'  *='-^'V^-  '='+'V^- 

§.22.  Die  Gleichungen  des  §.8.  sind  unvollständig,  da  zu 
Dl  ersten  Güede  ein  Ausdruck  addirt  werden  muss.  Daher  ist 
eh  die  Gleichung 

f ollständig.  Sie  wird  aber  richtig,  wenn  man  H  und  die  in  den 
erthen  von  T  und  F  enthaltenen  willkGhrlichen  Constanten  als 
ränderiich  betrachtet;  und  da  für  den  Fall  der  Abwesenheit 
irender  Kräfte 

8(2'+ F)  =3  SÄ  =  0 
>  80  muss,  wenn  sturend«  Kr&fte  da  sind,  ebenfalls 

8(r+  F)=:0,    (vetgl.  §.  10.), 


10 


-  8Ä  =  -jy8|+  g^Sv»  +  3^3,.+.... 

'0;  und  da  — H  als  willkührliche  Coostante  in  -f  ^  umgeän- 
^  werden  kann. 
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§.  24.  T  bezeichnet  auch  hier  die  Hälfte  der  lebendigen  Knft 
des  Systems. 

Uebrigens  kommen  die  Eigenschaften,  welche  in  diesem  Ab- 
schnitte an  der  Function  T  aufgefunden  norden  sind  ({.  7.»  §. Si)i 
ebenso  der  Function  27  zu. 


Note  Vll.y   von    Bertrand. 

I. 

Das  zweite  Glied  der  Gleichung  (5)  ist  ==0»  weil  die  Indices 
t  und  t'  unter  einander  vertauscht  werden  können. 

Ganz  unverständlich  ist  mir  öbrigens  folgender  Satz:   Si  foo 

8  h 
d^duit  des  ^quations  (8)^  (9),  (10),  (11)   les  valeur^   de   giO 

a    S«      8    8/3       a   3/3  *    .      ,  ,         A    v  A'     P  ^ 

8i  eTT*    8i  ö~T  •   ß>  Sn;  P®"'  toutes  les  valeurs  de  I  indice  r,  « 

qu'oo  les  reporte  dans  Täquation  (5)  que  nous  voulons  d^mootw» 
on  obtiendra  une  identite  (?). 

IL 

Wenn 

i4  =  Fl  {fpi ,  q)^y .... ,  q^)  =  Fi  (a,  /3, ....,  x;  /J,  y, i), 

Ä  =  F2(9i,  9>a9**»t  9>2*)=  ^2(">  i^>  ••••>  *5  Z'»  y»«—f  i) 
ist,   so  ist 

(A    m-^^i^^^     dF.SF^     dFiBF^     BF^BF, 

BF\  BJ\  JdFi  dFf 
••  +  3*    dX       dl    W 

r 

aber  man  sieht  nicht  ein,  wie 
sein   kann. 
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III. 

Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes  ist  zu  vag. 

IV. 

Es  bliebe  zu  beweisen. {ibrig»  dass  die  beiden  Fälle,  in  irel- 
der    Po i SSO n' sehe  Lehrsatz   illusorische   Resultate  giebt» 
ilst  des  in  §.  lil.  bewiesenen  Lehrsatzes  innig  verknüpft  wor* 
sind. 

Die  Gleichung,  welche  ausdrfickt,  dass  ß  ein  Integral  ist» 
folgende  Form: 

»^  .2:^^-^— =0- 

dt  "*"      dpi  dqi      dqi  dpi        ' 

f 

dß 

trand  vernachlässigt  das  Glied    kt   ohne  Weiteres. 

Id  dem  Beweise  des  Lehrsatzes,  welcher  den  eigentlichen 
instand  dieses  Paragraphen  ausmacht,  ist  auf  S. 427.  zu  lesen: 
est  moindre  que  2k — 2,  il  existera  des  integrales  ind^pen- 
es  de  Celles  lä,  ainsi  que  de  a  et  de  ßi.  statt:  Si  (i+l  est 
idre  que  2k — 2,  il  existera  des  integrales  etc. 

Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes  ist  übrigens  vielfach  ungenau : 
»ntlich  wird  vorausgesetzt,  aber  nicht  bewiesen,  dass  es  (i 
prale  giebt,  welche  von  a  und  ßi  verschieden  sind,  und  mit 
mbinirt  der  Poisson 'sehen  Gleichung  die  Form  0=0  geben; 
!r  werden  die  beiden  verschiedenen  Fälle  eines  idientlscb 
tanten  Integrals  und  eines  solchen,  welches  Function  der  vor- 
ehenden  ist>  als  identisch  betrachtet. 


Sechster    Abschnitt 

\.  1.  Der  letzte  Satz  des  ersten  Absatzes  dieses  Paragra- 
:  La  m^me  chose  aura  lieu  etc.  fiele  am  besten  weg;  als 
iterung  aber  musste  er  anders  gestaltet  werden. 

[)ie  Ausdrucke 

o;  =  a  4-  all  4-  a2^  +  aZ(p  + ....  +  o^l  J*  + ...., 

yz=zb  +  bU  +  b2^  +  bSip  + ....  +  b'iP+ ...., 

z  =:c  +  cl^  +  c2if  +  cZq>  +  ....  +  c'l{*  + .... 
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f 

gelten  (lir  jeden  Kurper  m  des  Systems;  es  haben  also  z.  B. 
x*,  x",  af  a.  8.  w.  denselben  Werth^  wie  x.  Vergl.  den  folf^ 
den  Paragraphen. 

§.  3.  Aus  den  Gleichungen  V:=lH  und  7"  =09  welche  ßr 
den  Zustand  des  Gleichgeuichts  gelten ,  erhellet,  dass  die  Vcr* 
bindung  der  einzelnen  KOrper  des  Systems  unabhSngig  von  i  pr 
dacht  wird»  was  im  Zustande  des  Gleichgewichts  offenbar  stift- 
finden muss.  £s  findet  aber  nach  §.  1.  auch  im  Zustande  dir 
Bewegung  statt. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mSssen  auch  Ar 
den  Zustand  des  Gleichgewichts  gelten :  denn  man  hat  flir  leb- 
teren  dF=0,  und  nach  Abschnitt  11.  des  ersten  Theils,  §.13.: 

•    *?-ft     *^-.ft     *f-n 

folglich  Ist  es  nur  ndthig,  dass  9*^»   ^«aä^*   ^'SST»****»  ^^ 

werden»  was  wegen  k^izO»   ^=0»  '^^=0,....  wirklieb stitt' 

findet  Lagrange*s  Grund:  puisque  le  systöme  y  ^tant  in^ 
foisy  y  resterait  toujours  de  lui-m^me,  ist  nichts  anderes,  ali 
der  Ausdruck  in  Worten  fiir  die  Gleichungen: 

a?"^"'  "5?"^"'   s««—"*  — 

$.  4.  Im  zweiten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  ofeiAtr 
gelesen  werden:  et  il  n'est  pas  difficile  de  voir,  par  les  formth 
les  g^n^rales  d'^limination,  que  la  r^sultante  en  k  sera  d'nn  defr^ 
^gal  au  nombre  des  öquations,  et»  par  consöquent,  ^gal  ä  celm 
des  ^quations  diffärentielles  proposöes;  statt:  et  il  n'est  pas 
difficile  de  voir,  par  les  formules  gänörales  d'^iimination »  qae  li 
r^suitante  en  k  sera  d'nn  degrtf  ^gal  k  eeloi  des  ^qoations  etc. 


Um  die  Gleichung 


+  AS  =  0 


integriren  zu  kOnnen»  muss  man  £  =  /i[f)  setzen.  Man  kann  hier- 
zu»  wie  Lagrange»  f{t)=zEnm{Wk'\-^)  wählen;  aber  man 
konnte  noch  einfacher  auch  f{t)^sm{tVk)  oder  f{t)^=^coB{tVk) 
setzen,   mit  Hinweglassnng  der  wlllkührlichen  Constanten. 

Dass  man  die  Grossen 
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n]  +  [1.2]/^-|-[l,3]y  +  ....      m/-+[1.2]+[a.3]jy  +  ..„ 
(I)  +  (l,2)/'+(l,3)y  +  .... '    (2)/^+ (1.2)  +(2,3)^  +.... ' 


[3]g  +  [1.3]  +  [2. 3]/--t-.. 
(3)i^  +  (l,3)+(5^3)/-+.... 


»     •••• 9 


inander  gleichsetzen,  mit  k  bezeichnen»  und  aus  diesen  (riei- 
hungen  die  n  verschiedenen  Werthe  von  k,  von  /*,  von  g  u.  s.  w. 
estiramen  niuss,  ergiebt  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Diffe- 
ßntialgleichungen  der  Bewegung  (§.  3.) :  denn  nur  die  hiernach 
estiromten  Werthe  von  £,  t^,  q>  w,  s.  w,  (§.4.)  genügen  denselben. 

§.  6.    Der    DifferentialquotieAt   von  gr^ nach  f  ist 

§.7.  Lagrange  behauptet,  dass,  wenn  eine  von  den  Wnr- 
ein  k',  V  U.S.W,  imaginär  wird,  reelle  Exponentiaigroasen  an 
le  Stelle  der  entsprechenden    Sinusse    oder  Gosinufise    treten. 

»etzt  man  z.  B.  k-^-  yf — 1,   so  wird: 
cos«VÄ'+0= s + 3- 


26 


rl^-i+eV=I 


4 


=  — 2- [1  - 2  +  24-  •  +  « ^^-1  (1  - r + -^J 


2e'V--i[i_^%  g_....  +  j^rri(|_|%.„.)j 


Hn(<VA'  +  0=- 


3^^'  2V31e*^=T+'V=I 


e 


—  2y^[*— 2  +  24""""  ■*"*  ^  — *  ^*—  6  +""^] 


1 


ie  Exponentialgrdssen  imagfaiär  shid. 
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§.  8.    Aas  der  Formel 


^=,(^M|^?L') 


m 


r\  *\  r\ 

l^eht,  ^^  'gf'  ^*  gl  ^^^^  ''^^^  sind,  nothwendig  hervor,  ds» 
7  stets  positiv  ist    Da  nun  A  aus  T  entsteht,  indem  man  in  des 

in  §.  2.  gegebenen  Werthe  von  T  die  Differentialqootieoten  -q 
-AT  9  -^  o.  s.  w.  in  1,  /*,  ^  n.  s.  vp.  verv^andelt,  d.  h.  indem  man  f 

K^j     dividirt,   so  folgt,   dass  auch  A  nothwendig  positiv 

ist,  weil   K.  nothwendig  stets  reell  ist     Hingegen  ist  es  fabcb, 

zu  sagen,  dass  T  in  dem  Werthe  des  §.  2.  aus  der  Summe  neh- 
rerer  Quadrate,  welche  mit  positiven  Goefficienten  versehen  sind, 
bestehe:  dies  gilt  nur  von  dem  ersten  Theile  dieser  Grosse;  in 
zweite  dagegen  enthält  f,  g  u.  s.  w.  und  Produete  aus  je  zireiei 
derselben,  multiplicirt  mit  positiven  oder  negativen  CoelBcientei* 
Es  ist  also  auch  falsch,  zu  sagen,  dass  A  nothwendig  stets  ptfi' 
tiv  ist,  wenn  /*,  g  u.  s.  w.  reelle  Grossen  sind. 

Die  Grosse  B  ist  nothwendig  positiv,  wenn  die  darin  befind- 
lichen CoefOcienten  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie  die  entspre^ 
chenden  CoefOcienten  von  A',    ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  Ät 
negativ  werden.    Da  die  Goefficienten  constante  Grössen  sind,  so 
folgt,  dass,  wenn  B  positiv  ist,  und  die  darin  befindlichen  Goeffi- 
cienten dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie  die  entsprechenden  CoefB' 
cienten  von  A^   die  n  verschiedenen  Werthe  von  B  alle  positit 
sind,  was  mithin  ebenso  von  den  n  verschiedenen  Wertben  vov 
k  gilt    Stimmen  die  in  B  befindlichen  Goefficienten  mit  den  ent« 
sprechenden  Goefficienten  in  A  hinsichtlich  des  Vorzeichens  nicb^ 
durchaus  ilberein,  so  kOnnen  die  n  verschiedenen  Werthe  von  fr 
folglich  auch  von  k,  entweder  alle  negativ,  oder  positiv,  oder  eiik. 
Theil  positiv,  ein  Theil  negativ  sein.    Nur  wenn  alle  Werthe  von 
k  positiv  sind,  ist  die  Auflösung  anwendbar. 

Da  die  Variablen  |,  if;,  q>  u.  s.  w.  nothwendig  stets  reell  sind, 
so  sind  auch  /*,  g  u.s.  w.  nothwendig  stets  reell;  und  da  die  con- 
stauten  Goefficienten  in  B  nothwendig  reell  sind,  so  ist  B  selbst 
mithin  auch  k  stets  reell.  ImaginSre  Wurzelwerthe  von  k  können 
also  nur  scheinbar  sein. 

§.  9.    Im  ersten  Absätze  dieses  Paragraphen  kann  hinter  des 
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ten:    „Or,  comme  Ton  a  V=ili+  F',  et  qiie  F'  ne  cootient 
variables  £9  if'y  9»  etc.,  qu'k  la  seconde  dimension,.  ii  s'ensuit 
F  sera  un  min  im  um  ou  un  maxi  m  um''  zugesetzt  werden: 
IS  l'ätat  d'equilibre/^ 

Wenn  F  im  Zustande  des  Gleichgewichts  ein  Maximum  ist, 
st  V ,  also  auch  B  stets  negativ,  und  alle  Werthe  von  k 
folglich  auch  negativ;  daher  enthalten  die  Werthe  der  Va- 
en  $9  t^9  g)  u.  s.  w.  nur  solche  Glieder»  wo  t  ausserhalb  des 
8-  und  Cosinuszeichens  steht,  und  das  Gleichgewicht  kann 
t  stabil  sein. 

J.  10.  Wenn  F  im  Zustande  des  Gleichgewichts  weder  Maxi* 
,  noch  Minimum  Ist,  so  sind  einige  von  den  Werthen  von 
nothwendig  imaginär;  von  den  Qbrigen  reellen  können  einige 
h  sein.  Dann  enthalten  die  entsprechenden  Glieder  der  Werthe 
I,  if;,  g>  u.  s.  w.  reelle  Cxponentialgrossen  von  t  und  alge- 
\ebe  Potenzen  des  Kreisbogens ;  und  das  Gleichgewicht  kann 
bedingungsweise  stabil  werden,  wenn  die  CoefGcienten  dieser 
1er  Null  werden,  was  vom  Initialzustande  des  Systems  abhängt. 

].  11.  Die  sehr  kleinen  Excursionen  der  verschiedenen  KOr* 
les  Systems  sind  in  §.  1.  mit  a,  ß,  y  bezeichnet  worden,  wo 

a,  ßj  y  als  die  respectiven  Excursionen  eines  jeden  derset- 
nach  den  Richtungen  der  Axen  der  x,  y,  z  betrachten  muss. 

hat  für  a  den  Werth : 

ilJ+o2i(;  + a3^  + .... +  a'l|«+ ....=(al +a5y*+ a3</)£Vm(w+€0 
Hal+a2r+a3g^)E"B\u(n+B")+(aHa2r^a3f')E"'8w(it^^ 

h....  +  (a'l  +  a'^  +  a'3ff^E'*sin\n-i-s')  +  .... 

Ar  ß  und  y  ganz  analoge  Werthe.  Der  Ausdruck  Rir  eine 
«  geradlinige  Schwingung  jedes  Korpers  nt  des  Systems  ist 

2Va«  +  /3«  +  y» 

'[(i<'«+Ä'«+C'«)£'»sin^«+0+(^'^+»'^<^£'^8«n*(«+0 
+  2  (A'A" + B'B''  +  CC)  E'E"  sin  (« + b')  sin  (« + s") 

+  {A'^+B^'l-  C^)£'^sin«(«+0 

4-  2  (A'A'"  +  BB"'  +  C'C^  E'E'^  sin  {n  +  O  sin  (tt + 1«') 

+  2  {^A' A""  ^B'B'^' \  C"C^£:"£;'^sin(7r+a>in(^+0+-l' 
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^'  =a1  -f  a2f'  +  a3g\    B'  =61  +  btf  +  (Ost* .  • 
^"=:al  +a2/*'  +  o3^",    Ä"=61  +62/^'+63^', .... 


$f  ^^9  9>  a.  8.  w.  bezeichnen  halbe  Schwingungen  einen  oder 
mehrerer  Kurpec  des  Systems,  mittelst  deren  die  halben  Schwin- 
gungen s&mnitlicher  Korper  bestimmt  werden.  Von  2$,  2^,  ^ 
kann  gesagt  werden»   dass  sie  als  aus  einfachen  SchwingungeOf 

weiche  denen  der  Pendel  von  den  Längen     p>   p>»   p^;«-««^- 

■ 

analog  sind,  zosnmmengesetzt  angesehen  werden  kennen;  aber 
nicht  von  den  Schwingungen  jedes  Körpers  m  des  Systems»  wie 

obiger  Ausdruck  Rir  2\f€^'\'ß^-\-y^  zeigt,  in  welchem  nur  auf  die 
ersten  Potenzen  von  l^^,  fp  u.  s.  w.  in  den  Werthen  von  a,  j^i/ 
Rücksicht  genommen  worden  ist;   auch  nicht  von  2a»  2/3»  2f. 

Alle  Folgerungen»  welche  Lagrange  in  diesem  Paragrapie* 
aus  seiner  Behauptung  zieht,  sind  mithin  falsch»  wie  ffcbflt 
Bertrand»   in  einer  anderen  Beziehung,   bemerkt  hat 

§.  12.  Wenn  die  Werthe  der  Grossen  Vkf.  Vkf%  vW  ii,i.w- 
incommensurabel  sind,  so  sind  es  auch  die  Schwingungsidte*! 
und  der  KOrper,  welcher  die  fizcursioneo  |  macht,  kann  nur  i9 
dem  Falle  wieder  in  seine  frühere  Lage  zurückkehren»  wem  di0 
Coefficienten  £',  £",  E*"  u.  s.  w.  alle»  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen.  Null  sind. 

§.  13.  Wenn  in  der  Bedingungsgleichung  JL=rO  die  Gliede** 
der  ersten  Dimension  fehlen»  so  ist  nicht  nur  ^4  =  0,  sondern  aacb 
jeder  seiner  ersten  partiellen. Differentialquotienten. 

Wenn  man  die  in  diesem  Paragraphen  angegebene  MetboJ^ 
der  Losung  von  Aufgaben ,  welche  Bedingungsgleichnngen  entbal'' 
ten,  in  denen  die  Glieder  der  ersten  Dimension  fehlen»  anweif^ 
det,  so  erhält  man  Differentialgleichungen  von  derselben  Fonm^ 
wie  in  §.  4.»  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  sie  die  unh^^ 
stimmten  Coefficienten  A,  (i  n.  8.w.  enthalten.  Lagrange  schlS^^ 
vor,  diese  zu  eliminiren  oder  zu  bestimmen»  wenn  sie  als  constan^ 
angesehen  werden  können ;  da  man  aber  nur  so  viel  Gleichungen 
hat,  als  unbekannte  Grossen  k,  f,  g  u.  s.w.,  so  ist  es  schwer"^ 
einzusehen,  wie  hier  eine  Elimination  oder  Bestimmung  von  X,  ^0^ 
u.  s.  w.  m«)glich  sein  soll. 

§.  14.  Es  ist  sonderbar,  dass  Lagrange,  indem  er  die  Kraf^ 
<P  als  von   einem  KOrper  zum  anderen  variabel  betrachtet»   nicb"^ 
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ie  Ursache  dieser  Veränderlichkeit  zurildirGrelit,  cwindem  Sns^er- 
(P  als  eine  Function  der  Zahf  jedes  Korpers  in  der  Reihe 
iiit.  Offenbar  ist  <P  auch  Function  der  Masse  der  sieb  an- 
mden  oder  abstossenden  Korper;  und  indem  man  nur  die 
:ung  der  zunächst  an  einander  gelegenen  Körper  in  Betracht 
,  und  die  der  von  einander  entfernteren  «regen  ihrer  Klein- 
vernachllbsigt,  hat  man: 

DmDm  das  Product  der  Massen  zweier  zunächst  gelegenen 
>er  vorstellt. 

}.  16.    Der  Werth   des  vollstSndigen  Integrals  SyDßx  ist: 

SyDßx  =  yiDxi  —  x^Dyi  —  yoOx^  +  x^Dy^  +  Sx^D^. 

}.  19.    Dx,  Dy,  Dz  sind  Elemente  von  Linien,    a,  b^  e  sind 

IT  Zeit  constanty   aber  im  Räume  verSnderlich ,  w^il  sie  die 

dinaten  der  verschiedenen  Korper  des  Systems  fiir  die  Lage 

Gleichgewichts  sind.     Daher  kann  man  sie  nkht  nach  9,  woU 

nach  D  differenziiren.    |,  tj,  {  dagegen  sind  sowohl  in  der 

.  wie  im  Räume  verSnderlich ;    sie  kOnnen  also  ebensowohl 

d,  als  nach  D,   differenziirt  werden.    Die  Werthe  von  Dx, 

Dz  sind   mithin  Da  +  Dl,   Db  V  Dti,   Dc-t-Dt. 

tZ>  kann^  als  Function  von  Dm,   =/><"  gesetzt  werden;   also 
0=D^sz(Df^ä)^=I^'*  +  naDf^^^F+jj^a, 

n  man  die  sehr  kleine  Gr5sse  7jy?DS+-gx./>i7  +  ^Ät  mit  a 

lehnet  und  deren  zweite  und  höhere  Potenzen  veroachlissigt 
lieh  Ist 

r  Z>i^ = (Df+  «)-» =  Df^^  +  (n- 1)  uDf^*  =  ^^f «• 

}.  21.  Man  kann  den  Gleichungen  dieses  Paragraphen  nach 
fknmerkung  zu  §.  14.  folgende  Form  geben: 

DmDm  das  Prodvet  aus  der  Masse  des  beliebigen  Körpers 

22» 
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Dm  in  die  Masse  des  zunächst  vorhergehenden  ^Dm  vonteilt. 
Daher  Irann  man  obige  Gleichung  auch  so  schreiben: 

-,»„o.[™«-c.(-f+^+-«)]=«. 

wo  sich  der  CoefBcient  |Z>fii  auf  die  Masse  des  vorgehenden  Kör- 
pers bezieht,  verglichen  mit  dem  Körper,  auf  welchen  sieh  die  in 
den  anderen  Gliedern  enthaltenen  Grossen  beziehen. 

Die  beiden  anderen  Gleichungen  werden   ebenso  behandelt 

§.  22.    Wegen    des  in  der  Anmerkung    zu   §.14.  gegebenen 
Werthes  von   V  erhält  man  folgenden  Werth  von  F: 

F= 

Wenn   dagegen  die  Entfernungen  Di  gegeben  und  oofflrfi' 
derlich  sind,  so  hat  X  den  Werth: 


V 


{S~Dm  +  ^)«+  (S  l^öm + Ä)« + (S  ^Z)m + C')«- 


§.  23.  Die  unabhängigen  Variablen  {^  ^,  9  a.  s.  w.  in  {.^ 
sind  blos  in  der  Zeit  veränderlich,  und  werden  daher  alle  Mos 
mittelst  I  und  Constanten  bestimmt.  Dagegen  bezeichnen  |,  ^1  \ 
in  diesem  Paragraphen,  wie  a,  j3,  y  in  §.  1.,  die  Excursionen  der 
verschiedenen  Körper  des  Systems  nach  den  Richtungen  der  Axeo 
der  X,  y,  z.  und  sind  also  in  der  Zeit,  wie  im  Räume,  veränd^ 
lieh ;  sie  kOnnen  also  als  Producte  einer  blossen  Function  ? on  i 
und  einer  nur  im  Räume  veränderlichen  Grösse  dargestellt  werdent 

§.  24.  Die  erste  Gleichung  des  vorigen  Paragraphen  mit 
.Y,  F,  Z  liefert  beim  Entwickeln  der  Differenzen,  wenn  die  Coef* 
ficienten  constant  sind : 

.i     ^^JL     ^^-L.     ü£_^      F-Ga'*.^    --,,«. 
^*~  da*'iDm  ~dadb  ^Dm  ~9ddc  ^Dm  =      Df    C^i-^-^+i*^ 

-^Vi-2F+,F)-^'(Z,-2Z+,Z); 
wenn  die  Coeflficienten  aber  veränderlich  sind: 
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^  iDm  ~  dad6  iDm  "  Bade  ,D«i  —       Df     ^'*»     ^' 

^«^),.;t-:r,-^V.-r,-(^GF-r) 

Werthe  von  Än-^s  IVfi»  ^»4.1  sind  von  der  Form: 

*f  C  rationale»  glänze  Functionen  des  (n — l)sten  Grades 
d,  und  A\  ß\  C*  eben  solche  Functionen  vom  nten  Grade. 

Dan  beim  Eliminiren  der  Grossen  JF|,  Fi,  Z|  aas  den 
iren  Gleichungen  von  der  Form  A'Xj^-\^  B'Y^^  CZ^^Q 
icbung  auf  k  vom  Snten  Grade  erhält»  so  kann  man  den 
ieser  Grossen  aus  diesen  Gleichungen  nur  bestimmen» 
le  derselben  als  gegeben  betrachtet  wird. 

.  Auch  hier  haben  die  vollständigen  Integrale  £1 » 1«  u.  s.  w.» 
8*  VF. »  t\9  it  u.  s.  w.  doppelt  so  viel  willkührlicbe  Con- 
E' ,  E'*  u.  s.  w.,  ^y  t*  u.  s.  w.,  als  die  Anzahl  der  Varia- 
ügt:  nämlich  bei  3n  Variablen  On  willkührlicbe  Constanten. 

ränge  sagt»  es  sei  unmuglich»  dass  das  System  jemals 
sine  erste  Lage  annehme»  wenn  alle  Werthe  von  k  in- 
urabel  sind.  Offenbar  meint  er  die  Werthe  der  Wurzelig 
Brgl.  §.  12.;. 

(  =  0  sind  die  Werthe  von  ät*    g?*   gr  • 

XE^^&iy/ky     TEcosBVk,     ZEcossVk. 

det  man  das  in  §.11.  Absatz  3»  4»  5  Geisagte  auf  den 
indelten  Fall  äln,  so  reducirt  es  sich  auf  folgende  Hanpt- 
Venn  in  den  vollständigen  Werthen  von  £,  17»  (  alle 
)ten  E',  E"  u.  s.  w.»  mit  Ausnahme  eines  ehizigen»  Null 
machen  alle  K5rper  des  Systems  in  der  Richtung  der 
r  x^  y^  z  einfache  Schwingungen»  welche  denen  ^ines  und 
1  Pendels  analog  sind;  und  jeder  Korper  ist  so  vieler 
euer  einfacher  Schwingungen  fähig»  als  die  Anzahl  der 
i^on  k  beträgt,  also  ^n.  Da  aber  die  demselben  Werthe 
tsprechenden  einfachen  Schwingungen  der  verschiedenen 
obwohl  den  einfachen  Schwingungen  eines  und  desselben 
analog»  doch  verschieden  sind»  wegen  der  verschiedenen 
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Werthe  von  Xif  X^^  X^  u.  s,W.,  so  Ut  die  Anzahl  der  ?encUe- 
denen  einfacheo  Schwingungen  ^ aller  Körper  des  Systems  in  der 
Richtung  derselben  Axe  Zn\  Gleichzeitig  aber  mit  den  anderM 
kann  jeder  Korper  des  Systems  nur  eine  einfache  Schwiagwig 
machen ,  so  dass  ein  und  dasselbe  System  so  vieler  verschiedeneo 
einfachen  Schwingungen  fähig  ist,  als  es  bewegliche  Korper  giebt 
Im  Allgemeinen  aber  werden  alle  irgend  mSglichen  Schwingungen 
eines  Systems  nur  zusammengesetzt  Kein  krmnen  aus  allen  einfacbeB 
Schwingungen,  welche  die  Natur  des  Systems  gestattet- 

§.  26.    Dnrcb  einen  sehr  störenden  Schreib-  t>der  Druckfehler 
liest  man  am  Ende  dieses  Paragraphen :    et  prenant  pour  £  et  f 
diff^rentes   constantes   arhitraires  Ei,  E^,  etc.,    ^i,  £^,  etc.,  qai    i 
d^pendent  de  l'^tat  initial  du  systöme.  statt:    et  prenant  pour  C 
et  e  differentes  constantes  arhitraires   £',  £",  etc.«    £^  e",  etc., 
qui  däpendent   de  l'^tat  initial  du  Systeme.     Am   besten   blieb« 
aber  dieses  Satzglied  ganz  weg,  und  es  mfisste  dann  am  Anfang 
des  folgenden  Paragraphen  gelesen  werden :    Pour  döterniiner  dm 
la  nianiöre  la  plus  simple  les  constantes  arhitraires  E',  E'\  etc-» 
£%  b"  etc.  qui  däpendent  de  Tetat  initial  du  Systeme,  je  reprends  etc. 

Man  erhält  nach  der  Anmerkung  zu  §.  14.  folgende  Gleicbuof?  • 

§.  28.  Die  Darstellung  in  dem  ersten  Absätze  dieses  Par^* 
graphen  iässt  Lagrange's  ausgezeichnete  Klarheit  ganz  vermiß' 
sen.  Statt:  II  est  facile  de  voir,  par  la  nature  du  caicul,  qua  ^* 
Ton  sulistitue  dans  cette  äquation  pour  k  une  des  racines  J^ 
l'equation  en  k  que  nous  avons  d^not^es  par  ^S  Isf't  ^,  etc.  (art  23*^^ 
on  devra  avoir  un  resultat  identique  avec  les  expressions  de  |,  i},  S 
de  l'art.  26.,  de  Sorte  qu'en  suhstituant  ces  m^mes  expressiov^ 
dans  r^quation  präc^dente,  eile  devra  devenir  absolument  idem'^ 
tique  pour  toutes  les  valeurs  de  k,  konnte  es  kurz  heissen:  C^ 
est  facile  de  voir  que  si  Ton  substitue  dans  cette  ^quation  le^ 
expressions  de  |.  17,  i  de  l'art.  26.,  eile  devra  devenir  absolumes^ 
identique  poor  toutes  les  valeurs  de  k> 

§.  32.  Im  vierten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  geleseC^ 
werden :  Mais  la  valeur  de  F  pourra  varier  d*un  corps  k  lautre  et^  " 
statt :    Mais  la  vaieur  de  F'  pourra  varier  d*un  corps  k  Tautre  etc-^* 

OTT 
Lagrange  sagt,   wenn    ^=.0   und  Da  für  alle  auf  eloaa — 

der  folgende  Korper  gleich  sei,  so  könne  man  F  und  F*  ans 
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Ubrniig  bestimmen  y  ohne  das  Gesetz  der  Fonctioo  <P  zu  ken 
d;   gleich  darauf  aber  verbessert  er  sieb,  iodem  er  sagt,  dass 
in  ¥'  aas  F  nur  ableiten  kdnne»    wenn  man  das  Elasticitäts- 
•ets  der  Sehne  kennt    Wenn  nämlich  F^=z.A  ist»  so  ist  F'=:mA; 
zo  muss  also  m  kennen,  um  F'  bestimmen  zu  können. 

§.  33.  Wenn  alle  Korper  Dm  des  linearen  Systems  unter 
nander  gleich  und  schwerelos  sind,  so  ist  O  blos  als  Function 
m  Ds  zu  betrachten ,  und  man  hat  in  §.  14. : 

V=:SnDm+SfOdDi, 

nd  alle  Formeln  Lagrange's  bleiben  ungeändect 

{.  34.     Da  man  hier  die  Bedingungsgleichung  ^:=0  berück- 

M 

lektigt »  so  muss  man  im  vorigen  Paragraphen  Dm  =  ""T^  setzen» 

rodorch  die  drei  Gleichungen  tür  Ä,  Y,  Z  die  allgemeine  Form 
iMhmen,   also 

J 

Ird. 

Ferner  wird  der  Werth  von  yk  durch  Substitution  von  o>=  -^ : 

^     n+l 

^..-g%/'(Mn)(n  +  2)y'  «» 

^*=^\ m "°2^i)' 

)  man  flir  q  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  einschliesslich  setzen 
lan:  denn  p=0  wClrde  VAr=0  geben,  was  nicht  möglich  ist; 
teh  wfirde  p=:0,  sowie  p=fi-|-l  för  ^,  F,  Z  den  Werth  Null 
iben,  und  folglich  der  Werth  von  Vk  aus  der  Gleichung 


IMk 


Ar— 4sin«?.Ji:r  =  0 


(ii  +  l)(ii+2)F  '^'^     ^'"'  2 

ir  nicht  mehr  abgeleitet  werden  können.    Ceber  it  4- 1   hinaus 

Men  dieselben  Sinusse  von  a.    .  |v  wiederkehren,  wenn  gleich 

umgekehrter  Ordnung,  und  später  mit  entgegengesetztem  Vor- 
khea.  Hieraus  schliesst  man,  dass  bei  ^ssti  die  Grenze  der 
lacbbaren  Werthe  von  q  Ist 
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§.  35.  Am  ADfange  dieses  Paragraphen  miiss  gelesen  werdet^  : 
Comme  les  valeurs  de  Vk  sont  incommensarables  eatre  elies  et>c. 
statt :  Comme  les  valears  de  k  sont  incommensurables  entre  elles  el«^• 

Die  Werthe  yon  |»  17»  t  sind : 

g  =  £;sin  Tq>  sin  (2  V(»  +  l)(n  +  2)  A'^sin  f  +  c^  • 

i}=£8ior<psin(2lV7n  +  l)(n  +  2)  hieXu^  +«). 

t  =  £sin  rq>  sin  (2  V(n  +  l)(n  +  2)  Ä<  idin  |  +  c). 

§.  36.  Das  Integralzeichen  iS  zeigt  an»  dass  man  die  Somnrme 
aller  Glieder  nehmen  muss,  welche  den  Werthen  von  «,  von  1 
bis  n,  entsprechen. 

Für  &  hat  man  den  Werth : 

Sa,  sin  itp .  cos  (2  V"(n+ l)(n+2)  A'^sin  |) 

_  y2sinrg)  ]  ^ [ 

^'•--^MT]  .  8in(2V(ii  +  l)(n  +  2)Afsin|)[' 

-f  Sor^sini^. 


2V(n  +  l)(ii  +  2)A'sin| 


and  ebenso  für    ^^ 


g= ^  

^       4(n  +  l)(«  +  2)A'«sin«| 


und    fflr    ^   and    %.'» 


'^^     4(n  +  l)(ii+2)A«sin«| 


Vergl.  mit   dem    in   diesem   Paragraphen    Gesagten   Dani^  ^ 
Bernoulli*s   Gesetz  in  §.  11.     Man   ersieht  zugleich ,   wie  La  ^ 
grange  dort  za  der  ßehauptung  verfährt  worden  ist,  ein  und  da^  ^ 
selbe  System  sei  so  vieler  verschiedener  einfacher  Schwingonge^^^ 
föhig,  als  es  bewegliche  Körper  giebt. 

§.  37.    Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  beziehen  sici^^ 
auf  eine  gespannte  Sehne ,  welche  mit  Schwingungsknoten  schwingt^«-*'^ 
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im  zw^ten  Absätze  dieses  Paragraphen  mass  statt :  Or  il  est 
e  de  voir  que  la  forraule  2il(n-|- 1)  J:r  peut  repr^senter  tous 
nombres  entiers,  positifs  ou  n^gatifs,  en  sapposaot  r  compris 
e  0  et  n-f  1;  car  ayant  un  nombre  entier  quelconque,  si  on 
ivise  par  2(fi't-l)  jusqu'ä  ce  qae  le  teste»  positif  oa  n^atif^ 
moindre  que  it-f-l,  etc.  gelesen  werden:  Or  il  est  facile  etc. 
u'ä  ce  que  le  reste,  positif  bu  n^gatif,  solt  moindre  que 
2,  etc. 

Die  Ausdrücke  ßir  die  beiden  Variablen  ri  und  i  unterschei- 

sich  von  dem  für  §  nicht  nur  durch  die  Anfangswerthe  ß»  $ 

y»  7»  weiche  an  der  Stelle  von  or,  a  sich  befinden,  sondern 
I  durch  die  Grosse  hy  welche  h*  vertritt.    Vergl.  §.  36. 

§.  39.  Die  Methode  des  §.  34.  ist  hier  nicht  anwendbar,  in- 
man  Xr  nicht  =  ^sin(r9 -|-e)  setzen  darf:  denn  die  ßir  |r> 
ir  erhaltenen  Werthe  würden  nicht  von  der  Mitte  des  Fadens, 
sie  am  grossten  sein  müssen,  nach  beiden  festen  Enden  hin 
;hmässig  abnehmen,  so  dass  sie  in  gleichen  Entfernungen  von 
Mitte  gleich  wären,  wie  es  bei  entsprechenden  Initialzustän- 
,  unter  der  Voraussetzung  der  Gleichheit  aller  Massen  Ihn 
aller  Entfernungen  />/*,  ganz  streng  stattfinden  muss. 

§.  40.  Auch  hier  sind  die  Entfernungen  Di  unveränderlich, 
es  tritt  also  der  unbestimmte  Coefficient  il  an  die  Stelle  der 
\  O,  X  stellt  die  Spannung  des  Fadens  vor,  und  ist  eine  in 
Zeit  und  im  Räume  veränderliche  Grosse.  Bezeichnen  wir 
Werth  von  X  für  die  Lage  des  Gleichgewichts  mit  F,  so  ist 
gSIhn,  wo  SDm  von  unten  nach  oben  bis  zu  dem  KOrper, 
len  Schwingungen  man  betrachtet,  gerechnet  wird,  also  eine 
ction  der  ziehenden  Massen,  und  nimmt  nach  oben  immer 
r  zu.  Da  F  am  unteren  Ende  des  Fadens  =iO  sein  muss,  so 
a  dieses  gar  keinen  Korper  tragen. 

§.  41.  Da  weder  das  untere,  noch  das  obere  Ende  des  Fadens 
»n  Korper  trägt,  so  ist 


er 


Df=D»  =  - 

l 

SDm 

=rDm= —  t 
n 

F  = 

grM 

It 

Gleichung  auf  X  des  §.  39.  liefert  folglich : 
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Zar  BestimrouDg  der  n  Werthe  von  k  hat  man  die  GWchttiig: 

n    Ik      n(n-l)  PiK»     tt (n - 1)  (n - 2)  /»A» 
*-"«  +  !  ^+4(n  +  l)«^""     4.9Cn  +  l)»      "^+ "' 

§.  42.    Ans  der  Gleichung 

Da^  =  (Da  +  DQ^+Dtj»  +  flf« 
folgt  nicht: 

/),"  +  />£« 

sondern : 

OJ«  +  2Da«  =  —  Dij»  —  D£«, 

mithin : 

Di=-Da  +  V  Do«-  D^—Df, 
und,   da  Df^O  ist, 

folglich,  da  Du  und  Di  reell  »Ind. 

I>i7<=0.     öt«  =  0*). 
Der  Werth  von  (Dr  ist: 
«      ri     /      ,,    im     .(r-l)(r-2)/    ttW    V 

(r-l)(r-2)(r-3)/    W?)    \'  j- 

479  W(«+l)/  ■''■"'' 

wo  IT]  ale  eine  ganse  rationale  Function  von  k  gegeben  gedacht  wir' 

Der  Werth  von  i}r  ist: 

Die  Gleichung  auf  AKf)  kann  dargestellt  werden  durch ; 

<P(n  +  l)_^ 

§.  43.    Wenn  man  die  Formel  des  vorigen  Paragraphen: 


2B 


a 


*)  Ich  wiirdr  hii?r  und  Hnderwärt«  Einiges  zu  lieiiierkcn  hübe»,  weo  - 
ich  mich  nicht  hei  dieser  Abhandlnug  absichtlich  uller  Rrroerkiuigc^ 
«Miihalten  wollte,  alles  Weitere  dem  Leser  anhefftn  stellend.  G. 
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I«  riebtig  ansieht,  so  folgt  daraus: 

ro  A  die  willkOhrnche  Constante  der  lategration  ist: 

^  -  ^^       2Z>a      ^• 

lio  sieht  nicht  ein,  warum  Lagrange  die  willkahrliche  Con- 
taote  mit  li   bezeichnet. 

Setst  man  dagegen 

0  lässt  sich  def  in  diesem  Paragraphen  gegebene  Beweis ,  dass 
er  Tbeil  von  F,  welcher  die  Quadrate  von  üri  und  Di  enthält, 
»thwendig  stets  positiv  ist,   nicht  durchfilhren. 

Man  sieht  übrigens  leicht  ein,    dass  jedenfalls  aus  diesem 
»weise  nur  folgt,  dass  die  Variablen  Dr^^  />{;,  nicht  aber,  dass 
17,  l  innerhalb  gegebener  Grenzen  liegen,   welche  vom  Initial- 
istande  des  Systems  abhängen ,  worauf  es  ankam. 

}.  45.    Wenn  11=  od  wird,  während  9  endlich  bleibt,  so  wird 
a=Q.     ■yrssO,  also  eins- =2  •  "°^  2(» +  1) sin ?=^,nnd eben- 

»  2V(w  +  l)(n+2)  sin  %  =  p«.     Wenn  n  und  q  beide  unendlich 

meiden,  so  wird  2(n+l)sinör  -nr)^^^'*+^)*'"2  =  ^(**+^)=* 
egeo  Lagrange's  Behauptung;   und  ebenso  wird: 

2  V(ii  +  l)(it  +  2)sin|=2  V'örn)  (ii"+ 2)sui| 


=  2  V(>i  + 1)  (n +2)  =  0D= p«. 

Im  ersten  Satze  dieses  Paragraphen  muss  statt :  de  Sorte  que 
l<i  racines  de  l'^quation  en  A,  qui  ^taient  toutes  incommensurables 
Bftlre  eHes,  tant  que  le  nombre  n  des  corps  mobiles  ^tait  fini, 
leviennent  toutes  commensuraUes  lorsque  n  est  infihi,  etc.  gele- 
ta  werden:  de  sorte  que  les  valeurs  de  Vk  qui  ^taient  toutes 
■eommensurables  entre  elles,  etc. 

im  zweiten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  statt:    II  est 
j  que,   le  nombre  q  pouvant  auasi  devenir  inini,   U  y  aaialt 
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des  cas  oü  etc.  gelesen  werden:    II  est  vrai   qoe,   le  noBirfire  f 
devant  aussi  devenir  infini,  etc. 

Da  n  =  00  ist,  «o  kann  man  in  der  Gleichung  auf  X  des  $.  31: 

(n  +  l)(n+2)F'^+^>*=ö 

(n+l)(n+2)  =  (n+l)*  setzen. 

I 

Wenn  n  unendlich  wird,  so  sind  die  Schwingungen  der  Saite 
synchron  mit  denen  eines  einfachen  Pendels  von  der  LSnge  %»  wo 
man  für  k  den  einfachsten  Werth  zu  nehmen  hat,   in  welchem 
p  =  l  gesetzt  wird.    Statt   %   konnte  man  auch    ^  setzen,   vro 

li=7t^  -m  filr  Longitodinalschwingungen   und    =^ V  7]D  ^^ 
Transversalschwingungen  ist. 

§.  47.    Wenn   p==]^  2,  3,  4,  5,....  ist,   so  werden  die  eot- 
sprechenden  Werthe  von  k  sich  wie  1 : 4 : 9 :  16 :  25  verhalten»  also 

die  entsprechenden  Pendellängen  wie  ^•i'q'iä'^»   mithin  die 

1111 
Schwingungszeiten  wie  '  •  o '  3  *  I  *  g  >  ^^  ^^^^   ^^^  Grundton ,  die 

Octave,  Duodezime,  zweite  Octave,  Vicesime  u.  s.  w.  gehurt  werdei« 

§.  48.    Da  hier  it  =  Go  ist,  so  kann  man  in  der  Formel  fBrtr 

statt  V(n-f  l)(n-|-2)  kfirzer  n -f  1   setzen,  wodurch  man  geon 
Lagrange's  Formel  erhält. 

Obgleich  r  und  t  eigentlich  nur  die  Werthe  1,  2,  Su.s.w.,» 
haben,  so  kann  man  ihn^  doch  auch  die  Werthe  0  dud  »-l-I 
beilegen,  da  die  Hauptformel 


^2sinry  . 
or  =  oa,  2; -^-T-p  sin  19 


unter  dieser  Voraussetzung  richtig  bleibt.  Sie  liefert  (i3r  rsO: 
05  =  0  und  fiir  T^zn-\-\i  an^i^^df  wie  es  sein  muss.  Dagegei 
hat  man,    ffir  r=0  und  fOr  r  =  n  -f  1* 

JSsin^9  =  0. 
Wenn  man  daher  in  den  Formeln 
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28in[2i(n+l)±rl9 

i, r-5 =*•—  Sin  r®  =  + 1 

n  +  1  ^     -*- 


nd 


^siniVyXsinry 1 

=  0  oder  r  =  n-|-J    setzt,    so  gehen  sie  über  in: 

n  +  1  ^ 


sin  JVJyX  sin  r<p      ^ 

W  +  1 

§.  49.    In  den  Formeln 

Sct,Z *•       )  ,  I    — ^^sinfg)=+la., 


*  =  ±[r  +  (n  +  l)Ä'l-2X(n+l)]; 


sin [r---(n+l)A7]9  .     .         .  , 


!t,  können  r,  $  und  «'  nur  die  Werthe  1,  2,  3  o.s.  w.,  n  haben, 
ler  nicht  0  und  n-fl;  il  ist  irgend  eine  ganze,  positive  Zahl 
ler  Null,  und  X'  irgend 'eine  ganze,   negative  Zahl  oder  Null. 

r,  $  und  $' ,  welche  ursprünglich  nur  den  Rang  der  Körper 
ixeichnen  und  daher  veränderliche  Zahlen  sind,  werden  hier  eu- 
eich  Functionen  von  i,  Sie  beziehen  sich  in  diesen  Formeln 
f  ein  und  denselben  Kurper  und  haben  insofern  gleichen  Werth ; 
«r  als  Functionen  von  t  haben  sie  verschiedene  Werthe. 

§.  51.  Am  Ende  dieses  Paragraphen  liest  man  statt:  On 
it  que  ces  differents  cas  se  r^uisent  k  däterminer  les  abscis- 
8  o  ou  o',  en  ajoutant  ou  en  retrauchant  de  Fabscisse  x  la 
;ne  Ih'ty  de  maniöre  que,  lorsqu*  eile  passera  Tune  ou  Tautre 
irämite  de  Taxe  /,  eile  soit  repliäe  en  arri^re  et  comme  r^fl^chie 
,r  des  obstacles  plac^s  k  ces  deux  eztr^mit^s,  etc.   richtiger: 

D  voit  que  etc ,  eile  soit  repli^e  en  arri^re  et  comme  räflächie 

kT  des  obstacles  plac^s  auz  denz  demlöres  ezträmit^s,  .etc. 
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§.  53.    Der  Werth  von  Ue'x  ist: 

Dx   ' 

indem  man   Do:  statt  Da  setzt,   was  erlaubt  ist,    weil 

und  9/    I  i\  wegen  seiner  Kleinheit  vernachlSssigt,  wodorch  n- 

gleicb  das  störende  Glied   -f  i  &us  den  beiden  Werthen  vob  IV 
wegftllt 

§.56.  Lagrange  versteht  hier  unter  einer  Schwingung  der 
Saite  einen  Hin-  und  Hergang  derselben,  so  dass  alle  ihre  Tbek 
wieder  in  dieselbe  Lage  surQckkehren.  Ich  habe  aber  irf  der  Ao- 
nierkung  zu  §.  II.  u.s.w.  die  gewohnliche  Terminologie  beibdül' 
ten,  nach  welcher  unter  einer  Schwingung  eines  Pendels,  einer 
Saite  U.S.W,  nur  ein  Hingang  verstanden  wird,  namentlich  ait 
Rücksicht  auf  solche  Schwingungen,  wo  das  Bewegliche  nick^ 
wieder  seine  frühere  Lage  oder  Gestalt  annimmt 

§.  58.  Im  ersten  Absätze  dieses  Paragraphen  muss  statt: 
Ainsi,  si  la  corde  se  partage  en  deux,  trois,  quatre  etc.  partiee 
Egales,  ces  tons  seront  ezprim^s  par  les  fractions  i»  i,  «>  i  etc^ 
et  seront,  par  cons^quent,  ä  Toctave,  h.  la  douzi^me,  h,  la  doohle 
oetave,  k  la  dbr-septi^me,  etc.,  du  ton  fondatnental.  offenbar  ge- 
lesen werden:  Ainsi,  etc.,  et  seront,  par  conS4k]uent,  l'ocfave,  b 
douzitoe,  la  double  oetave,  lavfngti^me,  etc.,  du  ton  fondamenCiL 

§.  61.  Es  ist  hSchst  merkwürdig,  dass  die  Bedfngimg  der 
Unbeweglichkeif  des  vorderen  Endes  der  tönenden  Saite:  l^^ 
wenn  x  =  0,  die  Gleichung 

oder 

liefert,    wShrend  offenbar 

(fißx)-ik't  =  —  (fißx)tk't 
Ist 

Ferner  Ist  anek  die  Gleichimg 
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A/+/Ä'<)=y(/-/A'0 
Conptruction  des  §.  54.  nur  eotaprechend  fär  solche  Werthe 
h'tj   welche     ^1   sind. 

Während  also  die  Functionen  Fx  und  fx  der  tOneoden  Saite 
jede  beliebige  Abscisse  mittelst  des  Initialzustandes  der  Saite 
der  Bedingung  der  Uiibeweglichkeit  ibrer  beiden  Enden  be- 
mt  T\ erden  können,  lästüt  sich  die  Functioa  fx  mittelst  dieser 
ingungen  nur  lü'r  die  Abscissen  von  0  bis  +  2/  finden. 

§.  62.  Im  Anfange  dieses  Paragraphen  kann  man  hinter: 
ime  les  formules  qui  donnent  le  nouvement  d'une  corde  tendoe 
barg^  d'un  nombre  indefini  de  corps  egaux  ne  sont  sujettes 
icone  difficultö,  parce  que  le  roouvement  de  chaqne  corps  est 
rmine  par  une  äquation  particulidre,  U  est  ävident  que  si  Ton 
appliquer  ces  m^mes  formules  au  mouvement  d'une  corde 
»rm^ment  ^palsse,  en  supposant  le  nombre  des  corps  infini» 
iurs  distances  mutuelles  infiniment  petites,  la  loi  qui  en  r^anl- 
pour  les  vibrations  de  la  corde  sera  enti^rement  Indtfpendante 
lon  ^tat  initial,  der  Deutlichkeit  wegen  biotusetsen:  c'est  k 
qu'elle  aura  lieu  pour  un  ^tat  initial  quelconque;. 


Siebenter    Abschnitt. 
§.  5.    Die  Gleichung 

'^%C«tang«^  =  0 

I  auch  stattfinden,   wenn 

^=0,    ^arconst,     C=0 

wo  dann  der  Korper,  Rir  tf;  >  0,  eine  geradlinige  Bahn  oder 
Cnrve  doppelter  Krümmung  beschreiben  würde.    Well  aber 
snommen  worden  ist,  dass  i|;  in  einem  gewissen  Augenblicke 
sei,  so  wird  es,  weil  constant,  immer  =0  sein. 

Lag  ränge  sagt,  die  beiden  Bedingungen 

tf;^0,     'ä/^O  gleichzeitig  in  einem  Augenblicke 
eben  aus,  dass  der  KSrper  sich  hi  einem  AugenbKeke  In  der 
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Ebene  der  x,  y  bewege;    ^  =  0  sagt  aber,  dass  ip  von  t  ontlh 

hängig,  mithin  constant  sei,  dass  also  der  gewählte  Augenblick 
jeder  beliebige  sein  kunne,  woraus  das  zu  Beweisende,  dass  d« 
Körper  eine  Curve  einfacher  Krümmung  beschreibt,  sich  von  selbst 
ergiebt.  Auch  zeigt  der  folgende  Beweis,  dass  aus  der  Annabne^ 
dass  der  K5rper  sich  in  einem  Augenblicke  in  der  Ebene  dir 
x>t  y  bewegt,  nicht  hervorgeht»  dass  er  sich  immer  in  dieier 
Ebene  bewegen  mOsse. 

In  dem  folgenden,  streng  richtigen  Beweise  wird  von  eioer 
Formel  ausgegangen,  welche  zeigt,  dass  ^  eine  Function  von  9 
Ist.  Es  kann  aber  auch,  während  tp  veränderlich  ist,  ^  constaot 
sein,  indem  if;  =  0^  ist:  der  obige  Fall,  wo  also  der  Körper  ebet- 
falls  eine  Curve  einfacher  Krümmung  beschreiben  wird.  Sind  9 
und  t|>  beide  constant,  so  ist  die  Bahn  des  Korpers  eine  gerade 
Linie.  Wäre  tp  constant  und  ^veränderlich,  so  niQsste  die  Glei- 
chung umgeformt  werden,  so  dass  sie  den  Differential quotieoteo 

K^  enthielte ;    der  Korper  würde  sich  dann  in  einer  auf  i)er  Ebene 

der  Xf  y  senkrechten  Ebene  bewegen. 

§.  7.    Man  kann  q>  auch  unmittelbar   mittelst  r   bestimnieOf 
erhält  aber  ein  Integral  von  complicirter  Form.    Setzt  man  oäD- 
.  lieh    für    cos *^    den   aus   tang  ^  =  tang  t  sin  (97 — k)   abgeleiteten 
Werth,   so  wird:, 

^         Z>cost3<r-.^      ..  ,  „       -.,     Z>cost3r[l+tanß*isin*(g)— A)] 
dtp  =  — ^är—[H  tang^sin«(g)-Ä)]  = r  "^^ 

dq>  />cost8r 


l+tang*isin«(9— Ä)  ""      4/  £ß' 


Setzt  man  behufs  der  Integration  dieser  Gleichung 


1  +  tang  ■£  sin  *(9) — h) 
so  wird: 


=  ar. 


dtp  •  dx . 


l  +  tong»£8in«(9— A)  2  V— (l+tang«i)a:«+(2+tang«0»-l 


Lafrmnpe's  muUpUiChe  Mechanik.  937 

J   l  +  tan^«f8iD«(g)— Ä) 


•" 


1  ^__.,__cot(y-A)-(H-taug«i)tang(y-A)  .  ^ 


=  -2D 


f    r— - ^^ 


1 

der,  wenn  man,   für  g>=Ay  r=5)r  setzt: 

Are  tang  cot(«p-*)-(H-taDg«l)tai.g(y-A)  _ 
"^  2Vl  +  tang>i 


=  -2ß 


J      f*\2H-2fRSr~^ 


cos  I  cot  (9»  -  A)  -  ^^.  tang  (9) — A) 


=2taDg(90o— 2Z) 


J      r»\2H-2fRdr-^ 


$.  10.    Der  Gleichung 

Cz-t-By  +  Ax  —  O 

■tspricht  als  Bahn  des  Körpers  anch  eine  durch  das  Centrum  der 
HIfte  gehende  gerade  Linie >  deren  Endpunkte  gleichweit  vom 
entro  abstehen,  und  auf  welcher  der  Körper  abwechselnd  mit 
cicbfurmig  beschleunigter  und  gleichförmig  verzcigerter  Bewegung 
n  ond  her  geht.  Um  diese  Bewegung  hervorzurufen,  braucht 
^B  bloss  anzunehmen,  dass  das  Beharrungsvermögen  in  der 
icbtung  der  Centralkraft  wirke,  und  dass  letztere  nicht  durch  eine 
^  Centro  befindliche  Masse  repräsentirt  sei. 

§.  11.    Um  den  Fall,  wo  t|;  dauernd  :=0  ist,  hier  zu  subsu- 
'iren,  hat  man  nur  i  und  A=0  zu  setzen,  und  man  erhfSit  a:  =  |, 

^n»  *=o. 

Thflil  XXXV.  23 
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Die   Gleichung   r*S<D=ZI8l  giebt   integrirt:    \fT*d9^^l, 

d.  h.  den  bekannten  Lehrsatz,  dass  die  Flächenräume  der  Seeb- 
ren  den  Zelten  proportional  sind. 

§.  13.  Vergl.  §.  67.  fiber  die  Behauptung,  dass  in  den  Aoi- 
drQcken  j?  =  aA -|- |3F  u.  ^  w.  die  nur  von  der  Bewegung  dei 
Körpers  in  seiner  Bahn  abhfingigen  Grossen  von  denen,  die  mr 
von  der  Lage  der  Ebene  der  Bahn  gegen  die  der  Azen  der  j,  jf 
abhängen,  getrennt  sind. 

Zwischen  X  and  F  existirt  nur  eine  Differentialgleichung  mit 
der  willkfihrlichen  Constanten  C^  indem  die  beiden  anderen  =0 
werden.    Führt  man  in  diese  Gleichung: 

dt  ^^  I 

die  Werthe  für  A'  und   F  des  §•  13.  ein,  so  erhält  man: 

woraus  C*  =  D  folgt,    wie  es  sein  muss,    da 

ist. 

§.  14.  Aus  den  Werthen  von  o,  ß,  a^  u.  s.  w.  erhellet,  da« 
die  neue  Ebene  der  X,  F  die  der  früheren  Bahn  des  angeiogc 
nen  Körpers  ist,  und  dass  diese  Bahn  jetzt  in  eine  mit  der  frübe' 
ren  parallele  oder  dieselbe  unter  irgend  einem  Winkel  schneiden'^ 
Ebene  verlegt  gedacht  wird,  so  jedoch,  dass  die  Projection der 
neuen  Bahn  auf  die  Ebene  der  X,   F  genau  die  frühere  Bahn  *^ 

Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Bahn  auf  eine  beliebige  Ebene 
zu  beziehen,  ist  gleichwohl  vollständig  gelost,  insofern  durch  die 
willkührliche  Bestimmung  der  Constanten  h  und  i  die  Lage  der 
Ebene  der  X,  F  zu  einer  beliebigen  gemacht  wird,  durch  difi 
willkührliche  Bestimmung  der  Constanten  k  die  Lage  von  X,  ^ 
eine  beliebige  wird ,  und  durch  die  beliebigen  Werthe  der  Variable^ 
X^  F,  Z  die  Bahn  selbst  eine  ganz  beliebige  wird. 

§.  15.  Die  aus  den  Formeln  dieses  Paragraphen  sich  eig^ 
bende  Bewegung  der  Himmelskörper  in  einem  Kegelschnitt,  ioi* 
besondere  in  einer  Ellipse,  ist  abwechselnd  eine  gleichförmig  b«* 
schleunigte  und  verzögerte,  und  entspricht  insofern  der  allgemein^B 
Formel  der  Dynamik  (Abschnitt  IL,  §.  5.).  Sie  unterscheidet  sick 
im  AllgemeineD  von  der  Fallbewegung  nur  durch  die  Ricbtnfg» 
und  wenn  wir  auf  die  Ursachen  zurückgehen,  durch  die  VeraeU^ 


, 
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BDbeit  der  Richtongen,  nadi  irelcbeo  die  Oentripetalbraft  mid 
Hl  BeharrangsvennSgen  wirken.  Aber  auch  die  geradlinige  Be- 
^igoDg  raass  den  Formeln  dieses  Paragraphen  entiprecheo.  Die 
'ermel 


7  -  S  =  V*^  +  S'^»»  <*  +  *) 

last  sich  anf  die  Form 

/)■— (7r=r  V2ÄßM^co8(<I>  + Ä) 

Mbgen.  Bewegt  aich  der  KSrper  in  einer  geraden  Linie,  so  ist  r 
vMnderlich  und  O  entweder  =0<^  oder  =180^.  Der  kleinste 
Rertb  von  r  ist  dann  =0»  und  es  liefert  also  obige  Formel  fiir 
lesen  Fall  />*  =  0^  was,  da  D  constant  ist,  allgemein  gelten 
■Qss.    Also  liefert  die  Formel 

_         6 b_ 

"^  1-f  ^eos4>       Idb« 

ie  Wertbe  0  und  ^»  also  0  und  anbestimmt,  wie  es  sein  mms. 

Uebrigens  bezeichnet  b  In  der  polaren  Kegelschnittsgleichung 

b 
""l+ccosiP 

m  baiben  Parameter  des  Kegelschnitts. 

6.  16.    Well  ]*--  eine  verSnderliche  Grosse  ist,  deren  GrSn- 
n  -|-e  und  —  e  sind,  so  kann  es  :szeto%^  gesetzt  werden. 
Bei  der  Integration   der  Gleichung 

1  — ecos-^ 

lad  drei  Ffille  su  «nterscbeiden,  je  nachdem  0<1  (Ellipse),  oder 
sl  (Parabel),  oder  «>!  (Hyperbel)  Ist.     Fflr  die  Ellipse  hat 


ritbin 


a>-f  A-2Arctang^Y  }^tang|), 


..•iD(»  +  *)+cot((P  +  Ä)[l  +  co8((P  +  Ä)]=i-i— ^ 


23* 
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Setzt  man  onn  co8(a>  +  &)  =  a?,  also  sin(^+A:)=  VI— ä*  mU 
cot(<I>  +  *)=77===,   «o  wird 

VI— aj* 


1  +  0?  _  I-^  /l+cos^Y 


mithin 


,^     ,^      (1  -  e)  (1  +  cos^)«  -  (1  +  e)  sin  ^ 
^=^^*^*^+^>  =  (l^«)(l  +  co«0)«  +  (l  +  e)8ln«<^' 


oder 


8m(a>+*)=    i^^eo«^-' 
^^  .       .       .   8indV7=? 


.        .       .   sindVT^ .         ^ 

«>  =:  Are  sin  -5 r^T" + const. 

1  —  c  cos  ir 


Ffir  die  Parabel  hat  man: 

^     __(i±co«^v:iHi«^o, 

sm^ 
mithin : 

^^CODSt, 

and  f&r  die  Hyperbel: 

'cos^— e+sinOVc*  — IV 


-   .  ,  l       .  /cos^-.«+8inOVc»--lV 


mithin : 


2         \  1  —  ecosO  / 

Leitet  man  den  Wertb  von  <P  in  ^  ans  der  Gleichung 

l-|-ecos<X>        ^  ' 

ab,  so  erhSIt  man  ßlr  die  Ellipse  ausser  der  Gleichung 


tang-g  =  Y  r::;*»"«2 


auch  die  Gleichung: 
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*_4/"l— e      £ 1 

2-y  H-e'^4-W-i4l 


tangg 
Ffir  die  Parabel  erhilt  man: 


cos<D=:  —  1,    8in<P=0, 
also 

Da 

^= 2S?  r 

wt»  80  ist  H  nm  so  kloiner^  je  kleiner  r  ist^  and  um  so  grosser, 
je  grosser  r  ist.    lat  T=:Qy  so  ist  J7= — oc;    ist  r  =  QD,  so  ist 

3ir*+8v*+&*  />       ^  2o3<» 

j»= ^^-^ ,  also  positiv.  Für  Ä=0  wird  r=g^q;|^q;^. 

Fflr  die  geradlinige  Bahn  ist 


*""''=l/  V  2Är+2^^' 


und   wenn  man  Vr=:z9  r  =  2*,   di*=:2zdi  setzt, 

fV2 


:ai. 


""  J  VJ+i 

Ist  H  positiv 9  so  wird  mithin: 

Ist  dagegen  H  negativ,  so  witd : 

.Ist  H=0,  so  wird: 

§.  19.  Mit  Recht  behauptet  Lagrange»  es  sei  einerlei,  ob 
man«  um  die  Formeln  ittr  <Z>  auf  das  Aphelium  zu  beziehen,  180^ 
s«  <9  und  ^  addire,  oder  das  Zeichen  von  e  ändere;  man  erhält  so: 


sm(0-|-lSO^=  — sin0= ri z—^ 


miso 
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SID  <D  =  —r-r ^—  , 


also 


/^   .    io/wt.  ^  COS0'  +  « 

cos«P+180ö)=— cosO^ss-  1  .    -^^A* 

I  -f-  *  cos  v 


-       cos^  +  e 

€08  <P  = 


1-i-ecosO' 

*ang 5 =  — cot-^=~Y  13^^®  2' 

und  folglich 

Vni^^*2 

wo  sich  nun  die  neoen  Werthe  von   <P  uod  ^  auf  das  ApheliQB 
als  Ausgangspunkt  beziehen. 

§.  21.    Heine  Berechnung  liefert: 

-^2"-''2+"2"'^2+  ÜEÜi  +        STiSi«        +-' 

^      6in*ti  ^     sin*tt 


'    ^       ,  t<  Sinti        .     .    *1  +  C0SM.     ,      'l+COSH, 

tang  ,j  =  tang  2  +  e  i:f^- +  «•  — 23^^— +  e» -27335,- +  •  •" 

§.  22.    Mein  Werth  von  O  va  u  weicht  von  dem  Lagras* 
ge'B  etwas  alK    Ich  erbaltes 

^  .  .d.sin^tt  .    ,3*.sin*i«  . 

<P=rtt+«inu  +  e«-2gir  +  ''    2.3Sm«  +•- 

«w,   •           •             .  .3.(siB*iM:o««) ,   i.d*.(sinHtcosu) ,  . 
.... -f  2£(sinn-f esintcoostt-f  ^ og^^ +* — ä-  gn  , — +••' 

+ —5-  (sin  2u  +  2e  sin  t<  cos  2t< + 2e* ^g- 

.  ä  -8*.(«iti*acos2a)  ,      .  ,  2£:»    •  «    .  o     •  1 

+4^  —     ftiW^ ^  "^  ""^ "'"  "3"  (siB3ti  +  oesinttcosoi« 

^  .8.(sin%icos3ii)  .  ^  ,8*.(sln»iieos3ti)  .      .  . 
+^'  ~^3ii -  +  ^^'  ge^a ^  + ....)+... 

Der  endliche  Werth  von   C7  ist: 

costt — E (2 — £<)cosn*— € 

^'"l  —  2£;cosM +  £;*""     2(1  — ecost«) 
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Note  I.  cl68   zweiten  Bandes,    von  Puiseux. 

Darch  Verwandlang  der  Sinosse  und  Cosinusse  von  q\ — 1 
n  imaginSre  ExponentiaIgWissen  lo  der  Glefehung 

cos  £[^  V^  cos  (p  V^=I)  -  sin  (^  V^)] 
=  SI!l£[C08(^  V^)  +  ^  V^8in(^  V^)l 
^rhSlt  man: 

V  —1  cosf  (p 2 + 2 ' 

=  sin  t( s +  Q s- )• 


Puiseoz  erhält  seine  Gleiebmng  aas  dieser,   indem  er  den 

Exponenten  jedei  imaginären  Ezponentialgr5sse  mit  V — 1  multi- 
plicirt  Dass  aber  hierdurch  die  Gleichung  unrichtig  wird,  lehrt 
Tblgende  Vergleichung  beider  Werthe.  Es  mfisste  nämlich  hier- 
nach sein: 

gV^— IsJB^+eosp g(r-g'**-»f)  -f  F^f  4-  ^ 

V^sin Q  +  ^cos^  ""  «-<^-f<'+^(g-f  +  gf) ' 

aIsOj  wenn  man  die  Sinusse  ^  Cosinusse  und  imaginären  Exponen- 
tialgrSssen  in  Reihen  entwickelt  : 

-jV  -l(p- 172:3  + 1.2.3.4.5  ■'•-v^^+l .4.3 '  1.^3.4.5+- -^ 

+  »^*~0  +  1.2.3.4~*~^^*+i:2"'' 1.2.3.4+""^ 

+  V— 1{?— 172:3  +  ,  2.3.4.5— ••••)0 +0+1. 2.3.4 +^ 
—  *•(!  — 175  +  1  2.3.4~'^^*+r2:3 +  1.2.3.4.6 +"^ 

+  »a-]^+r:^4--)0+^+fxr4+  •^' 
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folglich 

+  ^*(1  - 1^  +  17273^4""  •••^^^+ 0:3  +  1.2. 3.4. 5  ■'■'•••^ 


p'  P*  «      P*  V 

=  V^-l  (p — j-g-^  +  1^2X0  ~  ""^  ^*+ O  + 1 .2^.4+~-^ 


+  ^*~l.2  +  1.2.3.4~""^^*'''1.2.3^1.2.3.4.5+   ••^' 

folglich  9*^1  oder  ^  =  0,  während  q  reell,  fibrigens  aber  gans 
anbestimmt  sein  moss. 

Hat  man  8iD{;  =  0y  {;  =  0  oder  ny  so  ist: 

2^»     .        V 


1.2.3^1.2.3.4.5 


+  ....=0. 


Am  einfacbsten  ergiebt  sich,  dass  0=1,   fflr  £^=0   oder  s, 

S^loga 
ein  Maximum  ist,  indem  man  den  Werth  von  ^  in  — xs—  einfSkrt, 

wodurch  dieser  Differentialquotient  = — od  wird. 


§.  24.    Die  Gleichung 

T  b    'n    'n     T* 

e=  7+ -  +  ....  =  7(1  -4i  +  3^  +  i2i  +  g554- ...) 
kann  ich  auf  keine  Weise  erhalten.    Die  Gleichung 

liefert,    wenn  man    7=0(1-^2-)  setzt: 

AaT  b        6*         6' 

^=  4M^  = ''^^ "  4i  + 155«  "  «4H5+ •'••^ ' 

und  wenn   man   I'  =  0'(1  —  5-)  setzt: 


^      ^4/"   2a         ^:«    .       6        6*       6« 

«  =  ''V2S:r6=»'v(i+si  +  4«*+85i+">- 
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Versaeht  mao  aber  (l  +  j^'^l — 2a  *"  Mtzen,  so  erhält  man 
die  Crleidnuig : 

6S-fl2a6«+80a*6=:0, 

woraus  entweder  6  =  0  oder  6*-f  80a*=:— 12a6  folgt;  ersteres 
Ist  nur  aonlhemd  richtig,  letzteres  aber  falsch,  da  6* 4- 80a' 
positiv,  —  12a6  aber  negativ  Ist. 

^  Ist  nicht  nothwendig  von  dem  Range  von  j^,    aber   man 
kann  es,  als  sehr  klein,  =77-  setzen. 

Man  hat  fibrigens  Im  Texte  folgende  Werthe  statt  der  daselbst 
angegebenen,  anrichtigen  elnzaflQhren : 

O       \  Vb  \ 

j:=i(6-e«)+^(6«+ie*); 

and  spiter: 

1/6«      bJ*      T*  \ 


$.  28.    Der  Wertb  ßir  4  ist: 

Ö,         /l       1\ 

folglich  Ist: 

1  -.  i  _  ^' 
a  ""  r       ^jSi' 

9.  29.    Die  Reihe  flir  r>: 


ist  vollkommen  richtig,  well  man  sich    -gr»   ^>   ^,   «7  und   ^ 
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**  SF'  av*  W?*  dp  **^  S?  venvaDdelt  denke»  kann»   ii 

gleichgültig  ist^  ob  man  x,  y,  x,  r,  s  als  Fanctionen  Tcm  t  oder 
voD  ^  ansieht 

§.  31.    Die  Werthe  von  A  und  JB  sind: 

.        dx        8y 

§.  33.    Man  könnte  die  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  k  eben  so  gut  auch  so  schreiben : 


tang(*+*)=*?5^=i>. 


cost 


cos<Ps=-r — iV 


Daraus,  dass  hi  9.15.  £=0  wird,  folgt  keineswegs,  dass 
auch  in  $.  7.  A:  =  0  wird,  da  die  Formeln  zur  BestiBUMmg  von 
0  +  K  und  von  O  +  U  ganz  verschiedene  sind. 

$.  35.,   Wenn  die  Bahn  eine  Parabel  wlre,  so  hStte  man: 

acsoo. 


r'«  =  r«  +  ^+(2<^^)i. 


§.  39.    Man  hat  zur  Bestimmung  der  Werthe  von  tangt  und 
tangA  die  beiden  Gleichungen: 

z  -Kx  mnh — y  cosA)tang»=0, 

zf  +{x'8\nh — y  cos  A)  tangt =0. 
Man  hat  ferner  die  Gleichung: 

An  -  ^v  =  L(qX  -Rt)  +  MiHm^üft), 
mithin : 

§.  40.    Für  f-^t  erhalte  ich,  wenn  u  sehr  klein  gedacht  wird: 
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<*_«=  J^  (Vr+r'+3«-Vr+r'-3«) 
oder 

l%(«'-0«  =  (r  +  r')*(r+r'— V(r+r')«-9««), 

Formeln,  die  sich  noch  weniger,  aU  die  von  Lagrange  berech- 
neten, zar  Bestimmnng  der  Unbekannten  R,  R' ,  Rf  eignen. 

$.  43.    R'  und  R^  erhalten  folgende  Werthe : 

-6P,r»  +  Q,<« 

6P,r» -<?,<« 

§.  44.    Hier  werden  die  Werthe  von  R'  und  R": 


Ä'=- 


(?"?)' 


-=   ¥^^ 


6mG 

$.  45.    Die  Werthe  von  R'  md  Rf  la  R  siad : 

(4-1)  Q, 
In  9-  ^*  erhält  man  dann  die  Gleichung  in  Ri 


wo 


and 


«=^(^'-«.') 


iV=^~[öiP'cos(C'S')  +  Q^Q''eoa(C''S^')l 


§.  47.    Ansser  den  hier  angefiihrten  GrSssen  sind  als  bekannt 
auch  noch  cos  (CS),  co8(C'^)  and  GoaiCS^)  aufnaihreB. 

.  §.  50.    Die  Werthe  von  G,  T,  Ti  und  T«  sind  hier  alle  ne- 
gativ zu  nehmen. 
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§.  53.    Die  Werthe  von  tangA  und  fangt  sind: 

B\nq>b^ — sin  ^  cos  ^  cos  y8y 

^         C09q)^'\rB\n^CQBy\fSvaqildfp* 


,       .         Ä           \fA^  +  B^ 
*^"8*  =  C^O  = C 

_V[r(8»*4-sin^cos*t>;8y*)  +  28r8»sln^cos»(2sin*^— 1)] 

§.  55.    Ffir  die  entgegengesetzte  Lage  des  Winkels  c  gehet 
die  Formeln  ffir  ticosa'  and  ucoaß'  fiber  in: 

tf  cos  af  =  r  cos  B-f-npaim, 
tf  cos /}'  =  r9  cos  e  — T  sin  e ; 

woraus  dann  auch  neue  Werthe  ffir  cosaf  und  coaß'  hervorgehen. 
Man  hat  /^=  -^^.     —  =  :j^^. 

§.  56.    Dm  den  grussten  Werth  von  u  zu  bestimmen,  mfisten 

4       11 

von  dem  grossten  Werthe  von    ~  —  "J die  kleinsten  Werthe 

Vlsh 

von  2 — 2~^^^*'  ^"^^  2Ff  abgezo^n,  und  nicht,  wie  Lagrange 

thut,  deren  grusste  Werthe  addirt  werden.    Der  kleinste  Werth 

h  *        B 

von  -  ist  =1 — >e.  von  —  =1 — >£,  also  der  kleinste  Werth  von 
r  r 

Vßb     V(i-i;)(i-6)      ,  w    a     ., 

—5—  =  — ^ "^ '\     also,    wenn    man    cosJ  =  0    setit, 

2— 5— cosJ=0.    Der  grusste  Werth  von    -   und   -^  ist  = 1 

mithin  der  kleinste  Werth  von  f  =V  —2- und  von  F=V  — 2-i 

also  der  kleinste  Werth  von  2F/=: V£^.     Mithin  wird  der 

r 

-    *    ™    ^u                 4/2  +  i;+e+4VEe  ,  ^       ^      j. 

grusste  Werth  von  tf=:  w    = ,    welcher    flir    die 

Annahme  einer  kreisförmigen  oder  beinahe  kreisförmigen  primitf* 
ven  Bahn  und  einer  neuen  fast  parabolischen  Bahn  V  -  liefert 
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r  wird  hier  als  eine  Constaote  betrachtet,  während  es  eigent- 
lich eine  Function  von  ^  ist;  da  aber  die  Unterschiede  seiner 
Werthe  gegen  die  Werthe  der  übrigen  Grössen  unbedeutend  sind, 
so  kann  man  sie  vernachlässigen  und  filr  r  seinen  mittleren  Werth 
setzen.  Natfirlich  ist  aber  die  ganze  Rechnung  nur  approximativ 
und  eigentlich  logisch  unrichtig. 

Da  die  beiden  Bahnen  ganz  bestimmt  sind  und  der  veränder- 
liche Werth  von  u  nur  von  dem  Orte  abhängt,'  an  welchem  der 
KSrper  (Pianet)  den  Stoss  erleidet,  so  müssen  a,  A,  A^  B  und 
J(=90^  consfant  und  gegeben»  und  nur  r,  fp  und  <P  veränder- 
lich sein.     Man  muss  also  zunächst  in   dem  Werthe  von  ti  das 

4 
Glied  -  dadurch  auf  den  grussten  Werth  bringen,  dass  man  fiSr 

r  den  kleinsten  Werth  setzt,    wodurch   9>  =  0  und  <P  =  0  wird. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  wird : 

1       1-e      1        !-£;     .,,..4      1      1       l^E^e 

-  = »      T  = >     folglich -j := • 

a  r         A  T  ^         r     A      a  r         . 

Da  femer 

*=!+.,  ^ =,+£;.  so  Ist  >^p=:^^3siLe, 

r         '         r  r*  r 

und  da 

cost/=:0,   so  ist  2 — s— cosJ  =  0. 
Da  endlich 

\  =  ^  und   *,=  ^,   80  ist  /^=0,   F=Ö,  2F/^=0. 
Also  wird  u,  ßr  9>=0  und  <P=0: 


.=v 


2-|-£;-|-e 


wo  r  seinen  kleinsten,  u  seinen  grOssten  Werth  hat,  wie  aber 
nur  specielle  Berechnungen  streng  nachweisen  können.  Für  die 
Annahme  einer  beinahe  kreisförmigen  primitiven  Bahn  und  einer 

neuen  y  fast  parabolischen  wird  u  =  V  -• 

Setzt    man    q>  =  90^^  =  <P,    wo  also  r  grOsser  ist,    so  wird 

V2+(l? e)* 
rz •  Setzt  man  9>=:18(F=  <P,  wo  r  seinen  grössten 


=v 
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Werth  erhält«  ao  wird  u  seinen  kleinsten  Wertb  =  V — 

annehmen.      Setst    man    9>=s45®x3<P,     so    wird    u  annlherad 

— ^-^ — ^—^-^ .     Es  erhellet  auch  leicht,   dass  eb 

Stoss,  um  eine  bestimmte  Wirkung  aaf  den  K5rper  herForsabrb- 
gen,  am  so  kräftiger  sein  muss,  je  näher  sich  dieser  am  AttTa^ 
tionscentnim  befindet. 

§•  57.  Die  Annahme  einer  primitiven  Kreisbahn  und  eioer 
secundären  elliptischen  (worin  E  sehr  klein  und  J  sehr  kleio  ge- 
dacht werden  kann)  liefert  die  Werthe: 

V2(l— cosJVl  +  £;cos<P)      £;(l:;-|-cos<P) 
T  "*"r(l  +  i;cos<P) 

V2(l  -cos  JV1+JScos<P)-|-£cos<P         £:«sin»^ 
r  "•"rCl+iScos^y 

IJsin  O 

cos  «  =  — y.— —        ^  9 

wV^r(l+£;cos<P) 

^      cos  J  VTTficös^  -  1 

COSp=    77 > 

^  uVr 

sin  JV  1  +  EcosO 
cos  y  = -z • 

§.  58.    Die  Formel 

gilt  nnr  Rlr  solche  Werthe  von  a,  welche  ^«  y»  x'  nur  in  d«f 
ersten  Potenz  enthalten.  Für  a=xx'*  +  yi/^i-zx'^  z.  B.  würde 
man  erbalten: 

^a  +  da  =  ^(ar'  +  JCaO^  +  yCy  +  TSf)^  +  2(2'  +  ZSt)^, 

mithin : 

Man  kann  aber  obige  Formel  fiir  da  auch  auf  solche  Werthe  roo 
a,  welche  x' ,  y'  9  t'  in  der  zweiten  und  höheren  Potenzea  ent- 
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iltett,  anwendmi,  well  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  von 
3t,  FBt,  Z8f  wegen  ihrer  Kleinheit  vernachläseigt  werden  kOn- 
en.  Gerade  hierauf  berobt  die  Anwendung  dieser  Formel  zu 
^pproximationerechnungen,  wenn  die  stOrenden  Kräfte  sehr  klein 
ind ;  während  dieselbe  bei  starken  Kräften  dieser  Art  nicht  mehr 
nwendbar  sein  würde.    Wäre  z.B.  a=x'^,  so  hätte  man: 

Sx'  =  A-  -  =: 577-  5— j  Ädt=  —7-  XdL 
treng  genommeu  aber  hat  man: 

da  =  ix'Xii  +  ^«ai«, 
3«  =#.;»*+ ^•«*' 


2Va"^  Va      •^  2Vo 


a:' 


id  nfiherungsweise  =  —  29t. 

(.  61.    Mau  sieht  nicht  ein,  weshalb  das  Differential  von  a 

Bx' 


"5F 


M;h  f  identisch  Null  wird  durch  die  Werthe  f(ir 
Lässt  man  x  variiren^  so  mOsseo,  da 

dx* S^x  _^  ^ 

'Sx  ""  'Sxdt ""  " 

isetzt  wird,  um  so  mehr 

8ar*  *     hxhy  *    dxBx  "" 
erden,  indem 


iber  werden : 


_8*F_  8»x'  _   Sh 
dxdz      8j;8I      8a?8l*  ~"   ' 


^  8a       ^da       r.  3a_ 


id  wenn  man  den  Coefficienten  von  ~gT'8t   differeotiirt    und    die 

^,      c«.  ji    *>•«       xt  1  8a     8a    8a     8a      8a     da     . 

erthe  rar  die  Differentiale  von  g^'  g^'  g^'  g^'  g^»  g^y  em- 
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da     M 
fahrt,  so  werden  die  Glieder,  welche  die  DiffereotiAle  von  k-  »  ^» 

u.  8.  w.  enthalten,  sogleich  Nail  werden. 

dSl         dSl         dSt 
§.65.     5~  3*»  +  qT  3*  +  "aT  3^+ — •  *•*  keinesw^;«  =  0,  indes 

KT  86  nicht  =^^809   kt9c  nicht  =^:8a  n.  s.  w.    Man  erhält  Wel- 

Qo  ao  fto 

mehr  f3r  "g^^^  +  gi~9A+ ~g~^<^    >>&cb   Wegiassnng  der  Glieder, 

welche  sich  gegenseitig  aufheben: 

/8ar8£;86     8^8b'8c^^'86    8y8^'8c     82ar'86    &^^ 
^^KjSi  86  8«"*"  8a  8c  8<"*'8fl  86  dt^Fadc  dt^FaU  ^^Uhc^ 

_8^8^86__^8x'a^8c_§jr;§y8*_§^%8c_&'8i  86__8r'&fc\ 
■"  da  86  dt      '5a  de  dt      da  dbdt  ''da  dedt      dadhdt      Fadcli) 

Skk  (^^  —  ^"a.  —  ^^'  8c  ^  8y'  5a    8y  ^  8c     dz  diu  da    di  &|3c 
+  ^^V.86  8fl  8?'*^86  8c  87^86  8i  8<  "*"86  8;F87'*^S6  8i5r"'"868c  » 

dx' dx da     dx^ dx de     dy* dtj^da     d^dy de     dzfdt  da     dt*dzie\ 
"  86  8a  8?~"  86  8c  8?""  86  8a  8?""  86  8c8F""5i5*8ä8?""86  9cS/ 

P  /???£!?^  .  ?£?f^?*  .  %  V??  .^%'8*  .8x82;8o    8181'» 
^^^\dc  8a  dt  ^de  86  dt  ^de  da  dt  ^deMdt^^da  dt  +8^56  » 

_8£;8£8a^8£'8586_8y'^8a^8^%86_8t;&8a_ 

8c  8a  dt       dedbSi      ^  da  dt      de  86  dt      de  da  dt  ~dc  UdtJ 

§.  69.    Irrtbfinilich  nennt  hier  Lagrange  e  die  halbe  Exceo- 
tricitat. 

§•  71.    Die  Formeln,  welche  Lagrange  hier  ßr  8a,  da^,  Bvp 
dß,  dßn  dß^,  dy,  8/1   und  dy.^  entwickelt,  ergeben  sich  aus  den 
Bedingungsgleichungen  des  §.  14.  nicht,  und  sind  völlig  unbegrün- 
det, da  man  nicht  x=:X,  y==T,  z=:Z  hat    (Vergl.  Abschn.  IÜ* 
des  ersten  Tbeils,  §,  10.) 

§.  72.    Man  hat  folglich  : 

8£  8^;     8y  8v;     81  &'     8x'85     8^'8y     8i;8x 
8A  8«''"8Ä  8i +5Ä  8i""^  81  ""8A&-~8ASr 

-<^8A+^8Ä^^^  8t  +  ^  8t^+  ^^  8Ä  +*^  8Ä^^^  "8£'+  ^  W 


+(^'^  +  Ft)(i:''^  +  F'twA^'S  +  F'|?)(A:|?  +  F| 


8A  "^'  8Ä^^'"   8t  ^'     8t  ^    ^'^  8A^'  8A^^^8t  "^^  8 
'■^^8A+^  8A^^^  8t  +^8t^^^  8A  +*^  8A^^^8r+*^« 

^{Ai  -^-^^^^a^affgA  'Si'^dh  di    dkdi'^dh  di  ~8a  8t, 

t 

und  entsprechende  Formeln  Rir  [A,  k]  und  [t,  k]. 
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le  Werifae  ffir.dx*  ^  ^^^  ^^*  welche  Lagraoge  in  diesem 
'aphen  berechnet,  sind  vollkommen  richtig;  es  dient  aber 
e  erste  dieser  Grossen  zur  Vereinfachung  der  Rechnung, 
en  steilen  sie  sehr  einfach  die  momentanen  Variationen  der 
der  elliptischen  Bahn  vor.  Denlct  man  sich  nämlich  die 
der  Bahn  um  die  Knotenlinie  drehbar,  also  t  veränderlich, 
einem  Augenbliclce  die  Ebene  der  Bahn  mit  der  der  x^  y 
menfallend,  also  t=:0,  so  erhält  man: 

djl^zM^dh,    dnf—AnUdi^    Bif^coBkdi, 

i-k  der  l^inkel  ist;  welchen  der  von  einem  Brennpunkte 
lem  Perihel  gehende  Theil  der  grossen  Axe  mit  der  Axe 
macht.  A:  ist  der  Winkel,  welchen  der  von  einem  Brenn- 
i  nach  dem  Perihel  gehende  Theil  der  grossen  Axe  mit  der 
ilinie  macht,  d;^  ist  das  Element  des  Drehungswinkels  der 
n  Axe  in  ihrer  Ebene  um  den  Brennpunkt,  dt  das  Blement 
rehungswinkels  der  Bahnebene  um  die  Knotenlinie.    Es  ist 

di=:Vdi^*+d^  und   tangÄ=U. 

ier  verfällt  Lagrange  in  einen  sonderbaren  Irrthnm ,  indem 

Accente,   welche  offenbar   bestimmte  Werthe  von  8%,  dn 

1  bezeichnen  sollen,  den  Grössen  dt  und  A  (statt  A)  zutheilt 

73.  Mit  Recht  erklärt  sich  Bertrand  in  einer  Note  gegen 
iwendung  der  Grosse  %  statt  des  Elementes  k  in  den  Aus- 

dSl 
o    g^»  h*  [«»  X\y  [*»  %\f  [c,  x],  [A,  d  «od  [«>  xl-    Ausser- 

tlass  %  nicht,  wie  gefordert  wird,  ein  Element  der  elliptischen 
ist,  dass  es   ferner  eine  unbestimmte  Grosse  ist,  insofern 

durch  sein  Differential  bestimmt  wird,  stellt  auch  %  nicht, 
agrange  behauptet,  den  Winkel  vor,  welchen  die  grosse 
er  Ellipse  bei  der  Drehung  auf  ihrer  beweglichen  Ebene 
eibt:  denn  der  Winkel  A,  der  einen  Theil  dieses  Drehungs- 
s  bildet,    liegt  in  der  Ebene  der  a,  y,   und  fällt  nur  dann 

Ebene  der  Ellipse,   wenn  t  =  0,   also  z;=x'  wird. 

srner  vergisst  Lagrange,  unter  den  partiellen  Differential- 
iten  von  %  die  Grosse  KT=cost  aufzufQhren,  wodurch  er 
EU  dem  fehlerhaften  W^erthe  von  [6,  A]:=0  kommt.  Der 
B  Werth  von  [6,  A]  ist  —  4 V  fco«.«« 

tr  [a,  A],  [b,k]y  [c,A]  fmde  ich  ferner  nach  Lagrange's 

l  XXXV.  24 


\ 
I 
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Forraehi  (§.  70.)  und  fiOr  [h,  t],  [A,  k],  [t,  k]  nach  nekian  dge- 
sMi  Formeln  folgende  Werthes 

[a.Ä]=:0,    [ft,A]=-i^f,    [c,A]  =  0, 

[A,t]=-V;^8lnf,    [A,*]=0,    p,*]=0. 

§.  74.    Der  Fehler,  welchen  Lagrange  bei  der  Berednraag 
des  Werthee  yon  [6,  A]  maebt»  hat  Einfluse  auf  die  Werthe  roi 

-KT  dt  und  -gr  9<  und  auf  die  Werthe  der  Differentiale  Bi  uod  ^. 

Ohne  mich  auf  eine  Correetien  der  Lagrange' sehen  F^nuk 
eiaaulassen,  gebe  Ich  sogleich  meine  eigenen,  welche  das  Ele- 
ment k  statt  %  enthalten : 


a<=— i^  |.(coifi8A+a*), 

d#  =  1 W  I  .cos  Oft — V^sin  m. 


dA 


Mitbio : 


§.  75.  Auch  die  Formeln  dieses  Paragraphen,  welche  e  statt 
ft  enthalten,  sind  bei  Lagrange  unvollständig.  Ich  erhalte»  ^ 
Anwendung  von  k  statt  %: 


[h,  {]  =  —  V;9ä(l— e«)8in<. 
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^a<=  V  ^o  (1— e^  sin  ÄA , 

Vya(l  — «>)8iDt  8«      ' 
Vga(l—e*)8mi'^       5*"     ' 

{.  70.    Die  Gleichungen  dieaes  PaiagrapiwD  weiden : 

dh  s=     y  5^  dt, 

Vga(l-e*)Bini    »» 
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§.  77.    Ffir  d%\Bi  hier  8%'  zn  setzen;   da   kt-^I»   so  ift 


dA 


*        e  1      ga      de 
also 

Dieser  Werth  von  dA  stimmt  übrigens  mit  dem  von  La- 
grange  berechneten  Oberein. 

§.  78.  Die  hier  gegebenen  Transformationen  von  de  and  S}» 
dA  und  dt  werden  anmOglich  bei  den  von  mir  berechnetes  eot* 
sprechenden  Werthen  des  §.  76. 

§.  79.  Zu  bemerken  ist,  dass  der  Widerstand  R  auch  eioe 
Function  der  Dichtigkeit  des  sich  Bewegenden  ist,  indem  er 
letzterer  verkehrt  proportional  ist.  Nennt  man  die  Dichtigkeit  des 
sich  Bewegenden  z/,  so  ist  anstatt  F  in  den  Werth  von  -^Bit 

r 

die  GrOsse   -r    einzuführen* 

Die  Werthe  ßlr  da;,  dy,  dz  sind: 

ix-aiX  +/JdF  -{- X9a  +  Fd/J, 
iy  =aidZ  +  ßi^T-i^  Xdai  +  Fdft , 

dz  =a^dX+hdr+Xda^+  Tdß^; 
und  daher: 

dx8x + Byiy + dzdz  =  dX8X  +  d  Fd  F+  (Xd  F—  TdX)  8%, 

wie  bei  Lag  ränge,   obgleich  dessen  Werthe   f&r  8a,dai,{op 
^ßf  ^ßi»  ^ß%  (9''^1')  zu  verwerfen  sind. 

§.  80.  Es  wird  hier  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  hXa» 
tionscentra  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Coordinaten  a;,y»' 
in  Bezug  auf  beide  zugleich  positiv  sind ;  es  konnte  das  zweite 
Centrum  aber  auch  eine  solche  Lage  haben,  dass  eine  oder  iwei 
oder  alle  drei  Coordinaten  in  Bezug  auf  dasselbe  negativ  wfireo. 
Wäre  z.  B.  in  Bezug  auf  dasselbe  x  negativ ,  y  und  t  aber  pbei- 
tiv,  so  würde  man  die  drei  Differentialgleichungen  haben: 

-    ST     STiJF     Qdq_^     ^  8T      8T     dF  ,^_^ 
^•^~  ix*  9x~'^~^'      idy~  Sy'^  Sy*  Sy  ~  ' 

"•aar    dz  +  & +'sr"-''- 
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Die  drei  mit  (1) ,  (2) ,  (3)  bezeichneten  GleichuDgen  sind  respec- 
re  mit  dr,  dt);,  dfp  zu  multipliciren ,  und  oicht«  wie  im  Texte 
eht,  mit  d^,  dq>3  dr. 

Die  vierte  Gleicbang  enthält  aof  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
Bitszeichens  H,  und  nicht,  wie  im  Texte  steht»  2H;  eine  Ver- 
ssserung»  die  auf  alle  abgeleiteten  Gleichungen  in  diesem  und 
ein  folgenden  Paragraphen  zu  übertragen  ist. 

Ferner  ist  auf  S.  96.  zu  lesen: 

r«cos«t>;8y» 4g«A« 

dfi        ""  4A«r*— (r*+A*-^«)*' 

od  ebenso  ist  auch  in  der  Gleichung  (a)  und  in  den  Gleichun- 
en  des  folgenden  Paragraphen  B*  mit  A*  zu  mdtipliciren. 

§.  81.  Die  Gleichung  (b)  nimmt  nach  meiner  Rechnung  fol- 
5ode  Form  an : 

a.r^.y«     «(3r»  +  y>-A«)     PC3y*-fr*— A«) 
28(»  r  q 

=  2jy(r«  +  y«)+ C+Üfr  V+ ^  • 

^  M  und  N  wilikührlicbe  Constanten  sind,   welche  Lagrange 

0  setzt,  um  die  Gleichungen  (f),  (g)  und  (b)  integriren  zu  kOnnen. 

Nimmt  man  also  den  Lagrange'schen  Ausdruck  fSr  (b)  an, 
iem  man  jedoch  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
7(r*-f  9*)-|-C  setzt,   so  erhält  man   doch  andere  Gleichungen, 

1  Lagrange,   welcher  verschiedene  Rechnungsfehler  macht 
>ii  diesen  Gleichungen  fiihre  ich  der  Kfirze  halber  nur  folgende  an : 

(e) 

'^^^^^^-i(a-ß)u*-^2h\a-ß)u=B(i^-h*)  +  C(a«-*«)-2i?«A« 

(g)  9t  = 

«*8fV2 

4  Viäi«  +  2(«  +  jS),»  +  Ci«  -  UHa  +ß)s  —  Hk^-  (^6*  +  OA« 

u*BuV2 

4V"Äl*+2(«-/J)i«»+ai*-2A«(a— /»)«— ÄA«— (2fi«+C)Ä«* 
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BMonders  MM«rhftft  aber  Ist  (h),  deren  riebüfier  Werth  liil- 
^nder  ist: 

<**>  ^^  =  (*«-A*)(Ä*-ti») 

t«*ativ'2 


I- 


V  £r«<+2(a-|J)«»+C«"-2AV-|?)«-*A*-(2B*+C)*» 

80  dass  die  Variablen  nicbt  gesondert  sind. 

Der  richtige  Wertb  von  (b)  eignet  sich  nicht  für  die  Integra- 
tion. Die  Lösung  der  Aufgabe,  alle  Variablen  als  Fanctionen  ▼« 
r  darzQsteflen  9  ist  also  zunächst  auf  q,  ^  und  t  zu  beschrioken. 
Da  man  aber  g  und  t  als  Functionen  von  r  kennt,  bo  kaan  nan 
auch  r  und  ^  in  t  bestimmen  und  also  nach  §.  8(X  9  als  FoBctioB 
von  t  finden,  mithin  auch  als  Function  von  r. 

§.  82.  Auch  hier  findet  sich  wieder  em  Bechnungsfehler, 
welcher  von  dem  grössten  Einflüsse  auf  das  Resultat  Ist  Biai 
muss  nämlich  zum  ersten  Gliede  des  Integrals  (b)  folgende  GroiM 
addiren : 

y[5r«^«/.r«9«  +  {(r*  +  ^)-A«(r«+^)]; 
ferner  zum  ersten  Ollede  der  Gleichung  (e): 

|[l()r»9*(rH9'-A«)'.rV+rH9H5r«gVH»«)-A«(r*+^*-4rV)]i 
mithin  zum  ersten  Gliede  der  Gleichung  (d): 

Man  mOsste  also  zu  den  Potynomen  mit  s  und  u  unter  demWa^ 
zelzeichen  in  den  Gleichungen  (f),  (g),  (h)  beziehungsweise  fol- 
gende beide  Ausdrücke  addiren: 

—  ^[5(j*-A«)(j*-tt*)vY?^=^'  +  3i«  +  I0i*ii«--55V 

-A*(3i*  +  10iV-6s«)) 
und 

-^[6(i««-A«)(j*--tt*)*/Y^^y^T  +  3i«H10tt*f«-6«V 
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welehea  dw  VariaUeD  nicht  gesondert  eind,  so  dasa  die  Glei- 
iigstt  nicht  mehr  integrirt  werden  können.  Die  Erweiterung 
ir  Aufgabe  anf  eine  dritte,  der  Entfernung  dire<*t  proportionale 
raft,  welche  den  Körper  nach  dem  Centrum  des  Kegelschnitts 
•ht,  Ist  also  unstatthaft. 


Note  IV.  des  zweiten  Bandes,  von  Ossian  Bonnet. 

Man  sieht  nicht  ein,  weshalb 

2Z\r(avcosa  -f  S^cos/?  +  8z cos y)  =  0 


{.  84.    Wenn  das  nichtige  Attraetionsoentrum  auf  dem  Pari- 
■eler  der  Ellipse  liegt,  so  wird  nach  meiner  Berechnung: 

^=0  (each  (e)), 

C=:  — SACa-f /P%)  (bach  (b)). 

ebstitnirt  iMa  diese  Werthe,  so  gebt  das  Polynom 

ler  in 

£r(f+A)«(f-A)*  +  2«(*+A)(i--A)*; 

•selbe  Veränderung  erleidet  das  Polynom  mit  tc. 
Setzt  man  nun  nach  Q.  15.: 

a=^  und  i5f=s^^, 
%  erhalt  man  für  (f)  und  (g)  die  Weithe: 

(0 


(8) 
•  w«leh«i  nMui  abMttft: 
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(t  -f  A)  d«  V2  (u  +  A)  d«  V2 


8t= 


(I^^A)8I (u+h)du    

Man  hat  ferner  nach  meiner  Berechnung  für  (h)  den  Wertb: 

dg)  =:  0 ,   also   q>  =  conat. , 

vrie  es  sein  mnss,  da  A»  die  Verbindnn^linie  der  beideo  AttrK- 
tionscentren,  anf  der  Ebene  der  x,  y  senkrecht  steht,  was  alfo 
gleichfalls  von  der  Ebene  der  Bahn  des  beweglichen  K6rpcn 
gelten  muss. 

§.  86.    Nach  meiner  Berechnung  ist: 

z8z 


»1 


=m 


'-45 


zu  setzen.    f{z)  in  eine  Reihe  entwickelt,  liefert  dann: 

^*>  =  *'*  +  6:4i  +  4.4.7.4««  +  -- 


Note  V.  des  zweiten  Bandes,  von  Lagrange. 

§.  l.    Nach  §.  84.  ist  die  Formel  f&r  die  Zeit,  in  welcher  der 
KOrper  einen  Bogen  der  Ellipse  durchläuft: 


"'Vv^r 


wo  a  =  der  grossen  Aze  oder,  nach  meiner  Berechnung,  sdcr 

doppelten  grossen  Axe,  i  respective  zsib-^c  und  b—c  ist.    IBff 

b-^-c  b^t 

aber  setzt  Lagrange  nach  Lambert  i=     ^     oder  p  und  -^ 

oder  q,   und  findet  fiir  ii 


'  ^''Z/-? 
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Fdbrt  man  ddd  in  diese  Formel  ßr  z  den  Werth  a  si»»  «er 
fenbar  an  die  Stelle  des  früheren  z  getreten  Ist,  so  wird: 

1_    f      4^  1       p      iBx 

0  Werth,  der  von  Lagraoge's  Formel  io  §.84.  abweicht,  meine 
erechnang  dagegen  bestätigt 

§.  2.    Die  Formeln 

e  (sin  (p — sin  a)  =  sin  j;  —  sin^ 

nd  nicht  noth wendig,  aber  möglich,  nnd  zugleich  die  ein&ch- 
;en,  nnd  ffihreo  za  wichtigen  Conseqnensen. 

Alle  anderen  Formeln,  die  man  ans  der  Grondgleichnng : 

al[g) — o-f6(sln9>— sina)]  =  al(j;-|-8ina:)  — al(y-l-sin^) 

ileiten  konnte,  fahren  nicht  zur  analytischen  Bestimmung  yon  q 
ad  p;  deshalb  sind  diese  Formeln  die  einzig  zulässigen. 

§.  3.    Die  Zeit,  welche  nöthig  ist,  um  den  Bogen,  zu  wei- 
tem die  Sehne  d  gehört,    in  der  Ellipse  mit  der  Ezcentricität  e 

1  durchlaufen,  ist  gleich  der  Zeit,  welche  nöthig  ist,  um  den 
heil  q  —  p  =  d  der  grossen  Aze  zu  durchlaufen;  q  ist  der  lau- 
ere Radius  rector  der  Ellipse  mit  der  Excentricität  1  und  ent- 
iricbt  dem  Anfange  der  Zeit,  p  dem  Ende,  q  ist  daher  Minnen- 
IS,  p  Subtrahendus ;  nicht  umgekehrt,  wie  man  aus  der  Wahl 
id  Stellung  der  Buchstaben  im  Texte  zu  scbliessen  rersucht  wird. 

$.  5.    Das  Integral  von 

ai(ti8tt  —  8k) 

t: 

.  al(ATctang77=^==  +  Ve«— 1««)=— al(Arcsin^+  V?^^, 

o  Va'  negativ  genommen  werden  muss,  um  flir  die  Zeit,  In 
elcher  der  Bogen  der  Ellipse  durchlaufen  wird,  einen  positiven 
^ertb  zu  erhalten. 
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Es  ist  mithiD: 

Are  sin  -  +  V"^*^^=^-  Arcsili*  —  Vij»  — i* 
e  e 

=  Arcsin^  +  V^l — a:*  —  Aresin  ^ — V  1— y*, 
woraus  sich  die  beid^  CHeichangeH  ftbleiterr  lassen: 

und 

Aresin Are  sin-  =  Are  sin  o;  —  Are  sin  v- 

Aus  letzterer  erliSft  man  nun  wieder  die  Lagrange 'sehe  GleicboDg: 

§.  6.    Der  Lagrange^schen  Gleiebung 

a:-y  =  V2-.2«— m*, 

welehe  aus  der  Gleiebung  zwisehen  den  Quadraten  beider  Ans- 
drOeke  Abgeleitet  wfrd^  muss  vtelmebt  Mgende  F^rm  gsg^ 
werden  s 

^^a;teV2^2if--m*, 


um  Radius  veetor  a(l^^jr)>  Radius  vector  a(l— ^)  zu  erbaltep* 
9.  7.    Mau  erfaSH  aof  diese  Welse : 


wie  es  sein  muss,    da  a(l — ^)  dem  grosseren   Radius  vector 
a(l — u)  der  Ellipse  mit  der  Exeentrieität  e  entsprieht. 

$.  8.  Der  hier  ausgespHidiene  LebrsatB  Ist  rlcbtlg  tttfer  i0t 
Voraussetzung,  dass  die  willkfibrliehen  Constanten,  welehe  dio 
Differential«  belii  lotegriren  liefern^  sieh  unter  einisdUr  altffaebt» 
oder  s&mmtlioh  FMl  seien«  Strenger  wirde  fo^ieiider  Ausdhick 
des  Theorems  sein: 
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/r  rdr  _  r*        xdt    ' 

10.     Die  richtigen  W«rtbe  von  a,  6,  e  sind: 
(*y  —  BN—  ABU  +  A*N  +  HB» , 


MA—IHB 
b^ j«— —  , 

lHB-*iNA  ,  „ 


II.    Folglich  ist: 

A      Mb  +  W(H—e) 
C~      AHN—M* 

B     M(H-e)  +  2Nb 
C^     AHN-M*     ' 


HN 
C= 


V-  +  *^ 


12.    Der  Lehrsatz  diese*  Paragnphen: 

ocb  insorern  nicht  eine  bfosse  VerallgemeiDerofig  deft  Lam- 
schen  Lehrsatzes  in  der  Form,  In  welcher  Ihn  Lagrange 
.  darstellt,  als  hier  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheits- 
08  nor  ein  Differential  vorkommt,  wShrend  dort  eine  Diff»- 
weier  analogen  Differentiale  sich  Vorfindet  Soll  beim  Inte- 
der  Ausdruck  fQr  die  Zeit,  in  welcher  ein  Bogen  der  Ellipse 
infen  wird,  erhalten  werden,  so  wmm  astn  «etven? 


=±=-Const  =  r.f"     —f  .     "^  „ 

e  willkffhrllcbeiF  Centtenten  der  lotegraHoD  aof  dei  fechim 
fle»  OMcbheitimKtbei»  sieh  ttfltvr  eioandet  MÜMbeii  la»» 
ler  gleich  Null  setsen. 
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Setzt  man: 

A  =  — *• 
und 

80  wird: 

a  -f  6a;  -f  ex*=  |(ar— *)«—  Mk{x*  +  ifct— A«)  +  iV(-  2*»««  +  *<), 
mithin : 
o  =  tt«+iltt»+iV**,    6=— 2A/-iir*«,    e^l—Uk—W». 
§.  13.    Bestimmt  man  p,  e,  a,  ß,  y  ans  den  fdof  GleicboogeD: 

2a_4Ä           ?^.JM_M      1^_     Q??      2Ä      /»V» 
e  -"C  •    ~   e   +"  —  C  '     C« p»  '     C»  — ■?' 

4iV_     /?«(1— e«) 
so  erhSIt  man : 

Ihn 


-W^ 


M* 


so  dass  p  und  e  nur  durch  Constaoten,   a,  ß  and  y  aber  aiid> 
durch  willkflhrliche  Constanten  bestimmt  werden. 

Lagrange's  Ausdruck  fSr  die  Zeit,   in  weicher  ein  Bogt* 
der  Ellipse  durchlaufen  wird,  ist  zwar  nach  §.  10.  richtig,  iDSofn* 

r8r 


V 


-P  +  2r-J 


unter  die  allgemeine  Form 

r8r 


fUlt ;  der  hier  gegebene  Beweis  filr  die  Richtigkeit  des  Ansdmcki 
ist  aber  fehlerhaft.  Hier  muss  vielmehr  diese  Zeit  dorch  die  Dtf" 
ferenz  zweier  Integrale  von  der  Form 
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(z«+A)a2 


/ 


Va  +  6z  +  C2*  +  ÄÄi»  +  iVEi* 


gestellt  werden,  wo  a,  b,  c,  h  willkfibrliche  Constanten  sind» 
=  ^^Do    *   also  ebenfalls  eine  willkfihrliche  Constante  ist,  und 

Variable  z  in  dem  einen  der  beiden  Integrale  die  halbe  Summe, 
dem  anderen  die  halbe  Differenz  der  beiden  Vectoren  r  und  u  ist. 

S  ,         i 

§.  14.    Setzt  man  jr=s5-f  fi  und  ^=x-f  v,  so  gebt  die  Glei- 

ing 

2C(ar— y)  (i<  +  iÄ-+  Ol)  =  VF+  V-X 
»r  in 

(iik'-v)  (A  +  Bö  +  Bfi  +  Bv)  =  VjT^  +  VJ"-M> 

;er  VernacblSssigung  der  zweiten  und   höheren  Potenzen  und 
)ducte  von  ot  f^f  ^;   mithin 

(Vii—Vv)  (A  +  B6  +  B11  +  Bv)  =  VA' ; 

9  VA'   unendlich  klein  und  A'  =  0. 

Lagrange  zeigt  in  diesem  Paragraphen,  welcher  den  Fall, 
das  Centrum  des  Vectors  u  in  den  Perimeter  der  Ellipse  ftllt, 
völliger  Allgemeinheit  behandeln  soll,  bloss,  dass  der  Lam- 
rt'sche  Lehrsatz  in  der  Form  des  §.  12.  Rlr  den  Fall  gilt,  wo 
sO,  also  ^  =  ^  ist.  Er  sucht  zwar  den  Schlusssatz  als  allge- 
In  bewiesen  darioistellen;  aber  dieser  Schhiss  ist  nicht  gerecht- 
et. 

{.  92.  Wenn  man  in  die  Function  SV  statt  der  Coordinaent 
V>  V»  i"»  v"»  V*  £^  U.S.W,  ihre  Werthe  in  t  setzt,  so  muss 
Ir  den  Planeten  m'  gleich  m-f»'»  f^r  den  Planeten  m"  gleich 
h  ifi'^  u.  s.  w.  gesetzt  werden ;  die  Formeln  des  §•  74.  folgd. 
srn  die  Variationen  der  sechs  Elemente  der  Bahn  des  Plane- 
rn',  wo  g=zm  +  m'=g'  ist. 

§.  94.    Die  primitiven  Coordinaten  x,  y,  z,  welche  die  Lage 
Sonne  bestimmen,    werden  hier  offenbar  nicht  auf  einen  be- 
igen Punkt  im  Welträume,  sondern  auf  den  Schwerpunkt  des 
iQensysteros  als  Anfangspunkt  bezogen,    da  angenonmien  wird, 
B  die  Ebenen  sftmmtiicher  Planetenbahnen  durch  diesen  Punkt 
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hindurchgehen.  Die  GrSssen  Ay  B^  Ai,  Bi  werden  vermöge  die- 
ser Annahme  ganz  streng  bftftimmt,  während  sie  nach  der  Vor> 
aussetzung  des  vorigen  Paragraphen«  nach  welcher  sämmtlicbe 
Planetenbahnen  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Brennpookt 
bezogen  wurden «  nur  näberungsweise  bestimmt  wurden. 

Pi^  Winkel  <X^'  und  <V  des  vorigen  Paragraphen  werden  aof 
den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Scheitelpunkt  bezogen  und  mod 
daher  nur  näherungsweise  richtig. 

9.  96.  Um  die  Glieder  von  Sl\  welche  mit  m^  multiplicirt 
sind,  zu  erhalten,  müssen  nicht  nur  alle  mit  zwei  Accenten  rer* 
sehenen  Buchstaben  drei  bekommen,  sondern  auch  £,  hier  jj", 
der  Winkel,  welchen  der  nach  dem  Perihei  gebende  Theil  der 
grossen  Axe  der  Bahn  von  m"  mit  der  Knotenlinie  von  m'  und  m' 
macht,  wird  einen  neuen  Werth  erhalten,  den  man,  da  dieser 
Winkel  in  der  Ebene  der  Bahn  des  Planeten  wf"  liegt,  mit  Xj' 
bezeichnen  kann;  ebenso  geht  H,  h\eit  Hi" ,  der  Winkel,  welcfaeo 
die  Knotenlinie  von  m'  und  m"  mit  der  auf  die  Ebene  der  Bib 
von  m!  projicirten  Axe  der  x  macht,  in  Hi'"  über,  welcher  in 
derselben  Ebene  liegt,  aber  bis  zum  Knotenpunkte  von  m'  and 
m^  geht;  u.  s.w. 

Die  Richtigkeit  der  Formel 

J 1 


Ol        Vp'«+ p«»-2^'p''cos(<I>'  ~  <!>♦-.  i/-  k) 
^V[cos(<I>^^-<I>^^^J5r^f  g)^cos«P^-<^^^  J5fw,jg)]  ^  ^ 

auf  welche  sich  die  JBntwickeliing  des  Werthes  von  SV  grtodid 
iSsst  sich  nicht  beweisen. 

§.  96.  Die  Werthe  von  <!>'  und  <b"  stimmen  mit  denen  der 
§§.2J.  und  22.  nicht  gena«  Qberein*  s^st  abgesehen  davon,  daü 
sie  dort  nicht  gepau  berechnet  worden  sind. 

Man  vermlsst  Oberhaupt  in  der  gansen  folgenden  Entwickeisig 
dieses  Paragraphen  die  sonstige  Klarheit  und  Genavigkeit  La* 
grange's. 

Von  den  mit  sin^-^   multiplicirten  Gliedern   bleibt  bei  Eot* 

Wickelung  der  Producte  der  Cosinusse  nur  ein  von  v!  und  u"  flO' 
abhängiges  Glied  zurück,  dessen  Werth  Ist: 


-a'a"la',a'']isio«^' 
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1er: 


--\ß'fif\a\^'%fAxd^ 


Der  Werth  too    -73  ist; 

1'  «'•  «"• 

|;^  [1  —  «'  co»tt' +2e^co8ii''  +  Y  ('  -  cos2tt')  +  -y  (1  +5co«2tt'0 

—  2c'«"  cos  11'  cos  «"] ; 

lithin   ist  ^ — n^  9   Indem  man  alle  periodischen  Glieder  wegiSsst, 

od  keineswegs  =0. 

{.  98.  Auch  die  Rechnungen  dieses  Paragraphen  enthalten 
lele  Fehler.  Vollkommen  richtig  aber  ist  die  Bestimmung  des 
i^erthes  der  Coefficienten  (a',  (/'),  (a\  Oi  u.  s.  w.,  [a',  a''],, 
t',  a^'Ji  u.  s.  w.  als  Functionen  von  a\  a"  durch  Zerlegung  des 
usdrucks  o'*— 2a'a"cosqD-f-a'^*  ^0  seine  beiden  imaginären 
actoren 

nd  Entwickelung  der  •— iten  und  —  «ten  Potenz  eines  jeden  die- 
»T  Factoren  nach  dem  Binomi^ltbeorem.  Auch  die  Prämissen, 
af  welchen  diese  Deduction  ruht,  sind  völlig  richtig. 

9.  99.  Ueber  die  Bestimmung  des  Winkels  L  als  Function 
»n  2^,  ^^  ist  zu  bemerken,  dass  hier  die  unrichtigen  Formeln  des 
71.  fdr  da,  da|,  do%  benutzt  worden  sind.  Aber  selbst  abge- 
dben  Mervoo  würde  der  Werth  von  £,  aus  seinem  Uiisreotiale 
bgeleitet,  unbestimmt  sein;  und  %  wQrde  die  Summe  zweier  in 
iradiiedenen  Ebenen  befindlichen  Wfiakel  vorstellen,  da  hier  die 
ahnen  von  m'  und  m''  zwar  unter  einander,  aber  niebt  mit  der 
bene  4er  or,  y  zusammenfallend  gedacht  werden. 

f  100.  Die  FanctioB  (AOi  enthält  die  Exoentrlcitäten  nqd 
ie  Oerter  der  P^rihelien  der  Planetenbahnen,  nicht  aber,  wie 
Bf  Text  sagt,  die  Oerter  der  Aphelien,  da  x:^h-\-k,  wobei 
efUlph  ohne  Grund  die  Ebene  des  Winkels  k  mit  der  Ebene  des 
Kinkels  h  zusammenfallend  gedacht  wird.  Ebenso  die  Funetion 
^  ip  den  folgenden  Paragraphen. 

$•  103.    Abgesehen  davon,  dass  die  hier  gegebenen Glei^nn* 
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-„     dmf     bn*    dm"  .  la*       «  »    • 

.  gen  für   -xr-»    -^  >  -rrr  u.  s.  w.  wegen  anrichtiger  Prämissen ,  ans 

denen  sie  abgeleitet  sind,  verworfen  werden  mfissen»  wfire  aoeb 
die  verschiedene  Bedeutung  der  Buchstaben  m'  und  m',  m''  nod 
m"  u.  s.  w.  leicht  eine  Quelle  von  Miss  Verständnissen. 

§.  106.    Setst  man 

so  wird: 

£=2(4J/0«=JJ/'«,    i?=2(4J,'^)«=i,,r>,    £=2(iJ,,-)«=iJ,-^, 

unter  VernacblSssigung  der  Grossen  dritter  Dimension.    Endlich  »t 

dl=Cudt,    dfi^Budt,    dt— Audi. 
Wie  bei  Lagrange,  wird 

8*u 


dl* 


=  -.(iJ  +  i?+0«U 


£,  1},  (  enthalten  t  nur  io  cos(fA<-f  £),  wie  man  durch  hte- 
gration  findet;  z.  B.  für  f: 

e=  Cfudt  +  const.  =  CAT/sin  (fi^-f  i6;)d^-f  const 

=  CKcoBkf  6in  lädt  +  CK  Bin  kfcos  fi1dt+  const 

=  —  cos£/sinfitö.fi<-f  —  sin  iS:/cosfi<8.fi<-f  const. 

= cos  (fit  +  A:)  +  const. 

Wegen  der  willkfihrlichen  Constanten  der  Integration  wird  SM 
f ,  1},  (  und  folglich  //%  J,*^,  J,/"  nicht  völlig  genau  aus  dieaeB 
Formeln  finden  können ,  wohl  aber  z.  B.  die  jährliche  Tariati«* 
der  Neigungswinkel. 

Uebrigens  ist  die  Annahme,  dass  f ,  17,  (  sämmtlich  sehr  klei* 

seien,  auf  welche  sich  die  ganze  Beweisführung  gründet,  falsch: 

i 
denn  17  =  1 — cos^  ist,   da  ß  ein  stumpfer  Winkel  ist,  =:!•!'/' 

e  J  J* 

wo   >   ein   ächter  Bruch  ist.     Ferner  ist  i;  =  2sin*&=2cos*-j-» 

J  *" 
wofar  man  nicht  2(1  J,'")*  setzen  darf,  da   -^    ein    sehr   kleioc' 

Winkel  ist. 
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Es  bleibt  aJso  nichts  übrige  aU  die  Gleichung  d<=  —  jy-  zu 
teiprfareD. 

$.  108.  Die  Zahl  der  willkahrlicben  Constanten  in  den  Aui$- 
'llcken  von  p' ,  q*  und  x  In  t  ist  ß,  die  sieh  durch  die  Gleichung 
' -f- ^'^ -|- o:^  =  l  auf  5  reduciren..  Bei  der  Integration  der  ent- 
»rechenden  drei  Gleichungen  für  hp*\  dg'\  dif  ergeben  sich  drei 
^ae  Constanten,  so  dass  die  Zahl  sanimtlicher  willkührlicher 
)nstanten  durch  die  Gleichung  p"^-\^  q"^-\-y^^\  auf  sieben  re- 
icirt  u-ird. 

Die  Werthe  von  p* ,  q' ,  p",  q"  können  sich  nicht  zur  genauen 
estimmung  von  t'  und  i*'  eignen,  da  diese  Winkrl  aus  dem 
imis  abgeleitet  werden,  der  fiir  Winkel  bis  180^  je  zwei  Werthe 
efert 

§.  110.  Der  Werth  von  8A'  wird  nach  dem  völlig  richtigen 
Berthe  von  SA  in  §.  77.: 

Wenn  die  von  Lagrange  berechneten  Werthe  von  <t>  und 
^  in  $.  101.  und  §.  104.  richtig  uiiren,  so  würden  die  Differen- 
tlquotienten  nach  «z' aus  den  Coefticienten  (a\  a")»  ri'/i"|rx',  ii"J|, 
»^[a',  a"]2,  (a',0  u.  s.  w.  der  Functionen  <I>  und  ^  zu  bilden 
in,  und  die  Werthe 

U     8.    W. 

iben. 

{.  111.     Addirt  man  zu  hSt  den  Ausdruck 

•  ^  die  Dichtigkeit  des  sich  Bewegenden  ist,  T  die  Dichtigkeit 
!•  Weltäthers,  nicht  des  Lichtäthers  (vergl.  A.  v.  Humboldt's 
!o«mo9,  Bd.  3.,  8.50.),  so  ist  tiir  die  Planeten  ^  gegen  T  un- 

r 

idiich  gross  und  deshalb     -  =  0. 
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{.  112.  <I>— tt  liefert  selbst  nach  Lagrange's  Werth  b 
$.22.  nicht  eine  Reihe,  welche  norSlnuase  von  u,  2«,  Sic  n.8.ir. 
enthält,  sondern  es  finden  sich  auch  Cosinusse  dieser  Wfaibl 
vor;  noch  weniger  aber  nach  dem  von  mir  berechneten  Werthe 
dO  wird  also  «sowohl  Sinusse  als  Cosinusse  in  sich  enthaltea; 
auch  dr*  -f  r%<X>*  wird  sowohl  nach  meinem  Werthe  .von  d>,  tb 
nach  dem  von  Lagrange  in  {.22.  angeführten  aqsser  den  vor- 
herrschenden   Cosinussen    auch    Sinusse    enthalten.      UebrigeM 

enthält  sowohl  Sr*  +  r'^B^,  als  Var«  +  r*a<P*  coustante  Gfiedw 
in  sich. 

d(0)  enthält  kein  constantes  Glied  in  sich;  also  wird  aoch 
r^d06(0)  kein  constantes  Glied  in  sich  enthalten.  Da  auch  8rJtr) 
kein  constantes  Glied  enthält«  so  wird  die  Grösse  %*J(r)-f  r^9#^^) 
für  die  säcularen  Variationen  vernachlässigt  werden  können. 

§.  113.    Der  Werth  von  dr^f  r^84^*  ist: 

also  sind  die  wegen   des  Widerstand  leistenden  Mittels  su  iSl 
zu  addirenden  Glieder: 

§.  114.    In  die  Werthe  von  9a,  9c  und   de   moss  ebenfalb 

^nx  rund  (*!(l=f!>  +  ?_l)  für  (?-l)    »ubstitnirt  w» 

den;  dht  9t  und  Bk  werden  nach  meinen  Formeln  =0,  wem 
man  in  die  Formel  des  vorigen  Paragraphen  fiir  d%  seinen  Werlli 
8k+cosidh  einführt.  Nach  Lagrange's  Formeln  in  §.  74.  wird 
dagegen  9t  nicht  =0;  wenn  man  für  9%  seinen  Werth  einflibit, 
woran  die  fehlerhafte  Formel  liir  9£  Schuld  ist. 

Lagrange  sagt  hier,  die  grosse  Axe  sei  keiner  säcoiarei 
Variation  unterworfen.  Indem  er  darunter  die  Lage  der  groüai 
Axe  versteht. 

Wenn  man  die  Excentricität  e  vernachlässigt,  so  wird  nack 
Lagrange's   Gleichungen: 

r  =  a, 
mithin : 
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ist  nicht  schwer ,  anfzufioden,  das«  die  Gleichnng: 


=  "(f-0*  =  VT» 


m  Unprong  BeriraBd  nicht  begreifen  kamB»  ao»  etne» Schreib- 
er des  Manascriptee  oder  einem  Urackfehler  der  zweiten  Aoe- 
e  herrflhrt,  indem  hinter  a  ein  Semikolon  oder  et  fehlt. 

Ffir  tf  ist  nach  Lagrange*s  Werthen  richtig 


/dt 
(vA^trvg)^ 


ndea  worden;  es  ist  aber  das  Integral  »o  so  nehmen,  dass 
bei  demPeakte  aafkngt,  wo  ai=sO,  also  <=c  bt  Lagra^g« 
it  es  fUachlich  bei  ^  ss  0  beginnen. 

Nach  den  von  mir  gefundenen  Werthen  wird  bei  Vemach- 
ilgnng  der  Excentricität  e: 

/e«(l-a)      2       I\» 1^ 

t 

/•»  8f 

u=Vgl    p 

^ä  r         1    i_ >. 

\WA -  i  ~Vg)*      (VA-C2  Vg1^J 

Diese  Formeln  können  dbrigens  wegen  des  Verhältnisses  von 
ta  z/  bei  den  Planeten  keine  Anwendbarkeit  besitzen ,  und  bei 
I  Kometen  darf  man  e  nicht  vernachlässigen,   selbst   nicht  in 

ersten  Approximation. 

(.  119.  Im  Anfange  dieses  Paragraphen  fndet  sieh  ein  sH^ 
der  Drackfehler.  Es  heisst  daselbst :  Supposons  que  la  force  d*at- 
etton  K  soit  comme  la  puissance  p'A«  de  la  distance  ^* ,  on  anra 

25* 
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et  la  fonction  Fq'  sera  uiie  fonction  homogene  de  x\  y\  :!  du 
dcgr^  fi  + 1 ;  etc.  statt :  Supposoos  que  la  force  d'attraction  R 
soit  comme  la  puissance  p'^  de  la  distance  p',  on  aura 

et  la  fonction  Fr'  sera  une  fonction  homogene  de  j:',  y.  t'  At 
degr^  f(  + 1 ;  etc. 

§.  120.     Da  der  Werth  von 

r"cos<p        a"  ,,      e*«    .   e"^^         , 

— J72 —  =  i;^  (*  +  "2  +  "2"^  ^®®  ^ 

und  nicht  =0  ist,  so  werden  auch  die  Werthe  von  {Sl*)  nicht 
dieselben  sein,  je  nachdem  man  die  Bahn  des  Planeten  m'  auf  * 
oder  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  bezieht. 

Uebrigens  ist  wohl  zu  bemerken ,  dass  sich  in  die  PormelB 
der  Bewegung  des  Planeten  m*  um  den  gemeinsamen  Schwerpaokt 
des  Systems  alle  Coordinaten  und  Elemente  auf  den  Schwerpunkt 
als  Anfangspunkt  und  Brennpunkt  beziehen,  in  den  Formeln  der 
Bewegung  um  die  Sonne  dagegen  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne, 
und  dass  daher  die  correspondirenden  Werthe  beider  nicht  sani 
dieselben  sind. 

Lässt  man  in  dem  Werthe  von  SV  des  §.  110.  die  Glieder 

2r''  2r'* 

weg  und  vereinigt  sie  mit  dem  ersten  Gliede r—     \on   P, 

so  geht  dies  Ober  in : 

2  (m  — ^0--m" — m'^ — .... 

-  1^ ; 

so  dass  der  Korper  m!  um  den  Schwerpunkt  eine  Bahn  beschrei- 
ben wOrde,   hervorgerufen  durch  die  anziehende  Masse 


m"      m"' 


m  —  2m'  —  -q ^ .... 


im  Schwerpunkte. 
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Achter    A  b  jt  c  h  n  i  1 1. 

Bortrand  sagt  in  einer  Note  zur  Vorrede  der  zweiten  Aus- 
3e  des  zweiten  Kandes^  die  Rechnungsfehler  dieses  Abschnittes 
^  so  bedeutend,  dass  es  unmöglich  sei,  sie  zu  corrigircn, 
ne  den  Text  zu  ändern.  Mir  scheint  dieser  Vorwurf  höchst 
gerecht,  und  bloss  in  Beziehung  auf  die  Formel 


a«  +  j3« 

21.)  und  auf  den  Endwerth  von  E  in  §.  23.  gerechtfertigt. 
{.  1.     Die  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte: 

I  T+y=H 

|K  jedoch  nur,  wenn  die  Verbindung  der  Korper  unter  einander 
^  der  Zeit  unabhängig,  d.  h.  constant  ist. 

I  (.  2.  Der  Werth .  von  R  ist  auch  hier .  wie  in  §.  79.  des  Rie- 
ben Abschnitts, 

_  r  8i* 

•etzen.  Bewegt  sich  ein  System  von  Köpern  in  demselben 
dium,  und  die  verschiedenen  Körper  mit  verschiedener  Ge- 
«rindigkeit,  so  hat  man: 

Endlich  ist  auch'  die  Grosse  der  Widerstand  leistenden  Ober- 
r|ie  zu  berücksichtigen,  wenn  der  sich  bewegende  Körper  nicht 
•8  als  Punkt  betrachtet  wird.     Die  Grösse  des  Widerstandes 

der  Grösse  dieser  Fläche  direct  proportional;  bezeichnet  man 
m  die  Widerstand  leistende  Fläche  mit  F,  so  erhält  man  die 
«drficke : 

*=z/'8fi'      '^=^'^ä<*'     i2"=^T.F"^.u.s.  w. 

«se  Formel  gilt  Qbrigens  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
p  Widerstand  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  des  sich  bewe- 
gen Körpers  wirke;  ist  dies  nicht  oder  nur  zum  Tbeil  der 
|ll,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen  die  Wirkung  geringer. 

Lagrange 's  Weise,  die  Wirkung  der  Oberfläche  durch  ver- 
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schiedene   Werthe  von   F  aaszudrilcken,   fst   offenbar    onlogMck 
Statt  m,  mf,  m'^  u.  s.  w.  wäre  in  T  zu  setzen: 

r         r  r 

Indem  so  der  Werth  von  T  sich  Sndert,  kann  man  ihn  dwch 
T9  bezeichnen;  dann  wird  die  Formel  der  Bewegang,  rficksicM' 
lieh  |: 

§.  7.    Da  nach  $.7.  des  fOnften  Abschnitts 

[a,  b]Bb'Hm,  c}d€  +  [a,  k]ak+..., 

nothwendig  constant  ist,  so  ist  es  auch  -g-  dt  und  alle  entspfedMr 

den  Ausdrücke;  mithin  nach  §.63.  des  siebenten  Abschnitts  isck 
doy  db  U.S.  VI'.;  also  auch  die  CofifBclenten  [o,  6],  [a,  e]iLi.w. 
Wohl  zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  Sl  nur  eine  Funotfoo  voii 
tf; ,  g>  u.  s.  w.  seiD  darf  (Abschnitt  V.,  §.  8.). 

9.  13.    XöL  kann  das  Moment  einer  Kraft 


='V(g)vC|)V(g)* 

« 

und  senkrecht  gegen  die  Fläche,  deren  Crleichung  öLsslO,  MH 
aber  9X>=0  ist,  wirkend  vorstellen. 

§.  14.  Die  Anmerkungen  Bertrand's  zu  §.  9.  und  §.  15.  im 
zweiten  Abschnitts  des  ersten  Theils  finden  hier  keine  Anwct 
düng;  was  Lagrange  sagt«  ist  in  voller  Ausdehnung  wahr. 


Note  X.  des  zweiten  Bandes,  von  Lagrange. 

§.  4.    Es  ist  In  der  That  auffallend,    dass  Lag  ränge  voo 
der  Bedinguogsgleichung  • 

F(x,  yy  z,  I,  iy,  £)=0, 

mit  weicher  die  Gleichung  f{x,  ^f,  t,  |,  ^,  {)=:0  einen  Contad 
der  ersten  Ordnung  hat,  behauptet,  dass  sie  der  eines  Fadea^ 
welcher  dber  zwei  Rollen  geht,  äquivalent  werde,  da  sie  vielmelr 
die  Bewegung  auf  zwei  Curven  darstellt,  welche  die  durd  dk 
letitere  Gleichung  gegebenen  Bahnen  tangiren,  weshalb  aoeh  der 
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Qsdruck  für  die  dadurch  berTorgerufeneD  Kräfte  derselbe  ist> 
ie  in  §.  2 : 

nrix).  nPiy),   nP{zh  nP(Q,  üF'Ci?),   ünO- 

Es  scheint  fast,  als  sei  Lagrange  zu  der  In  Rede  stehen- 
eo  Behauptung  durch  die  Betrachtung  der  Formeln 

Aö=m),  nv)=nfi)*  aö=^(J) 

erfuhrt  worden;  aber  diese  gelten  ja  nur  für  einen  gegebenen 
^ertb  der  Variablen  x,  y,  2,  i,  ri,  i. 

UF'Cj:),     JLP(y),     JIP(z),     nP{Q,     ilP(iy),     nP(0 

md  vielmehr  der  Richtung  nach  den  Kräften  Tf*(x),  Tf(y), 
!f(z),  TAD»  T^(V)>  ^AO  gerade  entgegengesetzt  Was  Ihre 
vrosse  betrifft,  so  können  sie  denselben  «gleich  gedacht  werden, 
ber  sie  sind  ihnen  nicht  notbwendig  gleich.  Erstere  Kräfte  sind 
^egen  des  Coöfficienten  J7  unbestimmt,  letalere  dagegen  bestimmt. 


§.16.  Lagrange  behauptet,  dass  von  den  drei  reellen  Wer- 
ken von  cos^  zwei  ein  Maximum  und  einer  ein  Minimum  von  tf;  ge^ 
en,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  beide  Maxima  gleich  sind.  Ber- 
rtnd  bshauptet,  der  dritten  Wurzel  k9nne  weder  ein  Maximusi, 
oeh  ein  Minimum  von  '^  entsprechen:  denn  weil  alle  Werthe 
t9  Polynoms  mit  cosif;  posHIv  öder  Nnll  seien,  so  mflsse  cosif; 
tets  zwischen  den  beiden  Endwerthen  liegen.  Stellt  man  aber 
IS  Polynom  mit  cos^  durch  eine  Curve  dar,  die  von  der  Ah- 
sissenaze  ausgehend  sich  fiber  dieselbe  erhebt  und  dann  wieder 
1  derselben  zurflcksinkt,  so  giebt  sie  offenbar  keinen  dritten 
^erth  des  Polynoms  =0,  ausser  den  beiden  Endwerthen,  und 
an  kann  also  nur  die  Curve  rückwärts  durchlaufen,  um  den  drit. 
D  Nollwerth  zu  erreichen.  Man  wlisste  in  der  That  auch  nicht, 
r  weichen  Werth  von  ^  ausser  dem  Maidmum  und  Minimum 

n^-Kj^O  werden  konnte. 

§,  17.    Setzt  man  co8tt;=co8asin*a-|-cosj3cos*a,  so  werden 

Hli  kleinsten  Werthe  ß  von  ^  die  Werthe  0,  iv,  2»,  Zn  u.  s.  w. 

m  tf  entsprechen,  und  dem  gr5ssten  Werthe  a  von  ^  die  Werthe 

Zn      5» 
»     •*-  •     -s"  tt.  s.  w.  von  0. 


1 
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1 

Der  VVertb  von  9go  ist 


Sa öö -1 

(l  +  cosif;)!?"*"  (l  — co«T/;)2;.J 


V  cos«  -|-cosj3 

wo  cost^=:  i(ro8a  +  co8/S)+  J(co8/3 — coea)co82o. 

Denselben  Werth  behält  der  constante  Co^fficient  von  9q) 
auch  in  §.  19.  in  <p  und  (P. 

§.  18.  Auch  wenn  das  Pendel  riicksichtlich  der  Hohe  {^«"issere 
Excursionen  macht,  so  dass  cos/S — cosa  nicht  sehr  klein  ist, 
wird  tangy  klein  genug  sein,  um  2  in  eine  Reihe  umwandeln  zu 
können,  deren  constante  Co^fYicienten  conv^rgirende  Reihen  bilden. 

§.  19.     Wenn  man  die  Reihe 

TZZi *~  (1—2  tang  fi  cos  2a  +  2  tang  V  co«  ^^  —  2tang  Vc*>»ötf  + ....) 

* 
mit  der  Reibe 

A  •f-£cos2<i^  Ccos4a-|-.... 

multiplicirt,  so  ist  das  Product  von  der  Form: 

i^'  +  ß'cos2(y+C'cos4(y  +  //cos2ffcos4ö+Z)'cos6tf+c'cos2(fcos6ö 

-f '/' cos  4a  cos  6a -f- •  •  •  •  9 

aber  die  Glieder  6'cos2acos4a,  c' cos 2a cos 6a,  iif'Gos4aco86tf 
u.  s.  w.  lassen  sich  so  umformen^  dass  die  resultirenden  Aus- 
drucke zum  Theil  unter  die  Glieder  B'co8'2a,  OcoiiAö,  D^cos^ 
U.S.  w.   fallen,  anderentheils  mit  de  multiplicirt  leicht  integrabel 

/ind  und  Integrale  liefern,  welche  för  a=0  und  (S^ij  Null  werden 

Dasselbe  gilt  für  die  Reihe: 

J"  +  ^'cos-iö  +  C"coi>4a  +  ft"co8  2acos4a  +  . ... 

Man  erhält,  wenn  man  einerseits  zwischen  0  und  q>,  anderer- 
seits zwischen  0  und  a  inlegrirt,  für  g)  den  Werth: 

/fi/2sinasin/3 
V  coso  +  cosß 

/2A'a+B' surla+'^C sin  ig  {-..     2A''a+B'*s\u2a+iO's\n4H..\ 
\ ( 2  -f  cos  a  ^-  cos  ß)  cos  V  cos  y       (2 — cos  a  —  cos  ß)  cos  *v  cos y  / 


§.  21.     Nimmt   man    an,  dass  die  Winkel  a  und  ß  sehr  kiel 


in 
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»eien,  und  vernachlässigt    in   einer    ersten   Annäherungsrechnung 
die  sehr  kleinen  Grossen  ziveiter  Ordnung,  so  erhält  man: 

>t  =  J,  y=0,   ^=1,  /^=0,  C  =  0,...fi=0,  »in2v  =  ^iqp^, 

1  cos«v_a»  +  <3^       ^     , 

"*  ""^'      '    "-l-tang«v~  cos2r~     iaß    "^^^^^ 


mithin 


Behält  man  dagegen  die  sehr  kleinen  Grössen  zi^eiter  Ord- 
nung bei,  vernachlässigt  aber  die  von  der  vierten  Ordnung  an, 
so   erhält  man: 


=  ;V'h-^ 


-g — ,  siny  =  y  =  — jg— ,  cosy  =  l. 

.4  =  1,  Ä  =  ^^-j^,   C=0 sin2fi=g— äZ^'  8"n2i/  =  ^^, 

-,       1+tangytanL'fi  «  ,i  ,    *         x  •  /i  ,      (a*--^)*    .    . 

_  l  —  tangytangv  _  r,  _  /«  —  /3 y^  cos^v 
^   "^      1  — tang^v      "■»^'      V     4    /Jcos-iv 

-•Vp  +  a+  8  16/? W""®  ''' 

also 

Die  Näherungsrechnungen  geben  also  ein  rationales  Verbält- 
niss  von  20  zu  n,  welches  jedoch  liber  den  genauen  Werth  von 
2^  nicht  entscheidet.  Dagegen  zeigen  sie.  dass  2^  nothirendig 
grosser  ist  als  n\  wobei  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  die  Win- 
kel a  und  ß  sehr  klein  gedacht  werden. 

Brftvais  sagt  in  seiner  Note  über  Lagrange 's  fehlerhafte 
Formel  für  <P  (Note  VII.  des  zweiten  Bandes) ,  es  handele  sich 
darum,'  den  Werth  von  dtp  so  zu  integ^ireu,  dass  nur  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  von  a  und /3  beibehalten,  diejenigen  vierter  Ord- 
nung dagegen  vernachlässigt  wurden.  Es  handelt  sich  aber  viel- 
mehr darum,   auch   die  Glieder  zweiter  Ordnung  von  er  und  ß  zu 
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vemaGhlässIgen,  tras  er  selbst  sogleich  bei  der  Berechnung  des 
ersten  Gliedes  des  Werthes  von  dtp  that,  wobei  er  Jedoch  das 
Product  aß  ausnimmt^  welches  denn  aueh  in  seinen  Werth  von 
O  abergeht ^  während  es  =0  zu  setzen  wfire.  Bei  der  Berech- 
nung des  zweiten  Gliedes  sind  nur  insofern  die  Glieder  zwdter 
Ordnung  von  a  und  ß  zu  berficksichtigen ,  als  man  für  sin2v  und 

aß 
(iSr   den  Quotienten    -^  nicht  einen  unbestimmten  Werth  erhalten 

darf.  Gleichwohl  berficksichtigt  Bravais  jetzt  auch  in  den  an- 
deren GrOssen  die  Glieder  zweiter  Ordnung  von  a  und  /},  macht 
aber  dabei  noch  verschiedene  Rechnungsfehler.  So  findet  er  für 
den  ersten  Factor  des  Integrals  des  aweiten  Gliedes  den  Werth 

statt 

2a/3 


Für  den  vierten  Factor  desselben  Integrals  findet  er 

2a/J  ^'     24(a«  +  /J«)J 

anstatt 

««  +  /?« 
2a/}    ' 

In  den  Wcrthen  beider  Glieder  Aes  Integrals  von  dtp,  so  wie 
in  dem  Totalwerthe  von  O  behält  Bravais  die  Grossen  zweiter 
Ordnung  von  a  und  ß  bei»  was  gegen  die  ursprifngliche  Aufgabe 
Lagrang e's  und  seine  eigne  Berechnungsweise  des  ersten  Glie- 
des des  Integrals  von  dq>  streitet. 

§.  22.    Man  hat  offenbar: 

^      sm*^       V   rcosa 


^        f  rcosa 

'      9 
a~  V  rc 


rcosa 
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$.  2ä    Auch  hier,  wie  in  {.  2.,  ist  statt  rS»  za  setzen  -^F^t* 

indem  ausser  der  Dichtigkeit  des  Widerstand  leistenden  Medioms 
auch  die  Dichtigtseit  der  Masse  des  Pendels»  so  wie  dessett  Ober- 
fläche von  Einflass  auf  die  GrSsse  des  Widerstands  ist 

Man  hat  also  zu  dem  ersten  Gliede  der  ersten  Differential- 
gieichung  des  $.  15.  das  Glied  '2^~g^»  ""^  ^°  ^^^  ersten  Gliede 

der  zweiten  Differentialgleichung  das  Glied  -^F a^      hinzu- 

zufilgen.  Die  zweite  Gleichung  lässt  sich  auch  in  der  jetzigen 
Form  in  vOlliger  Strenge  Integriren. 

Dnrch  den  Widerstand  eines  Mediums  werden  die  Constan- 
zen C  und  E  veränderlich;  bezeichnet  man  diese  Veränderlichen 
durch  O  und  E',  um  sie  von  den  Constanten  C  und  E  sa  unter« 
scheiden,  so  ist: 


rF       2#F 

=  — 2-^(£;+-^cosiJ;)8i, 


und 


rsin^y  £  +  ^cos* 
V  (£+^cos*)sinS;-C« 

Wenn  das  Pendel  nur  in  der  Verticalebene  schwingt,  so  ist 
C—0,  folglich  o$  =  rd^.  Der  Werth  von  BE'  wird  dadurch  in- 
tegrabel;  unbegreiflich  ist  es  aber,  wie  Lag  ränge  vorher  mit 

multipliciren  und  so  das  Integral 

Ei  ^  =  (E)-:^fi  f^  coBifB^ 

gewinnen  konnte.     Der  letzte  Werth  von  BE'  liefert  ohne  Wei- 
teres beim  Integriren: 


:i80  filcff      Hemer  Innigen  über 

E'  z=zD-  2r(Ertlj  f  ^gsintf;) . 
wo   i)  eine  neue  willkiihrliche  Constante  int,  und  der  Kürze  hal- 

rF 

her  r  (ÜT  -y-  steht.     Man  hat  also  ffir  das  Element  der   Zeit  der 
n 

Pendel8chwingungen   in    der   Luft   oder  in   einem  anderen  Wider* 

stand  leistenden  Mittel: 


a<  = 


ö^ 


y  D—  2r{Er\\f  +  2g'  sin  iff)  +  -^-  cos ^ 


wo  g'  die  in  der  Luft  verminderte  Wirkung  der  ScbwerkraHt  be- 
zeichnet. Um  D  zu  bestimmen,  setzt  man  die  Grosse  unter  dem 
Wurzelzeichen  =0,  nachdem  man  für  ^  dessen  grussten  Werth 
a  eingeführt  hat;  um  E  zu  bestimmen,  setzt  man  in  seinem  (rv- 
heren  Werthe  (§.  16.)  ß —0.    Man  erhält : 

£  =  — -^cosa, 

r 

2& 

/>  =  4157' (sin  a — acosa) ^^cosa; 

folglich : 

öl/; 


a<  = 


^.^..,: _.....„..: .   V 


—  » 


4r)gr'(sina  —  acosa  + tf;cosa — sin*^)  +  -^(cosi^  — cosa) 


oder,  wenn   man   sini/;=:2,   also  cos^r=  V^l  — a*,  cos'^8t/;=:&, 

/'^r^  P*         dz  ,  . 

ctif  =  i       ^         ■   =  Arcsmz  setzt: 

dz 


(I  0 


'^^  (1— 2*)[r^'(sin a— «cos«— z+cosaArcsin2)-f^(V"l — ^2*— coso)] 

Gleichungen,  deren  zweite  Glieder  nur  durch  die  Rectification  der 
Kegelschnitte  integrabcl  sind. 

Nimmt   man   an,  dass  das  Pendel  sehr  kleine  Schwingungen 

mache,  so  kann   man   sint/;  =  tf;  und   cost/;=:l — ^   zum  Behuf 

einer  Näherungsrechnnng  setzen,  und  ersterp  Gleichung  intogriren. 
Es  ist  nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen : 


dt=Z~—r^^. 
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V 


oaT  '  -      -  g'  ^^ 

•^w    fj7'(8ina  — acosa  ~  tf;  + 1/;  cos  a)  +  5('  —  cosa —  ^^  ) 

t  = 

r  2rr{\  —  cos  a)  +  t|/ 

,.(Arctang-7r=- 


//'  '  V4Jrr(«ina— a.co8a)-|-2(l— cos«) — 4r'r(1— co8ß)i^    t^»*^ 

2rr(l— cos«) 
V  4Fr(8in  «  —  «  cos  «)  +  2(1  —  cos  «) 


also 


t>/V(l  — cosß)  +  « 


yi   y  V4J^r(8ina— «) + 


2(1  —  cos«)  —  d 


^     ,                          2rr(l— cos«) 
—  Arctang-yTTT — -. — ^-. rrz.  _- ~  -y 

V  4J>(8in« — «cos«)  +  2(1  —  cos«) 

§.  25.  Wenn  der  Faden,  welcher  den  schweren  Körper  trägt, 
elastisch  and  ausdehnbar  ist,  so  ist  seine  Lange  im  Allgemeinen 
eine  Function  der  Geschwindigkeit  und  Länge  des  Pendels  und 
folglich  von  /,  mithin  auch  von  '^i  und  (p.  Unter  diesen  Bedin- 
gungen ßillt  die  Gleichung  rücksichtlich  r  weg,  und  die  heiklen 
Gleichungen  rücksichtlich  t\>  und  q>  sind : 

r*8tp     r^sino^cosif/d^^     ÖV  6r  ,  -,dr 

und  die  Gleichung  der  lebendigen  KrSfte  gilt  nicht  mehr. 

Das  Pendel  mfisste  sehr  langsam  schwingen,  und  der  Faden 
wenig  elastisch  und  ausdehnbar  sein,  wenn  Lag  ränge 's  Annah- 
men stattfinden  sollen,  r  wird  dann  w&hrend  der  Schwingungen 
selbst  constant  sein. 

§.  26.  Wenn  die  Aze  der  z  nicht  vertical  stände,  sondern 
mit  der  Verticale  den  Winkel  «  bildete,  so.  würde 

F=  --^(2cos«  + JTsin«) 

werden;  daher  wfirde  man  in  der  ersten  Gleichung  g  in  ^^cos« 
umändern  und  zu  ihrem  ersten  Gliede  den  Ausdruck  — ^sin«co8cp 
hinzafiigen  müssen,  während  zum  ersten  Gliede  der  zweiten  Glei- 
chung -f  jjr^sin«sin  9  zu  addiren  wäre. 
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NeoDter   Abschnitt. 

g.  1.  lu  den  aus  §.60.  des  fBnften  Abschnitts  des  ersten 
Theils  entlehnten  Formeln: 

&r  =  tfX  -f  ziM-^^N, 

tfy  =  tffi  -|-  xiN —  liL, 

kann  man  das  Zeichen  ö  in  ix,  Sy,  dz  mit  8  vertauschen,  weil 
die  Verbindung  der  einzelnen  Punkte  des  Systems  von  der  Zeit 
völlig  unabhängig  ist;  in  8k ,  i^i,  dv,  welche  analoge  GrSssen  sind, 
aus  gleichem  Grunde,  und  in  iL»  SM,  SN,  weil  dies  EUemeote 
von  Winkeln  sind,  die  eben  sowohl  mit  d,  als  mit  8  beseichnel 
werden  können. 

§.  10.  Bertrand  bemerkt  mit  Recht,  dife  Grossen  dP,  BQ 
und  8R  seien  nichi  integrabel.  Denn  die  Werthe  von  S^,  V»  t'* 
ff',  if'f  f^  u.  s.  w.  hfingen  zwar  nur  von  der  Art  der  Drehung  des 
Systems  ab,  sind  also  Functionen  der  Winkel  L,  M,  N;  aber 
6'f  ff  ff"  sind  von  L  vDlIlg  unabhängig;  ebenso  ff,  if,  17*  von 

Af ;  r.  r,  r  ▼«n  n. 

Uebrigens  bezeichnen  die  Grossen  dP,  SQ,  812  die  Rotations- 
winkel um  die  beweglichen  Axen  der  er,  6,  e»  wie  ans  den  Formeln 

ofp  d(p  89) 

erhellet 

§.  11.    Um  die  Gleichung 

28P=:  £'''8?^-.  J"9{"' +  if^ — if ^ly*^ -l-r'^'»' -  6*85"' 
in  die  Gleichung 

dP  =  r"8|"  +  i?'"8iy"  +  f  "8£" 

umzuwandeln,  braucht  man  bloss  die  sechste  Bedingungsgleichung 
des  §.3.  zu  differentiiren,  und  diesen  Werth  in  obige  Gleichung 
zu  substituiren. 

§.  14.  Die  Formeln  dieses  Paragraphen  für  8E,  8f ,  Bi,  8>|, 
8^,  3*i  u.  s.  w.  gelten  auch  dann,  wenn  die  einzelnen  Punkte 
des  Systems  unveränderlich  mit  einander  verbundoi  sind, 
man  nur 
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W^adR-f»P, 
d&  =  bdP-adQ 


setzt. 


Wenn  die  einzelnen  Punkte  des  Systems  ihre  gegenseitige 
Lage  verändern  können,  so  drücken  Sf,  817,  dt  die  sehr  kleinen 
Bewegungen  eines  Punktes,  dessen  Coordinaten  £,17»  {;6ind,  nach 
den  Richtungen  der  letzteren  aus.  sowohl  insofern  sie  durch  die 
Drehung  des  Systems,  als  insofern  sie  durch  die  gegenseitige 
Beweglichkeit  der  einzelnen  Punkte  hervorgerufen  worden  sind, 
da,  db,  Bc  sind  die  sehr  kleinen  Bewegungen  desselben  Punktes, 
dessen  Coordinaten  aber  auf  die  Axen  der  a,  b,  c  bezogen  sind, 
nach  den  Richtungen  der  letzteren,  insofern  sie  nur  von  der  ge- 
genseitigen Beweglichkeit  der  einzelnen  Punkte  des  Systems  ab- 
hSngen.  Die  drei  Punkte,  deren  Coordinaten  £',  17',  i^,  ferner 
^9  v"*  V  0'*^  5*^»  V*'*  V  sind,  befinden  sich  in  der  unveränder- 
lichen Entfernung  =1  vom  Centro  des  Systems;  d£',  di/',  9£', 
8|E"  u.  s.  w.  bezeichnen  daher  die  sehr  kleinen  Bewegungen  dieser 
Punkte  nach  den  Richtungen  der  S>  1/9  £»  insofern  sie  nur  durch 
die  Drehung  des  Systems  hervorgebracht  worden  sind. 


Fragment  111.,  von  Lagrange. 

Jeder  K5rper  m  des  Systems  wird  hier  nur  als  Punkt  be- 
trachtet; die  Grössen  {,  1/,  {;,  dS,  di/,  dj;,  a,  6,  c,  da,  86,  de  be 
ziehen  sich  also  auf  diese  Punkte.  S",  ^\  ff  6"»  ^^  V  und  f% 
V>  t^'  **"^  ^'^  Coordinaten  dreier  besonderen  Punkte  des  Sy- 
stems, welehe  durch  Korper  bezeichnet  sein  können  oder  aaeh 
nicht,  sobald  nur  dS'*  817',  8C,  SS^  u.  8.  w.  die  sehr  kleinen  Bewe- 
gungen dieser  Punkte  nach  den  Richtungen  der  i,  ff,  t  angeben, 
in  sofern  sie  nur  von  der  Drehung  des  Systems  abhSngen. 

Die  Behauptung  Lagrange's,  dass  die  Werthe  von  dF,  d^ 
und  dji  die  partiellen  Differentialquotienten  des  Werthes  von 
4S(8S*+8iy*+8C*)m,  nach  den  Variablen  dP,  BQ,  dR  genommen, 
seien,  Ist  nicht  ganz  richtig.    Es  ist  vielmehr 
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liie  Gleichung 

1111188  umgeändert  werden  in 

^  dt*  +^  8^ 

^  ^8.8^~8r80  +  8^8P,  ^,^y       -.^ ^ 

und  ebenso  müssen  in  den  beiden  anderen  Gleichungen  die  Co^f- 
licienten  von  rj',  r(\  ri'"  und  £',  £",  £'"  durch  8^  dividirt  werden- 
Man  erhält  also: 

d.dr--dJdR  +  dAdQ 

g-^ =  Ä(/iZ' — cX^m, 

S.BA-dTdQ  +  dddP      ^_„,        y,, 


§.  19.  Der  erste  Theil  der  Function  T  wird  für  sich  behan- 
delt werden  müssen^  und  liefert  dann  für  die  Bewegung  des  Cen- 
trums des  Körpers  dieselben  Gleichungen,  als  wenn  die  ganze 
Masse  des  Körpers  in  diesem  Punkte  vereinigt  wäre,  wenn  der 
dritte  Theil  der  Function  T  Null  wird. 

Lagrange  behandelt  den  dritten  Fall,  wo  ein  freier  Körper 
eine  Rotation  um  ein  Centrum  hat,  das  nicht  in  den  Schwerpunkt 
föllt,  nicht,  weil  diese  Fassung  der  Aufgabe  unnöthige  Schwierig- 
keiten bereiten  wGrde,  indem  sich  jede  Rotation  eines  freien  Kör- 
pers um  ein  Centrum  ausserhalb  des  Schwerpunktes  in  eine 
Drehung  um  den  Schwerpunkt  und  eine  Translationsbew^egung 
des  letzteren  zerlegen  lässt. 

§.  "20.  Die  Consfanten  A,  B,  C,  F,  G,  H  hängen  von  der 
Gestalt  des  Körpers,  von  der  Lage  seines  Centrums  und  von  der 
Lage  der  Axen  der  ri,  6,  c  ab. 
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$f  21.  Wenn  die  Grösse  F  Null  wird»  so  gehen  die  drei 
^erentialgleichnngen  der  Rotationsbewegung  des  Körpers  in  die 
Ischen  Gleichungen  fiber. 

Sie  gelten  aber  auch  für  den  Fall»  wo  die  Drehung  des  Kor- 

I   nur  durch  einen  Stoss   hervorgerufen  wird,  wenn  man  nur 

dl/  d( 

=  S>     3/^^^'    8i~^  setzt. 

§.  23^    Wenn  P^skp  ist»  und  man  nimmt  den  Schwerpunkt 
Körpers  selbst  als  Centrum  der  Rotationsbewegung   an»  so 

lält   r  rOcksichtlich  der  Kraft  P  nur  die  Glieder: 

^[(^'-/)*  +  (»'-^)*+(i'-A)»]m  +  ^£;, 

•  einen  constanten  Ausdruck. 

Es  ergiebt  sich  ans  diesem  Paragraphen»  dass  man  nur  eine 
lerungsrechnung  fChrt,  indem  man  bei  der  Bewegung  der  Pia- 
sn  um  den  Schwerpunkt  des  Sonnensystems  die  Planeten  als 
per  betrachtet»  deren  Masse  im  Schwerpunkte  vereinigt  ist; 
issen  ist  der  Fehler»   welchen  man  begeht»  sehr  gering,  weil 

Dimensionen  der  Planeten  im  Verhältniss  zu  ihrer  Eotfer- 
g  von  der  Sonne  und  von  einander  sehr  klein  sind. 


Fragment  IL»  von  Lagrange. 

Die  Gleichungen  des  dritten  Abschnitts»  welche  mit  den  drei 
tikniären  Gleichungen 

(«1  +  n)  g^  +  (m— n)-g^- =  0 

reinstimmen»  befinden  sich   in  {[.  26.     Cm  sie  jedoch  mit  den 
ren  drei  Gleichungen  völlig  in  Uebereinstimmung  zu  bringen» 

IS  man  die  drei  Gleichungen  des  {.  22.  mit  ^  multipliciren»  und 

n  erst  deren  er^te  Glieder  P»  Q»  R  nennen ;  ferner  muss  man  in 

BP        dQ        dR  ^    dP      dQ 
drei  obigen  Gleichungen  —  -gr,  —  ö7'""§7^'^37'     ~Si^ 

heii  XXXV.  «6 
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-Kl   einföhren,  und   also  die  Rotationsgeschwindigkeiteii  um  die 

drei  Hauptaxen  hier  mit  —  -k:,  ~~  "57 »  —  ST   '^***^'^^*'      ^^ 

drei  obigen  Gleichuogen  gelten  trota  der  von  beschleanigenden 
Kräften  hergenommenen  AaedrGcke  auch  fiBr  eii»e  gMchföi* 
mige  Drehung,  wie  sie  durch  einen  Stoss  hervorgemfen  wird, 
da  die  Gleichungen  des  g.  16.  (Abschnitt  111.)  mit  den  drei  feta- 
teren  des  §.9.  (eben  dort)  im  Wesentlichen  übereinstimmen,  und 
dasselbe  von  den  Gleichungen  gilt,  welche  durch '  Differentiation 
dieser  Gleichungen  erhalten  werden.  Auch  kann  man  bei  einem 
festen  Körper,  der  sich  um  ein  Centrnm  in  seinem  Inneren  dreht, 
stets  innere  und  nach  dem  Centro  hin  wirkende  beschleunigende 
Kräfte  annehmen. 

Aus  §.  34.  und  §.  f35.  des  dritten  Abschnitts  geht  hervor,  daiss 
ßir  die  durch  einen  Stoss  hervorgerufene  Bewegung  eines  SystennA, 
dessen  BedingongsgleicIiangeD  t  nicht  enthalten. 


isl;  folglich 


8m{t^  +  i^  +  i«)  =  Const 


s(^''^'^*"^Dn.^E. 


S. 373.,  Z.  17.  läse  man  besser:  et  Ton  y  parviendra  comme 
il  a  ^tö  dit  art.  29.,  sect.  IX.  anstatt :  et  Ton  y  parviendra  en  com- 
binant  les  siz  öquations  de  condition  entre  ces  neuf  quantit^ 
comme  il  a  €i6  dit  art  29.,  sect  IX. 


g.  27.    Man  sieht  nicht  ein,  weshalb  die  Gleichung 

[(/3-.J)(^-Ä>-iy»][(y~^)(y-»)-iy»] 
+[F(/J-J)-Gi?][J^y^il)-.GJ5r]+[G(/J-Ä)-i?F][C(y-Ä)-ilF] 

=  0 

nicht  auch  stattfinden  kann,  wenn  ß  und  y  imaginär  sind. 
§.  30*    Uro  die  Gteichang 
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t  Leichtigkeit  integriren  za  kSnneD,  niiss  man  ^,  welches  nicht 
oictlon  von  t  ist,  constant  annehmen,  alao  8(^=0  setzen. 

Der  Werth  von  x  in  den  Formeln 

ird  bestimmt  durch  die  Gleichaog: 

nu  +  zSTP  +  m* 

9.  36.    Die  Formeln  des  §.  7.  geben : 

sin9)siniD  =  0,    cos  9)  sin  cd  =  0,    coso>  =  l; 
10  0  =  00. 
Ans  p"^=zl  folgt  eigentlich: 

r=±i; 

=  —  l  giebt : 

cos  0)  =  —  1 ,    also    iD  =  180^, 

id  es  fallen  die  Axen  der  i  and  c  ebenfalls  zusammen. 

Lagrange  behauptet,  dass,  wenn  man  in  die  Differential- 
dcknngen  dieses  Paragraphen  die  Werthe 

1"  = H~' 

ibstitnirty  und  die  Potenaen  und  Produnt^  vom  f  >  f  vernach- 
isigt,  man  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Variablen 
f  und  ^  in  f  erhalte;  eine  Berechnung  sdgt  jedoch,  das« 
ise  Gleichungen  auch  Potenzen  und  Prodhiele  de#  sweilen  Qr»- 
•  in  sich  enthalten. 

Sieht  man  £*  und  £"  als  sehr  kleine  Grossen  des  ersten  Ran- 
B  an,  und  vernachlässigt  die  sehr  kleinen  Grössen  vom  zweiten 
Uig0  an,  und  setzt  t^=:-— 1,  so  wird: 
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^-        dl     '   *-     ae     '    ''— ai' 

und  die  drei  Differentialgleichuogen  diese«  Paragraphen  liefen 
nach  Substitution  dieser  Werthe  von  p,  9»  r  und  VemachläKsi- 
gung  der  Potenzen  und  Producte  von  ^,  Ü*  andere  Werthe  voo 
r,  r  und  ^  in  <,  als  filr  ^'  =  +  1- 

Ebenso  werden  in  den  Rechnungen  der  folgenden  Paragraphen 
durch  die  Annahme^  dass  f=i — 1  sei,  die  Werthe  von  i^,  Ü'  und 
^  in  /  verändert,  ohne  dass  die  Art  der  Berechnung  eine  AeD- 
derung  erlitte. 

Sowohl  ftlr  f''=+l,  als  Rlr  f"=:-.l  ist,  fflr  f  und  {r=0, 

und  femer 

entweder  ^  =  0,    oder    F  =  0,    G=0. 

Sind  dagegen,  filr  S"'' ==  J:  1 ,  ^  und  Ü'  sehr  klein,  so  niiui 

auch  -K^  sehr  klein  sein,  ferner  aber  auch  entweder  -^    oder  F 

und  Cr. 

§.  37.  Man  sieht  nicht  ein,  mit  welchem  Recht  Lagrange 
annimmt,  dass  die  sehr  kleinen  GrSssen  ^  und  i^'  ein  constaotes 
Verhältniss  u\y  haben,  wenn  der  Korper  sehr  kleine  Schwingun- 
gen um  die  Verticallinie  macht,  und  zugleich  eine  beliebige  Ro- 
tationsbewegung um  seine  Axe  hat 

Damit  die  Wurzeln  q  und  q>  reell  und  ungleich  seien,  muss 

[ÄC-F*  +  JC- G»]« >  4(Cff  +  FC)*  +  [{B -  il)C+ G«  —  F«p, 

4(CÄ  +  FG)«  +  [(B- J)C+ G«- F«]*  >  0 

sein;  diese  Gleichungen  aber  hängen  von  der  Gestalt  des  KOrperSi 
von  der  Lage  des  Aufhängepunkts  und  der  Azen  der  a,  6,  c  ab. 

§.  39.    Es  ist 

sin  09  =  V^s*  +  tt* 

§.  40.    Die  Wurzeln  p  und  0  rofissen  reell,  kleiner  als  1  wi 
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ungleich  sein,  damit  der  Wiokel  O  nur  unier  dem  Sinus-  und 
Cosinnszeichen  vorkomme;    aber  sie  können   sowohl  positiv   als 

negativ  sein»  indem  V^l  —  q  und  V"l — c  reell  sein  muss.  La- 
grange behauptet  irrthdmlich,  q  und  0  roüssten  positiv  sein, 
was  vielmehr  von  1 — q  und  1— 0  gilt 


Fragment  IV.,  von  Lagrange. 

Die  Gleichung  (K)  zeigt  an,  dass  die  Rotationsgeschwindig- 
keit uro  drei  auf  einander  senkrechte  feste  Azen  im  Räume  con- 
stant  ist»  wenn  7*  und  V  nur  Functionen  von  a^  b,  c  und  letztere 
constant  sind:  man  hat  nur  für  /,  m,  n,  K  drei  verschiedene  Rei- 
ben von  Werthen  zu  setzen,  und 

/'  m*  n* 

<^'>=V^«+i»i^+n"^'  ^''"^"V^+^^pS'  ^"^^V^P+S^' 


zu  machen.    Es  muss  also  auch  die  resultirende  Rotationsgeschwin- 
digkeit um  eine  einzige  feste  Axe  im  Räume  constant  sein. 


Zehnter    Abschnitt. 
Eilfter  Abschnitt. 

5.7. 

Die  Werthe  der  Differentiale  d:r,  9iy,  82  hängen  zwar  nicht 
bio8  von  1,  sondern  auch  von  den  bewegenden  Kräften  ab;  da 
indess  letztere  nicht  näher  bestimmt  sind,  so  bleiben  auch  dar,  %,  82 
in  Bezug  auf  sie  völlig  unbestimmt,  und  sind  zunächst  nur  Functio- 
nen von  U 


Um  die  Werthe  von 
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SU  finden,  bat  aiaD  nur  in  dem  Wertbe  voo 

hx 

Dx 

X  m  y  und   z  und  a,  ß^  y  \n  €^^  ßU  yf  und  a'\  ß*\  Y'   '^  ^^' 
wandeln. 

g.  8.  Wenn  die  Wände  des  GeflUises  unbeweglich  sind  und 
^=0  als  Function  von  x^  y»  z  gegeben,  ist,  so  kann  man  diese 
Coordinaten  ohne  Weiteres  in  die  Anfangswerthe  a,  A,  c  um- 
findern. 

§.  0.  Statt:  done,  si  i'on  coo^oit  qa'on  «nbstitae  dans  ce» 
fonctions  les  vateurs  de  a,  6»  c  en  or,  jf,  s  tiräes  de  ceiies  de 
X,  y,  X  en  a,  b,  c,  etc.  lies:  done,  sl  I'on  eongoit  qu'on  sibsti* 
tue  dans  ces  fonctions  les  valeurs  de  a,  6,  c  en  x,  y,  x,  t  üties 
de  Celles  de  x,  y^  z  en  a,  A»  c,  t,  etc. 

§.  11.  Statt:  qui  servira  &  determiner  l'inconnae  d  dans  Im 
^quations  (F) ,  parce  que  dans  ces  ^quations  on  doit  traiter  J 
comme  une  fonction  de  x,  y,  s»  lies:  qni  servira  ä  d^termlBer 
l'inconnue  jd  dans  les  ^qnations  (F),  parce  que  dans  ces  öquatiow 
on  doit  traiter  J  comme  une  fonction  de  x,  y,  x,  t 

§.  IS.    Die  Grosse 

-^"^ -^81^^  + fr»  +  dir* 

WO  das  Differential  von  *- § nach  x,  y,  x  so  nehmen  itt 

lässt  sieb  auf  die  Form 

2 +^8i^^+^ai^+'^8i^'= 2 

nach  X,  y,  X,  t  bringen,  ond  ist  also  stets  ein  vollständiges  Dife- 

rential,  da  p,  g,  r  nur  Functionen  von  x,  y,  x,  i  sind.    Ansse^ 

dem  ist  fd:r— |>d)7=:0,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  dorek 

dx 
dt   dividirt,  nachdem  man  fiir  p  den   Werth  -gi   und  für   q  des 

dy 
Werth  ^  gesetzt  hat;  ebenso  ist  rdx — j^dzsxO  und  r8y—- ^=0. 

Also  ist  das  zweite  Glied  der  fraglichen  Gleichung  stets  ein  voll- 
ständiges Differential. 

Dagegen  ist  es  schwer  einzusehen,  wie  — — ^- — if ,  nack 
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^9  y*  ^  genonmeo,  ein  voUftlätidiges  Differentiai  sein  soll;  ebenso 

^'^  ^f^^'^'^i'^y'^^^^  ^''°  vollständiges  Differential  sein  soll. 
Auch  ist  das  partielle  Differential  von  pdx -{r  qdy -^r  rdz  nach  t 

!>ie  Gleichung  (L)  liefert  bei'ai  Intiogriren: 

^voraus  sich  X  mittelst  a  und  |3  bestimmen  lässt 

j.  16.  Die  Entwickelung  in  diesem  Paragraphen  als  begründet 
angenommen  y  sieht  man  nicht  ein,  weshalb  am  Schlüsse  dessel- 
ben die  Einschränkung  gemacht  wird,  dass  t  sehr  klein  sei,  wenn 
pdo? -|- 9?^ -f  rdz  ein  vollständiges  Differential  ist. 

§.  18.  Der  Beweis  des  Satzes ,  dass,  wenn  die  Anfangsge- 
schwindigkeiten durch  einen  Stoss  gegen  die  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit, z.  B.  durch  .einen  Stempel  hervorgebracht  worden  sind, 
pdx -{- qdy -{-rdz  integrabel  sei,  setzt  voraus,  dass  wirkliches  Gleich- 
gewicht in  der  Flüssigkeit  stattfinde,  und  gilt  also  nur  für  den 
FaII,  Wo  der  Stempel  einen  Dr«ck  auf  die  Oberfläche  ausübt,  ohne 
wegen  der  Unzusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeit  eine  Bewegupg 
erzengen  zu  können:  wenn  nämlich  der  Stempel  genau  in  den 
eiQschliessenden  Pumpenstiefel  passt  und  die  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit lierührt.  * 

§.  9D.  Um  den  in  meiner  Note  zu  §.  15.  erhaltenen  IVerth 
von  X 

A  =  F  +  C_I1|_Z__  ^  Const. 

mit  d<m  hier  gegebenen  Werthe  v#n  X  in  Uebereinstimmwig  vm. 
bringen,  hat  man  nur  das  vollständige  Differential  pdp-{-^dq-{-rdT 
durch  Multiplication  mit  der  Constanten  dt  umzuwandeln  in 

wo  dfp  irgend  eine  integrable  Function  von  x,  y^,  2,  t  ist,  und  t 
in  d^en  partiellen  Differentialen  von  dtp^  als  constant  angesehen 
wird.    Es  ist  also : 
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8.(8y«)  8.(8y«) 8.(8y«) . 

^P=~W'     ^''~~dg~'     ^-""8^' 

f»  =  8v^  +  A«.    9=8?»^+A0.    r^dtp^^fif)', 
mithin: 

A<)>  AO»  AO  und  F(0  bezeichnen  willkfihrliche  Fanctionen  von  t 

Dieser  Werth  von  X  unterscheidet  sich  also  von  dem  La- 
grang e's  nur  durch  das  Hinzutreten  der  willkührlichen  Constan- 
ten»  welche  mit  F(0  vereinigt  werden  kann,  und  durch  die  Pro- 

ducte   dg)  g-  >  ^V^  *  ^W  ^^^   ^^^  gegebenen  partielIeD 

oop       vop       dop 
Differentialquotienten   g^ ,     ^,     -^^ 

Man  hat  also  g>  hier  aus  der  Gleichung 

zu  bestimmen. 

Lagrange's  Darstellung  in  diesem  Paragraphen  leidet  fibri« 
gens  an  dem  Fehler,  dass  er  bei  der  Integration  von  dg>f  eiDen 
vollständigen  Differential,  eine  willkfihrliche  Function  von  <,  die 
er  mit  T  bezeichnet,  zufiigt,  statt  einer  willkfihrlichen  Constanten. 
Nur  bei  der  Integration  der  partiellen  Differentiale  von  q>  ist  eine 
willkGhrliche  Function  von  t  hinzuzuffigen.  Doch  ist  Lag  ränge'« 
Resultat  vollkommen  richtig,  indem  die  willkOhrlfche  Function  voo 
£,  welche  bei  der  Integration   der  Gleichung  erhalten  wird,  mit 

-^  vereinigt  werden  kann. 

§.  21.    Lagrange  schliesst  daraus,   dass  ^d^  +  ^dy-f  ^ 

nach  X9  y,  1  integrabel  ist,  dass  auch  pdx -^r ffiy •{■r^z  diese  Ei- 
genschaft besitze.    Dieser  Schluss  ist  falsch.    Denn  es  ist  zwar 

d:r>  4-  dl/*  4-  dz* 

p8;H-y8y  +  r8t=''^  ^J^  ^"  =(p«+y«  +  r«)8t=;0. 

also  ein  vollständiges  Differential  nach  ar,  y^  z.  Aber  nur  da- 
durch, dass  p,  q,  r  sehr  klein  sind,  und  ihre  zweiten  PotenssA 
vernachlässigt  werden,   wird  pdx -i- qdy -i- rdi  integrabel. 
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Streng  genommen»  folgt  daraus,  das«  dg)  sehr  klein  gedacht 
wird»  nicht»  dass  auch  q>  sehr  klein  sei. 

Mao  sieht  nicht  ein»  d&ss  fpdi,  fqdt,  frdt  nothwendig  die  all- 
gemeine Form  f(pdt  haben,  und  noch  weniger,  dass  nach  Verfin- 
derung  von  j?,  y,  z  in  n,  6,  c 

sei.    Wäre  z.  B.  fpdt  =  J(a:+y+i)idt  =fia+b+c)(dt  =  i±|±^  <«, 

so  wfirde  -k—  =  l8t  sein. 
da 

§,  22.  Wenn  y  und  z  im  Vergleich  mit  x  beide  sehr  klein 
sind^  so  sind  p',  p"  u.  s.  w*»  9',  ^'  u.  s.  w.»  r',  r"  u.  s.  w.  blosse 
Functionen  von  x  und  t 

§.  23.  Nimmt  man  an»  dass  die  FIflssigkeit  schwer  und  gleich- 
artig sei»  so  gelten  streng  allgemein  die  in  meiner  Bemerkung  zu 
$.  20.  gefundenen  Formeln.  Ist  also  dq>  irgend  eine  integrable 
Function  von  :r»  y»  z,  <»  so  ist 

ferner  hat  man  fiSr  die  Geschwindigkeiten  jedes   Theilchens»  in 
den  Richtungen  der  Coordinaten  or»  y,  z»  die  Ausdrücke: 

und  flir  l  den  Werth: 

welcher  an  der  äusseren  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  Null  wird. 

$.24.  Die  Gleichung  (J)  des  §.12.  liefert»  för  il  =  z— o» 
nach  meinen  Formeln  zu  §.  20. : 

Die  Gleichung  (K)  des  §.  12.  liefert: 

8i+^^85  8^+^^^^  ^+^^^81  &=9>(0- 
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y  §.  25.    SetBt  man  in  der  Gleiohuog 

80  erhält  man : 


+2 


+  »«[(a/  +  v'-ar)  (^+^+3.4v'')+(av"+2q)-a*)(^-+^ 
+V'a9'''+'^'a.'^'+|-'8.'^'  +  4^-8^  +  ....=0. 

und  indem  man  die  Glieder,  welche  die  verschiedenen  PotenzeB . 
von  2  enthalten,  jedes  für  sich  gleich  Null  setzt: 

8«a.'      8«a>'  1  /8»' «  8o.' .  dtp'  ^  da'       ^    \ 

9*  =  -  2S^--2V"**'2(a9''  +  g)"axll8J^--SJ+^^--^+'*"^''*/ 

«""^ = -ov  V  ax«  +  "äys- + -g^ra.  3-  +  ^  a.  -j^+29'a9 

+ 1^  ^-  8T  +  ^^-  8y  +  ^9*  ^9*  ; 2.3d9>'      U** 

dq>''     8<p'      89'     8V"      801."     8()»'\ 

+  38^8v'+9"Ö»)V5J^-'§i  +  8y^"S^  +  ^  ^y 

.    <P"    r.  a«y'      8»y'  1  8y'  By'   8y'   8y'  , 

+2:3V^  SäT+^-^^+öv' + v-ai^-^ei^  äi + %^-ä7+'  ''^  ^ 
8V'+a<p"a»+v"8^/av'    a^p-    8^' . ».?'    „„«  ..v 

^    8v"    /a«9)'     8«v'\ 
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Daber  wird  der  Wettfc  von  9: 

Ffir  p,  q,  r  erh&lt  man  durch  DifferentiatioD  die  Werthe: 

3^' /8m'    89)'     89»'    8v'         «     \       8*       , 
r  =  89.  ^  +  r(0  =  9"89''  +  «'"^«  +  «(9'''V 

+  <p"V))l-    . 

/ 

Setzt  man 


so  ist: 


il'==—  g(xcoB 
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»'# 


/3*oi'    a*<p' 


U.      8.      W. 


§.  26.    Die  Gleichung  (J)  des  §.  12.  bringt  man,  fiir  A—i-ih 
am  besten  auf  die  Form : 

8«         da      ^ 

und  sabstitoirt  dann  (Ür  p,  q,  r  die  Werthe  der  Note  zum  vori- 
gen Paragraphen.    Man  erhält: 

welche  Gleichung  man,  indem  man  z  in  o  umändert,  auf  folgendf 
einfache  Form  bringen  kann : 
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>0 


^    ox  an    y 


""V  '2Bx^   ^    %*  /   '^   ■"*•" 
§.  27.    Die  Gleichung  (K)  des  §.  12.  liefert,  wenn  man 

A  =  A'  +  xr  +  in«»  +  zH'^  + ....  =  0 

setzt,    und  för  p,  g,  r  meine  Werthe  zu  §.  25.  eiuffihrt,   folgende 
Bedingungsgleichung : 


+  Sv 


$.  28.  Wenn  die  Theilchen  der  FlOssigkeit,  welche  die  freie 
Oberfl&che  bilden,  wfihrend  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  stets 
ui  derselben  bleiben  sollen,  so  rouss  X  =  0  blos  Function  von 
a,  b,  c  ohne  t  sein  (§.  8.);  da  nun  aber  die  Oberfläche  der  FlOs- 
sigkeit  bei'm  Ausflusse  derselben  aus  dem  Gef%sse  fortwährend 
sinkt,  so  mfissen  die  Abscissen  x  von  der  Oberfläche  aus  genom- 
men werden,  damit  l  nur  Function  von  a,  b,  c  ohne  t  sei.  Hier 
iber  ist  X  Function  von  x  und  t  ohne  2,  woraus  geschlossen  wird, 
lass  die  Oberfläche  stets  eben  und  horizontal  ist;  die  d?  sind  aber 
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hier  von  dem  huchsten  Punkte  der  Gefösswände  aas  gerechoett 
da  sie  aas  den  Gleichungen  der  Geftsswände  herrühren.  AUo 
kann  iL  nicht  eine  unTtränderliche  Function  von  a,  6y  c  ohne  t 
sein,  und  folglich  kann  auch  die  Bedingungsgleichung  daför,  dass 
dieselben  FlQasigkeitstheitcben  stets  an  der  Oberfläche  bleiben: 

?^'  j_  ?5?!  ?i'  -.  ?^  j.  ?  ^^  -  n 

hier  nicht  gelten. 

Indem  man  übrigens  annimmt^  dass  die  Ordinaten  ^=0  und 
die  Ordinaten  %  sehr  klein  seien ,  und  dass  z=La,  z=/3  die  Glei- 
chungen der  beiden  Gefässwände  seien ,  wo  a  und  ß  gegebene, 
sehr  kleine  Functionen  von  x  vorstellen»  so  hat  man  offenbar  einen 
Verticaldurchschnitt  durch  das  mit  der  Flüssigkeit  angefüllte  Ge- 
ftss,  der  von  zwei  schrägen  Seitenwänden  begränzt  wird. 

Die  Gleichungen^  welche  ausdrücken,  dass  die  an  den  Ge- 
ffaswänden  liegenden  Flüssigkeitstheilchen  die  Lage  in  dieser 
Schicht  während  der  Bewegung  beibehalten,  sind: 

ipfBg/  +  y'^a .  «9"  ^ g^  (tp^da  +  dtp')  -  ....  =:  a 

q>''d(p'  +  (p^d.ßfp" g^  (<p''dß  +  a9')----=0, 

weiche»  indem  man  z,  a  und  ß  als  sehr  kleine  GrSssen  der  ersten 
Ordnung  betrachtet,  und  die  Ten  der  zweites  Ordnung  an  ve^ 
nacblässigt,  übergehen  in: 

^     dx 

9''Bq^'+q>''B.ß<p'''-'d(p'     g^    =0.' 

Sie  eignen  sich  aber  nicht  zor  Bestimmung  von  9'  un^  fp^.  Be- 
rücksichtigt man  blos  die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  linket 
Seite  der  Gleichungen»  so  lassen  sich  9'  und  tp"  leicht  beethl-* 
men.    Man  erhält  dannt 
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worauH  jtich  ferner  die  sehr  coraplicirten  Werthe  von  p,  r,  k  be- 
rechnen Ia88en. 

§.  29.  Es  ist  nnbe^reiflieh ,  wie  Lagrange  den  Druck  der 
Fliissigkeit  an  der  Bodenfläche  des  Gefässes  il''  =  0  setzen  kann. 

§•  30.    Von  den  vier  Gleichungen 

i'  =  0. 

r=o. 
dt*/  dx'"^' 

8«  +y"aa;"— " 

mfissen  die  dret  le(zter«n  renrorren  werden.    Man  kann  also  diese 
Aufgabe  nicht  lösen. 

Ceber  die  LSsnng  der  AnFgabe,  wie  sie  liier  gegeben  ist,  ist 
noch  Folgendes  zu  bemerken: 

Dia  Glelchuog 

I 

g/a^'Bx'  -  ^»f~  ©3<>-  —  =0 
giebt  bei'ni  Integrireo: 

Ebeosp  findet  man  eia  zweites  entsprecbendae  Integral,  weiches 
aas  der  Gleichung  il''=:0  herrührt;  zieht  man  das  erste  Integral 
von  dem  zweiten  ab*  so  erhält  man: 
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woraus  sich  B  nicht  mittelst  x*  bestininien  iSsst,  indem  vielmelir 
S  als  Function  von  üc^  gegeben  sein  mflsste,  nm  das  lnt^;ral 


f^WT-fy) 


ZU  finden. 

§.  31.     Die  Gleichung 

dt  ^  /8ar'-" 
muss  verworfen  und  die  Gleichung  X*'.szO  in 

umgeändert  werden.    Man  kann  also  diese  Aufgabe  nicht  ItSseD» 
Ueber  die  hier  mitgetheilte  Losung  ist  zu  bemerken : 
Die  aus  der  Gleichung  X''  =  0  abgeleitete  Gleichung  ist: 

gf/dx'  —  n9dS  -  «30-  ^f-^  =0. 
Die  aus  dieser  und  einer  frClheren  abgeleitete  Gleichung 

g(f'-x')y'dx'^  (n  -fy)  »dB  -  (^,  _  ^)  ©^-^'=0 

eignet  sich  nicht,  um  eine  der  beiden  Variablen  x*  und  B  ab 
Function  der  anderen  zu  bestimmen,  weil  ausser  den  endlichen 
Variablen  x*  und  S  auch  deren  Differentiale  vorkommen.  Aach 
durch  Integration  der  Gleichung  ist  dies  nicht  milgllch;  vielmelir 
setzt  die  Integration  diese  Bestimmung  als  erledigt  voraus. 

§.  32.    Anstatt  der  Gleichung  il''=0  hat  man  hier: 

i"  =  const.  =  x''-jr', 

wo  X*  bekannt,   x"  unbekannt  ist 

Obgleich  hier  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  vota  x"^  ood 
von  B  und  &  als  Functionen  von  t  gegeben  sind,  so  eignen  «^ 
sich  wegen  ihrer  Form  doch  nicht  dazu. 

§.  33.    Statt  der  Gleichung  ^=0  hat  man  hier: 


^"  =  const.=  F-/^=-5rF+|^^+|?+^, 


folglich : 


H  = 
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(^^9)ir-f)-{^-W^^ 


Maltiplicirt  maD  die  Gleicbang 

it  9^  und  integrirty  so  erhält  man  ^  als  Function  von  t 

Uebrigens  gelten  diese  Gleichon^en  nar  f&r  die  von  Lagrange 
$.  28.  gegebenen  Werthe  von  X^  die  sich  auf  die  Voranssetzang 
rfinden,  dass  die  Formeln  des  $.  20.  nur  gelten,  wenn 

fax  +  ^y  +  rfe 
itegrabel  ist 

§.  34.  Statt  der  hier  bebandelten  vier  Fälle  der  Bewegung 
jier  Flüssigkeit  in  einem  Geßsse,  welches  sehr  eng  ist  und 
einahe  senkrechte  Seitenwände  hat,  hat  man  eigentlich  acht  zu 
nterschetden :  denn  der  Ausfluss  aus  einem  Gefösse  von  unbe* 
timmter  Hube  kann  auch  durch  eine  Oeffnung  im  Boden,  und 
er  Ausfluss  aus  einem  Gefösse  von  bestimmter  Hohe  durch  eine 
'effnuDg  in  der  Settenwand  stattfinden. 

\.  36.  Da  die  Flüssigkeit  nur  durch  den  Caoal  bindurchfliesst 
od  stets  dieselbe  Hohe  behält,  so  gilt  hier  die  Gleichung: 


%i^  ZxZx^ 


nd  es  werden  nur  die  Werthe  von  p  und  q^  aber  nicht  von  r 
esfimmt 

Nach  den  von  mir  berechneten  Werthen  gestalten  sich  fibri- 
eos  die  Gleichungen  dieses  Paragraphen  so: 

Die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Flüssigkeitsschicht 
m  Boden  des  Ganais  ihre  Lage  unverändert  beibehält,  Ist: 

16  ist  aber  zur  Bestimmung  von  fp'  und  (p''  nicht  geeignet.  Be- 
ücksichtigt  man  nur  das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  des 
rleichbeitszelchens ,  so  erhält  man: 

8^' =  —  3 .  09" ,    9'  =  —  aq>"  +  Const. 
}'  und  fp"  sind  also  beide  endliche  GrOssen. 

Tkeil  XXXV.  2T 
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Der  Werth  von  X  redueirt  sich  aaf 

und  es  ist: 

Die  BediogungsgletchuDg  dafiSr»  dass  dieselben  FlOssigkeitB* 
theilchen  ao  der  Oberfläcbe  bleiben»  ist: 

I 


Setzt  man  in  diese  Gleichung  fiir  il'  und  V  die  Wertfce,  u' 
darauf  für  tp*  den  Werth  In  ^'^^  so  erhält  man  eine 
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psrtiellelh  Differeotialquotienten  Ton  ip"  nach  x,  y,  t,  welche  sich 
aber  nicht  integriren  iSsst. 

Die  horizontalen  GeschwiDdigkeiten  p,  q  jedes  Fiössigkeits- 
theiichens  sind: 

§.  36.  Wenn  -ät»  "ff^»  "g^  unendlich  klein  sind,  so  ist  auch 
dq>'  unendlich  klein^  aber  keineswegs  g>'. 

VemachlSssigt  man  in  Lagrange's  Bedingungegleichnng 

t 

die  sehr  kleinen  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung  an,  so  wird  sie :      • 

(7.ff*ö —  C.Ä-5 — 

nnd  ist  also  integrabel.    — g —  und  — g-*^  sind  als  sehr  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  zu  vernachlSssigen. 

Streng  genommen,  muss  z  in  den  Gleichungen  fiir  die  Gestalt 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  und  för  das  Beharren  der  Flfissig- 
keitstheilchen  in  dieser  Schicht  =0  sein,  und  man  hat  also  in 
den  von  mir  berechneten  Werthen: 

Die  Bedingungsgleichung,  welche  ausdrflckt,  dass  die  Flfis- 
«igkeitstbeilchen  der  Oberflficbe  an  derselben  bleiben,  wird: 

Si  +  ^9^^  äi  +  ^^  «5^  ^  +  ^  ''^9'  =  ^- 
Die  Werthe  von  p  und  g  sind: 
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Nimmt  man  diese  als  uneodlich  Icieio  an»  so  ist  auch  89'  unend- 
lich Iclein»  also  V  =^0,  and  die  obige  Bedingungsgleichang  wird, 
indem  die  sehr  kleinen  Grossen  von  der  zweiten  Ordnung  an  ver- 
nachlässigt werden: 

welche  integrabei  sein  kann. 

Auf  die  Wellenbewegung  kann  diese  Gleichung  natSrlich  nicht 
angewendet  werden. 

§.  37.  Nimmt  man  an ,  dass  der  Boden  des  Canals  oder  Beckens 
horisontal  sei,  so  dass  a  constant  und  gleich  der  .Tiefe  ^er  Flüs- 
sigkeit wirdy  so  ändert  sich  die  Bedingungsgleichung 

nicht    Die  nach  meinen  Werthen  berechnete  Bedingangsgieichmg 
0     wird  notbtrendig  int^rabel;  ihr  Integral  ist: 

§i'P'*-C<p'=D, 
WO  C  und  D  wiUkührliche  Constanten  sind;    folglich: 

9/ =i(C«  +  V  C V  +  iDffa). 
(p*  wird  also  eine  sehr  kleine  6r5sse  der  ersten  Ordnung. 


Zwölfter   Abschnitt 

{•  7.    Die  Gleichung  (I)  ist  auch  hier»  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte die  Gleichung  (L),  ohne  Weiteres  integrabei«  und  Defert: 

£^_p_^±^_Conat 

Setzt  man  hier  eben  so,   wie  in  meiner  Note  zu  $•  20.  des 
vorigen  Abschnitts: 

dxdp  +  Sydq  +  Bzdr  =  d.(Bfp'^, 

wo  89  irgend  eine  integrable  Function  von  x,  jf«  z,  t  ist,  und  i  ia 
den  partiellen  Differentialen  von  dqfl  als  constant  angesehen  wfad» 
so  ist: 
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8.(8y«)     „_  3.(39«)     «.ö.Ov«). 

^--ü-'  ^y-"!^'  ^-""fo"* 


niithin : 


.    E=-r-,e^@)-_;v(|)'-iv(t)'-TO. 

§.  8.  Die  Gleichung  (g)  des  §.  4.  giebt,  wenn  man  die  von 
mir  berechneten  Werthe  von  p»  q$  r  einfuhrt: 

Sabetituirt  man  in  diese  Gleichung  fiir  E  den  in  kleiner  An- 
mericung  sum  Torigen  Paragraphen  gefundenen  Werth,  so  erhält 
man: 

(n) 
^\dx  ox     oy  ay      ai  cz/       ^  V\ox/      ex  *  \oy/       oy 


82«  J 


+(i)'»-^]-v[(g)'s+(i)-^+(i)- 

""''  ay  V8«  Sxay  +  8*  dybt)~'"^  8»  ^  8aÄi  +  8y  5pi>/ 
§.  9.    Wenn  9>  im  Zustande  des  Gleichgewichts  Null  ist,  so 
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kann  für  diesen  Zustand  -^=^0  sein  oder  auch  i^ht  Wenn 
z.B.  9=±aa:f=0  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts,  wo  trzt 
sei,   80  ist  aj?=0,   afso  ^  =  aaf=0.    Wenn  aber  9=aar+<=0 

für  den  Zustand  des  Gleichgewichts,  so  ist  -ät  =  1. 
Wenn  ^=c'*c*(l4-«)   Ist,    so  ist: 

'und  wenn  man«    da  $  sehr  klein  gedacht  wird^   die  »weiten  und 
höheren  Potenzen  dieser  Gr(isse  vernachlässigt: 

F 

Dagegen  sehe  ich  nicht  ein,  wie  Lagrange  seinen  Werth 

.9* 


erhält. 


V 

Aus  LJ:zz$ ^   folgt : 


9  '~^  """" 


gkht' 


Es  fragt  sich  übrigens,  inwiefern  die  dieser  ganzen  Ooter- 
suchung  fiber  den  Schall  zu  Grunde  liegende  Annahme,  dass  die 
Geschwindigkeiten  jedes  einzelnen  schwingenden  LuiUheilchens 
in  der  Richtung  der  Coordioaten,  p,  q^  r  sehr  klein  seien,  ge- 
rechtfertigt ist:   denn  aus  der  Kleinheit  der  Excursionen  dx,  dy,  dz 

folgt  nicht  die  Kleinheit  von  -kt»  J^s  kt,  und  bekanntlich  nimmt 
man  an,  dass 'die  Luftschwiogungen  äusserst  schnell  sind. 

Die  von  mir  in  den  Noten  zu  ^.  7.  und  {•  8.  berechneten  Glei- 
chungen  lassen  sich  ohne  Weiteres  auf  jede  Bewegnng  eines  Crases, 
also  auch  auf  den  Schall«  anwenden.     Setzt  man  p,  q,  r   sehr 

•    ■       ÖOp      v(p     OtD      VW 

klein,  so  muss  auch  0(p  sehr  klein  sein,  aber  nicht  k-,  g--,  -ft»  -gi» 

und  vernachlässigt  man  die  Potenzen  von  dtp  von  der  zweiten  ao» 
so  lassen  sich  auch  meine  Formeln,  obgleich  sie  complicirter 
sind*,  behandeln. 
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§.  11.  Setzt  man  für  F(a:+<V^)  uod  fiX'-tVJh)  belie- 
bige Fanctionen  von  x+tV^  und  x — tV^gh  ond  differentiirt 
sie,  so  fiberzeugt  man  sich  leicht,  dass 

dF(x+tV^)      df(x-t\fJh)_dF(x+i\r^hHof(X'-'t\f^h)_dq> 
dx  +  dtVgh       dx-dtVgh'^  8a?  '^dx* 

lF(x±tV^ _ df(x--t\rgh)JdFixi-tVffh)+df{X''t\rgh)_    dtp 
dx+dtVffh      dx'-diVgh  dtVgh  dtV  gi 


\\e  es  sein  niuss. 

§.  12.  Man  kennt  die  Werthe  von  F'ia-^-i)  und  von  f'{ — z), 
50  lange  xJia  ist;   ferner  die  von  F'(2a+z)  und  von  f'{ — a  — i), 

Xm     S«     iV»  / 

Die  Zeit  einer  Oscillation  verhält  sich  zur  Zeit  des  Falls  eines 
Korpers  von  der  Hohe  »  ^le  2a:  1,  nicht  aber  wie  2a :A. 

§.  13.  Ebenso,  ivie  im  vorigen  Paragraphen,  sind  hier  F'z 
ind  f{a-'\)  durch  den  Initialzustand  der  tonenden  Luftsfiule  ge- 

gegeben,  so  lange  z^a  ist. 

§.  14.  Wenn  man  för  z  eine  positive  Grosse  setzt,  welche 
^a  ist,  so  werden  die  Functionen  F'(a:+<V^)  und  fix—t^gh) 
i«r  reelle  Werthe  haben,  so  lange  man  xJttV^=z  hat 

$.  16.  Ceber  die  Lage  der  reflectirten  Schallwellen  gegen 
lie  ursprunglichen  entscheiden  die  Formeln  fiir  die  entsprechen- 
len  Abscissen 

x=:2a  — I  — «V^ 
md 

lichts  wegen  des  zwischen  0  und  a  veränderlichen  Werthes  von  i. 
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Entwarf  einer  neuen  Theorie  der  elliptischen  Integrale. 

Von 

Herrn  Doctor  A.  ff^eiler, 

Lehrer  der   Mathematik   an   der  höheren  Burgcrtchiile   la  Mann  hei«. 


§.  1. 

Um  daa  elliptische  Integral  der  ersten  Art: 


f 


worin  der  Modulus  e  und  die  Amplitade  ^  beide  zwischen  0  ond 
1  angenommen  sind,  zu  berechnen,  bedient  man  sich  bekanntttch 
der  Gleichung: 


(a) 


tgt/;i  =  — ; — hiT»    worin    Vet  = 

®^*      e|-|-cos2^'  *  e 


ist.  An  die  Stelle  Fon  ^  fährt  man  die  neue  Veränderliehe  ^i  in 
die  Funktion  F(el  ^)  ein,  und  man  erhält  die  Crleichung: 

F(e,t/;)=^^.F(e|,if;i). 

0er  neue  Modulus  e,  ist  <«.  Indem  man  dieselbe  TransforroatioD 
wiederholt  in  Anwendung  bringt,  gelangt  man  sehr  bald  zu  eiDen 
Modulus,  welcher  nur  wenig  von  Null  verschieden  ist  Setzt  man 
aber  den  durch  die  nmaiige  Transformation  erhaltenen  Modulus 
6ii=0,   so  entsteht,  da  dann  F(eii,  ^i9)=:^ii  ist,   die  Gleichung 

#»  (e,  tlf)  =  — 2 2 — ' — 2~^"" — 2 — *"* 

Dies  Verfahren  fördert  sehr  schnell.  Mit  Recht  hat  man  den» 
selben  vor  jedem  andern  Verfahren  den  Vorzug  gegeben,  welches 
zur  Berechn&ug  der  Funktion  F(e,  t^)  aufgestellt  worden  ist 
Man   setzt   vortheilhaft   «=:sino,    «|=sina|  u.  s.  w.     Denn 
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erhält  dann,  am  die  aof  einander  folgenden  Amplitoden  and  Mo- 
dalen zu  berechnen,  die  Gleichungen: 

(a)  tg(^i— ^)=co8a.tg^,    «■in«i=tg*g- 

Ferner  hat  man  die  Gleichung: 

1  ^11 

cos's .  cos*-j .  cos*«- ....  cos*— s— 


8-2. 

Dasselbe  Verfahren   in   der  Anwendung  auf  die  elliptischen 
Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art: 

ß      rfi(;Vl-c«sinV=  E(e,  *), 

»nocoso.  V  1  — 6*sin'o,  1      « »  .  m — ;-=— . 77==== 

^       ^  ^  J      l  —  «"sin V sin>  VI— ff^i 


sini, 

o 


ff*8in*^ 


ffihrt  zu  Weitläuftigkeiten.  Man  hat  sich  veranlasst  gesehen ,  an- 
deren Wegen  nachzuforschen,  auf  welchen  man  zu  den  Zahlen- 
werthen  der  Funktionen  E(e,  ^)  un8  n{e,  g>,  ^)  gelangen  kOnnte. 

Da  zur  Berechnung  von  F{e,  ^)  ein  Verfahren  gegeben  war, 
welches  Nichts  zu  wfinschen  flbrig  iSsst«  so  hat  man  sich  die 
Aufgabe  gestellt,  die  elliptischen  Integrale  der  zweiten  und  drit- 
ten Art  £J(e,  if;}  und  n(e,(p,ilf)  nicht  mehr  als  Funktionen  von 
e,  9,  1(^9  sondern  als  Funktionen  von  e,  F(e,  9?),  F(e,  if;)  aufzu- 
fassen. Die  Umkehrung  der  Funktion  F(e,ilf),  wodurch  nämlich 
die  Amplitude  ^  als  Funktion  von  F{e,f\f)  dargestellt  wird,  bil- 
det die  Grundlage  zu  diesen  Untersuchungen.  Durch  eine  sehr 
kunstvolle  Analysis  hat  Jacob i  Reihenentwicklungen  f&r  die  ellip- 
tischen Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art  aufgestellt,  welche 
in  Rücksicht  auf  Einfachheit  und  auf  Convergenz  Alles  übertref- 
fen, was  vorher  in  dieser  Absicht  geleistet  war. 

Wenn  ich  aiich  mit  Anderen  die  Bewunderung  für  den  scho- 
nen Erfolg  der  Ja cobi* sehen  Entwicklungen  theile,  so  hat  es 
mir  doch  stets  widerstrebt,  eine  so  weit  ausholende  und  so  kunst- 
volle Rechnung  durchzuRlhren ,  um  ein  so  nahe  liegendes  Ziel  zu 
erreichen,  wie  es  nach  meinem  Dafürhalten  die  Berechnung  der 
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elliptischen  Integrale  Ut.  Es  konnte  die  Ueberzeugung  In  mk 
nicht  aufkommen^  dass  es  nicht  noch  einen  andern  Weg  gebt^ 
welcher  die  elliptischen'  Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art 
E{e,f^f)  und  17(69  9>,i^)  unmittelbar  als  Funktionen  von  e,  9»«  t 
darstellend  zu  wenigstens  annähernd  eben  so  einfachen  Resnltt- 
ten  führe.  Nachdem  ich  manchen  mühevollen  Weg  verfelgt  hatten 
der  mich  mehr  oder  weniger  von  meinem  Ziele  abzog ,  griff  ich 
erst  spät  zu  dem  geeigneten  Mittel.  Ich  hatte  dasselbe  bor  darum 
lange  Zeit  unbenutzt  gelassen»  weil  es  näher  liegt  als  zu  erwar* 
ten  war.  Die  Resultate,  wozu  mich  meine  Untersuchungen  über 
einen  so  vielfach '  behandelten  Gegenstand  gefilhrt  haben,  sind 
meines  Wissens  neu,  und  ich  denke,  auch  der  Mittheilung  nicht 
unwertb.  Ein  guter  Ausgangspunkt  fiir  die  Vergleichung  mit  den 
Jacobi' sehen  Resultaten  ist  durch  dei^  Umstand  gegeben,  dass 
diejenigen  Bestandtheile,  in  ivelche  die  elliptischen  Integrale  der 
zweiten  und  dritten  Art  E{e,^)  und  II{e,q>»f\i)  auf  den  Gmod 
der  Jacobi 'sehen  Theorie  hin  aus  einander  fallen,  in  ähnlichfr 
Gestalt  in  den  von  mir  aufgefundenen  Resultaten  sich  vorfinden» 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dieselben  nicht  mehr  als  Funk- 
tionen von  F(e,  tp)  und  fXe»  if/),  sondern  als  Funktionen  von  9  und 
1/;  sich  darstellen. 


§.  3. 

» 

Mehl  Verfahren  gründet  sich  auf  den  Gebrauch  der  TraBS* 
formation  ^ 


1-V^l-eV                  .        I  — VT:^ 
(b)     Veiyi= -~ — — ,   worin   Vei= 

ist.    Man  erhält  dadurch  die  Gleichung: 

V(l-y»)(l-ijV)  *  V(l -y,«) (1  - e^^y{^ ' 

Wenn  man  y=ssin^  und  yi=6in^|    setzt,    so  eotsleht  durch 
die  Integration: 

was  sich  leicht  mit  dem  obigen  Resultat  des  §.  1.  vergteiehen  lisit 

Der  Modulus  erleidet,  wie  man  siebt,  ganz  dieftelbe  Aande- 
rung,  wie  durch  die  dort  erwähnte  Transformation.    Dagegen  hat 

l-fei 

die  transformirte  Funktion  nun  nicht  den  Faktor  — ^ — »    sondert 

den  doppelten  Faktor  1  +  ^i*    Andererseits  wächst  hier  di« 
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n 


Amplitade  ^|  von  0  bis   s*    gleichzeitig   mit  der  ursprGDglichen 

Amplitude.  ^»  während  eben  diese  Aenderang  von  ^  für  die  Am- 
plitade V^i  vorhin  den  doppelten  Zuwachs  von  0  bis  n  ergab. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  beiden  Transfor- 
mationen (a)  und  (b) ,  welcher  ganz  besonders  in  Betracht  kommt, 
besteht  darin,  dass  die  letztere  nicht  so  wie  die  erstere  nur  dann 
zulässig  ist,  wenn  y  zwischen  0  und  l  liegt,    so  dass  jederzeit 

iy  =  6in^  gesetzt  werden  kanm    Die  Amplitude  y  darf  Jiier  auch 

1 

zwischen  1  und  -  gedacht  werden.  Der  Umstand,  dass  die  letz- 
tere Transformation  der  Amplitude  einen  grosseren  Spielraum 
gestattet,  lässt  eine  weitere  Reduktion  des  Hodulns  zu,  welche 
fifr  die  Convergenz  der  Reihenentwicklungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Man  bemerke  zunächst,  dass  derModulus  e  durch  die  beiden 
Transformationen  In  einem  um  so  grosseren  Verhältnisse  abnimmt, 

je  kleiner  sein  Werth  ist,   und  dass  derselbe  nur  langsam  sich 

n 
lodert,  wenn  y  nahe  bei  l  oder  a  nahe  bei  k-  liegt    In  der  That 

hat  man  fär  die  beiden  auf  einander  folgenden  Winkel  a  und  «i 
das  Verhältniss: 


sm  o       sm 


. 2  cos'ö 
a  2 


sina.        ^  m^    '       .  tt 

was  für  a  =  0  den  Werth  oo  annimmt;    f&r  asö-aber  den  Werth 
1,  so  dass  also  in  dem  letzterep  Falle  a^=rft  ist. 

Man  betrachte  nun  die  Gleichung,   wodurch  man  bekanntlich 

die  Amplitude,  wenn  sie  zwischen  1  und  -  liegt,  auf  eine  andere 

swischen  0  und  1  zurückführt,  um  alsdann  die  Transformation  (a) 
in  Anwendung  bringen  zu  können.  Man  gebraucht  dazu  die  Gleichung : 

(c)  1  — ey=c*x*,    worin  c=  Vi — e\ 

Anstatt  y  f&hrt  man  die  neue  Veränderliche  x  in  das  elUptische 
lnt^;ral  ein,  und  man  erhält  die  Gleichung: 

dy — ifcr 

V-a-y^ÖT-^^^V)  ""  V(l-a:«)(l-^c«a;«)' 

Anstatt  y'=^\  und  y  =  -  ergeben  sich  in  der  That  die  neuen  Inte- 
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gratioDsgreiizeu  a;=:l  und  a;=0.  lodem  man  aber  so  die  Anpli- 
tude  y  in  der  angegebenen  Weise  umwandelt,  erföhrt  zagleich  der 
Modulus  eine  Aenderung.    Anstatt  des  Modulus  e=sina  erUt 

man  den  neuen  Modulus  c=  V  1  — «*  =  cos  er. 

Da  nun  die  Transformation  (b)  auch  diejenige  Amplitude  | 
zulässt,  welche  zwischen  1  und  -  liegt,  so  wird  hier  die  Traut- 

formation  (c)  in  der  angegebenen  Absiebt  entbehclich.  Man  wird 
aber  doch  Gebrauch  davon  machen »    um  den  Winkel  a,   welcher 

IC 

jedenfalls  zwischen  0  und   q    gedacht    werden   muss,    wenn  die 

Berechnung  des  elliptischen  Integrds  auf  die  Transformation  (a) 
gegründet  ist,    durch  einen  andern  Winkel  zu  ersetzen,   welcher 

zwischen  0  und  -r  liegt  Aus  den  angegebenen  Rficksichtea  er- 
hellet, dass  die  Gonvergen^s  der  Reihenentwicklungen  durch  diwe 
Reduktion  des  Hodulus  wesentlich  gefördert  wird. 

Auch   die  Transformation  (b)  zieht  aus  der  Einfthrung-  von 

trigonometrischen   Funktionen  grossen   Gewinn.  Ich    setze  hier 

^  =  sint|>,  ^i.Vi  =  si°^i*  «  =  sina,  «|  =sina|,  und  ich  behalte 
die  beiden  Gleichungen: 

(b)  8in^i=tg^tg^  und   8in«i=tg«|. 

Darin  Ist,  wie  schon  erwähnt,  a  jederzeit  zwischen  0  und  ?  an- 
genommen ;  der  Winkel  ^  aber,  weil  y  zwischen  0  und  -  liegee 
soll,  liegt  zwischen  den  Grenzen  0  und  ^. 


§.  4. 

So  lange  y  zwischen  0  und  -  liegt,  hat  die  GrOsse  Vi— <y 

einen  reellen  positiven  Werth.    Die  Grosse  V^l — y*  dag^^  ist 
nur  so  lange  reell,  als  y  <  I  gedacht  wird.    Wenn  y^\  ist,  ao 

hat  dieselbe  den  Faktor  V^— l.    Dies  verlangt,  dass   man  in  ^v 
Integralform 


/ 


dy 


V7T^*)(i-cV) 
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e  Amplitudeo  zwischen  0  ond  1  fod  den  swischen  1  ond  -  He- 

3iiden  trenne.  Um  in  den  beiden  Fällen  denselben  Ausgangs- 
inkt (lir  die  Veränderliche  y  zn  haben,  schreibe  ich  das  ellipti- 
;he  Integral  der  ersten  Art  in  der  Form : 


/ 


dy  „ 


o  lange  ty  <  i  ist,  stellt  dasselbe  einen  reellen  positiven  Werth 
>r.    FQr  den  andern  Fall  ^>  1  hat  man,  wenn 

ssetzt  wird,  jedesmal  einen  positiven  Werth  F(e,y),  verbunden 
M  dem  Faktor  V^. 

Ebenso  bin  Ich  veranlasst,  den  elliptischen  Integralen  der 
^reiten  und  dritten  Art  jedesmal  die  obere  Integrationsgrenze 
= 1  zu  geben. 


$•  5.. 

Indem  ich  die  Transformation  (b)  wiederholt  in  Anwendung 
ringe,  gelange  ich  zn  Reihenentwicklungen,  welche  för  die  ellip- 
schen Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art  eben  so  vortheilhaft 
ich  gestalten,  als  für  das  der  ersten  Art  Man  gelangt  zu  die- 
en  Entwicklungen  auf  verschiedenen  Wegen.  Es  finden  sich 
erschieden e  Ausgangspunkte  der  Rechnung,  und  ich  habe  mich  über 
ie  Wahl  des  einzuschlagenden  Weges  noch  nicht  einigen  kennen, 
lesshalb  habe  ich  geglaubt,  vorerst  nur  die  Resultate  mittheilen  zu 
flrfen«  Es  mochte  übrigens  flir  den  Leser  keine  besonderen 
Schwierigkeiten  haben,  dieselben  auf  dem  einen  oder  auf  dem 
ndem  Wege  zu  erlangen,  da  nun  die  Transformation  (b)  gege- 
ea  ist,  welche  bei  dieser  Unternehmung  als  Leitfaden  dienen  soll. 

• 

In  den  nachfolgenden  Blättern  soll  untersucht  werden,  was 
idne  Resultate  in  der  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  lei- 
ten.  Insbesondere  war  ich  bemuht,' die  Convergenz  der  Reiben 
bzuschätzen.  Das  Verfahren,  welches  zu  den  Zahlenresultaten 
Ibrt,  glaubte  ich  durch  verschiedene  Beispiele  erläutern  zu  mfis- 
en«  Diejenigen  Gleichungen,  deren  Entwicklung  «nicht  beigefiigt 
it,  habe  ich  mit  romischen  Ziffern  bezeichnet  Ich  habe  andere 
Heichungen  daraus  abgeleitet,  aber  den  Weg  genauer  angegeben. 
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welcher  da^u  fOhrt.    Den  letzteren  GletchuDgen  sind  gewohDlicb 
Ziffern  beigeffigt. 

§.  Ö. 

Man  bezeichnet  das  elliptische  Integral  der  ersten  Art,  m 
lange  der  Modulns  e  keine  Aenderung  erleidet,  kürzer  darch  #\jr). 
Ich  schreibe  desshalb: 


/ 


y 
and  ich  erhalte  den  Werth: 


l       P^      dv 


Femer  ist  sin  tf;  =  e^  und  stn  o  =  e.  Die  Berechnung  Ton  F{y) 
kommt  demnach  zurück  auf  die  Berechnung  der  Funktion  ^). 
Diese  iisst  sich  in  einer  Fisktorenreihe  entwickeln«    E«  ist; 

f(lp)=:COS*n' •  cos*^ .  cos*^.  cos*^ .... 

Zur  Bestimmung  der  aAf  einander  folgenden  Werthe  ^  und  a  Ittt 
man  die  Gleichungen: 

sin^i  =  tgjtg2»      8inai=tg«^, 


sin^acrrtg-^tgy,     sini%=:tg^> 

sin  ^  =  tg  ^tg-^ ,     sin  0^  =:  tg«^, 

u.    s.    w. 

Man  ersieht  daraus,    wenn  ^=:a,   dass  auch  t^=on.    Ferner 
folgt,  dass  ^%<,  oder  '^Un»  jenachdem  tf'<  oder  >a  ist. 

Der  Werth  e(^)  liegt  in  allen  Fällen  zwischen  0  und  1.  Maa 
hat  e(0)  =  l,  und  wenn  '^  zunimmt,  so  nimmt  der  Werth  ^^)  ab. 
Es  ist  also  €('V^)>€(o),  wenn  tf;<o,  und  8(if^)<t(a),  wenn  ^>ff 
angenommen  wird. 

Man  konnte  übrigens  auch  einfacher  z^t/nS-T — ^  setiei, 

ff  er) 
was  gleichbedcintend  ist  mit  dem  obigen  Werthe  z=^.-r-^y 

darin  nur  die  n  ersten  Faktoren  von  €(^)  in  Betracht 
Denn  man  hat  die  identische  Gleichung: 
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I 


C08*s  •  CO«*;^  ....  C08*-Q- 
1.  ^11=^ 


C08*5- .  C08*^....C08'  -"ö — 

flin  4ij 

Der  Ausdruck  —; — -  ist  aber  fär  die  BerecbnaDir  von  z  unee- 

sincfii  ^  ° 

eignet,  da  derselbe  für  ein  hinreichend  grosses  n  die  Gestalt  j| 

anivimnit.    Man  konnte  aber  den  Werth  z  noch  auf  andere  Weise 
berechnen.    Denn  man  hat  auch  die  identische  Gleichung : 

9  V^l — y«*  __  VI  — y*    sec^|Sec^y^....secifa 

y«      ""      y     '     •?    •&        o«ii-i" 

^  ^  COS^COS*^  ^..  C0S«-5- 

Endlich  findet  man  auch  die  Gleichung: 


Vl  +  y. 


=Vlff*(r+?)'«(M')-'.(f+¥> 

Fflr  y  =  1  oder  ^  =  a  ist  auch  z=].  Ferner  findet  sich  z<  oder 
>  1 ,  je  nachdem  y  <  oder  >  1  ist.  In  dem  ersteren  Falle  kann 
man  schreiben: 

4.  #Xjf)=^arccosx. 

Setzt  man  9=0,  so  geht  dies  fiber  in: 

In  dem  andern  Falle  hat  man,  wenn  Vi — y*=  V-^.  Vy*— I 
gesetzt  wird  5 

Ha»  setze  noch  sioa»=:-  =  '----r\»  und  man  behSit: 

V"— I  C0 

6.  fl(Sf)=-^^./cot^. 


416  Weiler:    Entwurf  etur  neuem  Theorie 


5-7. 

Die  drei  ersten  Faktoren  der  Entwicklang  e(^)  aiod  jederzeit 
hinreichend,  um  den  Werth  F{y)  auf  mindestens  nenn  Dezimal- 
sellen  genau  herzustellen.  «Es  seien  Beispiels  halber  die  beides 

Wertbe  «(n^)  und  '(t)  zu  berechnen ,  wobei  a=T-    angenom- 
men ist    Ich  schreibe  desshalb  die  folgenden  Werthe  nieder: 

logtg450  s=o 

•f  logtg2203P'  =  9.6172243  =  log8in24028'  11,28''  =  logsin^i 

2logtg22<»3(K  ==9,2344486 siegeln  9<»52' 45,44'' =  logsiDa^ 

log  tg  120 14'   5,64'' =9,3361600 
+logtg  4O66'22,72"=8,9366510 

8,2728010  =  log  sin  10  4' 25,91''  =  log  sn«^ 
2logtg  4O66'22,72"=7,8733030  =  logsin     26'40,75''  =  logsiDi%. 

Nachdem  man  so  die  vier  Winkel  ^ ,  fp^,  Og ,  i%  bestimmt  hat, 
schreibt  man  weiter: 

Iogco8*45o  =9,6980700 

+  log  cos«  120 14'  5,64''=  9,9800442 
-I-  logcos«      32'  12,95"  =  9,9999619 


>og«(f)=0» 


6789761  - 1 


logcos'22030'  =9,9312306 

^logcos«  4056'22,72"  =  9,9967680 
-f  log  cos«      12'50,37"  =  9,9999940 


loge(j)=0. 


9279926-1. 


Die  siebente  DeElmalstelle  in  den  hier  berechneten  Werthen  ist 
nur  desshalb  uuEuverlässig,  weil  die  Logarithmentafel,  deren  ich 
mich  bedient  habe,  überhaupt  nur  sieben  Deximalstellen  enthilt 

Es  fragt  sich  nun,  welche  Äenderung  der  Werth  F(g)  erftttt, 
wenn  man  eu  den  drei  ersten  Faktoren  der  Entwicklong  €(^)  das 
vierten  Faktor  binzufiigt  Da  die  Aendening  von  z  nor  klein  isl^ 
so  kann  man  die  Aendening  von  F(y)  darstellen  durch  die  Gleiciia»g: 
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Nun  ist  aber  ^dz=z(\^ H.)    „nd   I=?!?^^    Desshalb 

^^3/  810  «8 


cod''  ^ 


I      sin  if^a  (cos«  Y  "~  «>*  ö) 
^^**^    cos^l^Vsin^aa-sin^;, 

Da  ferner  cos*-^  — co8*^=:8in*-ö---8iö*-o-;    und    da    wegen  der 

Kleinheit  von  1^3  ond  1%  der  Faktor  co8^=l  und  8in-^=i8ino8 

und  sin -^zzisinips  gesetzt  werden  können,  so  kann  man  endlich 
auch   schreiben : 

,     .sin  tfta  V^sin«g, — sin^s 

^^^) 47^(5) • 

In  dem  obigen  Beispiel,  wo  ^=5-  und  a=T     angenommen 

ist,  findet  man  ^3=7,2''  und  a,=2,9'';  oder,  in  Theilen  des  Halb- 
messers l  ausgedrückt,  annähernd  ^9=0,000035  und  «3=0,000014. 
Wenn  dies  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  wird,  so  erhält  man: 

^F(y)  =  0,000  000  000  3.  V^-l. 

Man  sieht  aber  ein,  dass  die  Aenderung  ^F{y)  am  grössten  ist, 
wenn  ^  und  o  beide  ihren  grössten  Werth  erhalten,   oder  wenn 

<^=:^  und  €ir=j*     Daraus   folgt,    dass  der  Werth  F{y)  in  allen 

Fällen  auf  mindestens  neun  Dezimalstellen  genau  berechnet  wird, 
wenn  man  sich  auf  die  drei  ersten  Faktoren  der  Funktion  e(t()) 
beschränkt. 

§.  8. 

Die  elliptischen  Integrale  der  zweiten  und  dritten  Art  schreibe 
ich  in  einer  von  der  gewühnlichen  etwas  abweichenden  Form  an. 
ich  glaubte  dieselbe  so  einrichten  zu  miissen,  dass  man  zu  der 
rauglichst  einfachen  Reihenentwicklung  gelangt.  Indem  ich  von 
der  gebräuchlichen  Form  ausging,  fand  ich,  dass  gewisse  Glie- 
der der  entsprechenden  Reihenentwicklung  mit  derselben  sich 
vereinigen  lassen.  Durch  die  Vereinigung  ergaben  sich  andere 
Formen,  welche  anf  den  Grund  der  von  mir  aufgestellten  Reihen- 
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entwiciciungen  hin  als  die  Grundformen  der  elliptischen  Intefi^rale 
der  zweiten  und  dritten  Art  angesehen  werden  dürften. 

Das  elliptische  Integral  der  zweiten  Art  schreibe  ich  in  der 
Form: 


/'  '^V.i^ =«(.>• 


Der  Zahlenwertb  Ist  reell  und  positiv ,  wenn  ^<1;    dagegen  bat 

man  einen  negativen  Werth ,  verbunden'  mit  dem  Faktor  V^l, 
wenn  ^  >  1  angenommen  wird.  Zur  Bestimmung  von  G(f/)  er- 
halte ich  die  Gleichung: 


II.  G(y)  +  co8a.K«).fX,)==:^-?^ 

iß 

Darin*  Ist  wieder   8in^=6y   und  sina=:e.     Die  Funktion  6(9) 
ist  demnach  zurfickgefShrt  auf  die  Funktion  ^^).    Man  hat  aber: 

2  4  2« 

J(^)  =  — 1 ; ; ....+ 

*^  •  f  ^ä^a  >lt-  AAa  «!■-  ^Ac  «11-  " 


COS  4/1       cos  ^1  cos  ^       ""  '  COS^t^<^^^l*'**COSl(%' 

worin  die  auf  einander  folgenden  Winkel  ^  gleichbedeutend  siod 
mit  den  vorhin  fär  die  Reihenentwicklung  von  e(tfr)  berechneteo. 
Die  Glieder  der  Reihe  sind  alle  mit  dem  negativen  Zeichen  be- 
haftet,  ausgenommen  das  letzte  Glied,  welches  das  positive  Zeicbeo 
hat  Die  Wahl  des  letzten  Gliedes  hängt  davon  ab ,  dass  cos^»^i = 1 
gesetzt  werden  kann. 

Der  Werth  £(^)  liegt  jederzeit  zwischen   1  und  %    Man  btt 
{(0)  =  1 ;   und  bei  wachsendem  ^  nimmt  auch  der  Werth  JX^)  la. 


§.9. 
Die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe  £(^)  sind  in  allen  FSUeo 

Vi— V* 

hinreichend  9  uro  den  Zahlenwertb  der  Grosse 'M)  ^^ 

iß 

mindestens  acht  Dezimalstellen  genau  herzustellen»  so  dass  also, 
wenn  nicht  eine  noch  grCssere  Genauigkeit  verlangt  wird ,  jederzeit 

2  4 


COS^l        COSlf/|  COBij}^ 

gesetzt  werden  kann.. 
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■ 

Es  seien  nun  Beispiels  halber  die  Werlhe  {[(a  )^n<^  Hiy 


n 


zu  berechnen,  wobei  wieder  a  =  j  angenommen  ist.  Man 
schreibe   desshalb : 

—  log COS24028'  11,28"  =  0,0408728  =  log  1,098684 

—  log  cos  1«  A'  25,91"  =  0,0000763 

0,0409491  =  log  1,098877. 

Folglich  t  f  J)  =  -  1  -2,197368 

-f  4,395508 

=1,198140 

—  log  cos  9052'  45,44"  =:  0,0064882  =  log  1 ,0150532 

—  log  cos      25'  40,75"  =  0,0000122 

0,0065004  =  log  1,0150795. 
Folglich  ?(j)=r- 1-2,0301064 

+  4,0603180 

=  1~0302116. 

Wollte  man  das  vierte  Glied  der  Reihe  noch  in  die  Rechnung 
bringen,  so  wfirde  zu  dem  oben  angeschriebenen  einfacheren  Aus- 
druck hinsukommen: 

8      8 8(1— costf^s) 

cos  ^1  cos  tf;«  cos i|;i  cos '^ cos ^   cos t^  cos  '^^ cos^s 

16sin«^ 


cos  ^i  cos  ^2  cos  ^ 
Daraus  folgt  weiter,  dass: 


._.^s 


^:?L£_-l3?!.t(^)=:?li^3C. 


y         ^^^'  y  cosif/icostf/acostf^s 

Nun  darf  man   aber  wegen  2.  des  §•  6.  die   folgende  Gleichung 
anschreiben : 

Vi— y«  1 €(«).Vsin«as— sin«»» 

y        '  cos  ^1  cos  tf/)  cos  ^  sin  tp^ 

Da  femer  annähernd  2 sin  ^=sin^8  gesetzt  werden  kann,  so  er- 
hält man  den  Werth: 

28* 


b. 
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^        ^^  :j(i(;)  =  4c(«).sint(;a  Vfiin*«5-sin«^s- 


n 


Dieser  Zuwachs  zeigt  sich  am  grussteii,  wenn  ^  =  0  "^^  ^^7 
ist.    Da  dann  t/zg  =0,000035  und  a,  =  0,000014  ist,  so  ergiebt sich : 

^  ilrzyl^^^)  =0.000  000  004.  V^. 

Man   siebt  also,    dass    man    den  Wertb    ^-K^)    *n   allen 

y 

Fällen  auf  mindestens  acht  Dezimalstellen  genau  berechnet,  wenn 
man  sieb  in  der  Entwicklung  von  I;(tfi)  auf  die  drei  ersten  Glieder 
beschränkt. 

§.  10. 
Wenn  man  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  in  der  Form 

»         ^       dS 


/ 


anschreibt  und  dann  die  vier  Intervalle  unterscheidet,  welche  zwiscbeo 
den  fünf  Grenzwerthen   —00,  0,  1,  -^y  -f  ^  liegen,  so  iSsstsich 

der  Wertb  p  bekanntlich  in  zweien  von  diesen  vier  Intervallen 
unterbringen.  Es  lassen  sich  nämlich  die  Wertb e  p  des  zweiten 
und  vierten  Intervalls  und  ebenso  auch  die  Werthe  p  des  ersten 
und  dritten  Intervalls  in  einander  fiberfuhren.  Man  bedient  sich 
in  dieser  Absicht  der  Gleichung: 


C '  (    y^     4.  l-eV  \dy 4/(I-x»)(l-el^ 


.V 

worin  abkflrzend  gesetzt  worden  ist: 


-y  V  (l_;F«)(l_eV)" 


In  der  That  liegt,  wenn  x^  zwischen  0  und  1,  also  in  dem  swei- 
ten  Intervall  gedacht  wird,  der  Wertb  .._  ^.  ^  zwischen  -j  wA 
x>  oder  in  dem  vierten  Intervall;    und  wenn  o:*  zwischen  1  xaA 
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-^  oder  in  dem  dritten  Intervall  angenommen  wird,  so  liegt  der 
Werth  ji jr-j  zwischen  —  oo  und  0  oder  in  dem  ersten  Intervall. 

Die  Grösse'  Vp  ^ird  der  Parameter  des  elliptischen  Integrals 
der  dritten  Art  genannt.    Der  Parameter  kann  also  ebenso   wie 

die  Amplitude  jederzeit  in  die  Grenzen  0  und  -  hineingezogen 
werden.    Man  wird  aber  noch  die  beiden  Intervalle  unterscheiden» 

r 

welche  durch  die  drei  Grenzwerthe  0,  1  >  -  bestimmt  sind.  Wenn 

e 

die  Amplitude  und  der  Parameter  beide  idemselben  Intervall  an- 
gehören,  so  mugen  sie  gleichartig  heissen;  in  dem  andern  Falle 
ungleichartig.  In  dem  letzteren  Falle  bedarf  die  obige  Reduktions- 
gleichung einer  Aenderung,  damit  sie  in  reeller  Form  dastehe. 
Man  hat  dann: 

und  man  muss  desshalb  schreiben: 

i/ j-^  =  —  V  — 1  arc  tgl. 

Auch  die  Reihenentwicklung  des  elliptischen  Integrals  der  drit- 
ten Art  gestaltet  sich  verschiedenartig,  je  nachdem  die  Amplitude 
und  der  Parameter  gleichartig  oder  ungleichartig  sind. 


J      ^•-y**  V(l-:y*)(l-6*y*)~^  '  •^^' 


§.  11. 
Ich  schreibe  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  in  der  Form : 

V(l— a:»)(l  — e*a:*) 

y 

1 

worin  x  ebenso  wie  y  zwischen  den  Grenzen  0  und  -  angenom- 

e 

men  ist.    Wenn   die  Amplitude  und  der  Parameter  ungleichartig 

sind,  so  hat  die  Grösse  H(x,y)  den  Faktor  V^ — 1.  Der  andere 
Faktor  ist  positiv,  wenn  y^l,  und  negativ,  wenn  ^<1  ist.  Wenn 
X  und  y  ungleichartig  sind,  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Inte- 
grals die  Gleichung : 
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worin  sin  q>'=zex  und  wie  bisher  sin  ^z^ey  ist  Za  den  biskoi- 
gen  Funktionen  f(t|/)  ond  £(9)  kommt  also  noch  die  oeoe  Fimk- 
tion  fi((pt  "iff)  hinzu«    Es  ist: 

/         .\  A    ^      0         A_^COS^  ^COSQPiCOSffi« 

«(m,  ^)=:— arctgf-2arctg< ^  — 4arctgl  -^-~ r^— ^.. 

l\^»  -r/  •©  e     cOS^i  ®    COSlI^COS^ 

+  2-arctRl^21S5i?i^ir.£2?9L% 
o  cosif;|eo8^9....G08^ii 

worin    abkürzend   —  V  ? ^  =  <  gesetzt  worden ,    und  die  auf 

einander  folgenden  Winkel  g>  ganz  ebenso  aus  einander  herzuleiten 
sind^  wie  dies  vorhin  mit  den  auf  einander  folgenden  Winkeln  ^ 
geschehen  ist.  Alle  Glieder  der  Reihe  sind  mit  dem  negativen 
Zeichen  behaftet»  ausgenommen  das  letzte  Glied,  welches  das 
positive  Zeichen  hat  Die  Reihe  wird  aber  jedesmal  dann  abia- 
brechen  sein,  wenn  q>n'\-i  und  if/a^-i  so  klein  geworden  sind,  das» 
cos  9114.1  =  1  und  cos^ii4-i  =  I  gesetzt  werden  darf.  Noch  ist  za 
bemerken,  wenn  x  der  Einheit  nahe  kommt,  dass  dasselbe  daan 
doch  in  einem  solchen  Abstand  von  1  gedacht  werden  muss,  das« 


\f- 


V*  —  1 

Y^ — 2  =  0  ^^^>  '®  '*^'^  ^"  ^'^  Stelle  von  y  die  untere  In- 
tegrationsgrenze ^  =  1  tritt  Denn  nur  so  bleibt  die  obige  Reihen- 
entwicklung 17(9»  ^)  richtig. 

Wenn  ^>  1  und  also  ar<l,  so  liegt  der  Werth  17(9»  ^)  jedes- 

7t 

mal  zwischen  0  und  q>     Insbesondere  erhSit  man  1^(0,  ^)=:0  and 
i|(o.  ^)=^<    Wenn  umgekehrt  ^<  1  und  j;>  1  ist,   so  hat  nan 


y   V    1  — x*         y  ^  a:*— l 


zu  setzen,    weil 

\rn:p=V^I.V^^— 1   und   V^l— ^=V^=1.V^^^ 
angenommen  ist   Der  WVrth  i}((p,  ^)  liegt  dann  jedesmal  swiscbea 

0  und  — ä"     Man  erhSit  iy(g>,  0)  =  — «  ""^  i?(V»«')  =  0.     Jedea- 

—  1  1     « 

faUs  aber  hat  man,  weil  arctgl— arctg-r- =  arctgl  +  arctg-=5^ 

ist.    die  Gleichung: 
7.  tj(9,t^)  — iy(^.  <;p)  =  i:.^. 
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worio  aaf  der  rechten  Seite  das  obere  Zeichen  beizabebalten  ist, 
weno  ^>a;  das  untere  Zeichen,  wenn  '4^<a  ist 

Setzt  man  ar  =  0  in  die  Gleichung  III.  ein»  so  hat  man  ehie 
identische  Gleichung.    FOr  y=0  aber  erhält  man: 

Alan  sttze  ferner  x=-  oder  ^=a*  Man  behält,  da  Hl-,  2f)=0 
ist»  die  einfachere  Gleichung: 


—  cosa.t^0./'(3f)=iy^^,  iffj. 


cos« 


Da  al>er  1^(9, 0)= — »    '^^t,  so  geht  dies  fl3r  y=0  Aber  in: 

«•^(j)'XO)  =  f. 

Man  setze  den  Werth  F(0)  aus  5.  in  §.  6.  hier  ein,  und  man  hat: 

9.  cosa.{:^|)  =  c(a). 

Durch  die  Elimination  von  ((»)  v?ird  die  ursprfinglicbe  Gleichung 
umgewandelt  in : 

10.  -«(«).'!(>)  =  i?(f,*). 

Man  erföhrt  daraus,   dass  man,   um  die  Funktion  17(0»  tfi)  zu 

berechnen,  dieselbe  mit  Vortheil  auf  das  elliptische  Integral  der 
ersten  Art  zunlckfuhrt.     Man  wird  dies   benutzen ,  um  auch  die 

Funktion  H{x,  -^  ohne  die  Beihilfe    von  17   durch   die  froheren 

]  n 

Funktionen  e  und  i  auszudrücken.     Denn  für  y=*  oder  ^=0 

hat  man  zunächst: 

Nun    ergiebt  sich   aber  aus   dem   Obigen,    ans  7.   und   10.,    die 
Gleichung : 
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Die  vorige  Gleichung  geht  desshalb  über  in: 

« 

II.    H(x,  !)_->^lzLl!.j(^).FQ==\A=Tg-^^^^ 

§.  12. 

Auch  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe  17(9»  tf;)  sind  hinrei- 
chend, um  einen  Zahlenwerth  zu  erzielen,  worin  mindesten»  acht 
Dezimalstellen  genau  sind,  so  dass  man  also,  uenn  nicht  eine 
noch  grossere  Genauigkeit  verlangt  wird,  zu  der  Berechnung  von 
i7(<p,t^)  jederzeit  der  .einfacheren  Gleichung: 

^  C0S<Pi  C08<Pi  COSCOft 

ii(ffl,  11;)  =  —  arctfi^f— 2arctgf — -^-  +  4arctgf P ^ 

'^^    ^'  ^  ö    cosaf;i  ^   co8t^iCos^9 

sich  bedienen  wfirde. 

Wollte  man  noch  das  vierte  Glied  der  Reihe  berücksichtigen, 
so  würde  der  obige  Werth  17(9»  ^)  den  Zuwachs 

,^,co8y|COsya   ,  p  ^^   .^  .cosyi  cosygcosya 

—  o  arc  tff  t ; —  +  o  arc  ig  t ; : — 

"    cost/;|Cosif;2      •  cosif^icos^cosifis 

erhalten.     Man  kann  annähernd  auch  setzen : 

cos  <P3  —  cos  t/Zj 


Jfj(q>9  if;)  =  8arctg 


l  cos  ipi  cos  if/a  ^®^  ^3  I  ^  ^^*  ^>  ^**®  ^«  ^^*  ^ 

i  cos  (pi  cos  92  C^^  9s  ^^^  ^l  CO^  ^S  CO^  ^ 

Ferner  erhält  man  aus  der  in  dem  §.  6.  gegebenen  Gleichung  2.: 
cos  <pi  cos  q>^  cos  g>^ 


'  cos  tf>|  cos  t^2  costf/s 


sin  95  4  /  ««in^tPs  ~"  si"*«» 

sin  if;3  T    sin^ffj  — sin^^s  * 


Man  setze  dies  in  die  vorige  Gleichung  ein  und  man  erhSit 
annähernd : 

.   ,      ^v      o ^^sin(p8  8int/;3  V(sin«a3  — sinV^)  (sin^t^g— sin«fl|) 

^V(9f  *)  =8arctg ^-^^ =». 

Nun  darf  man  aber  den  kleinen  Bogen  mit  der  Tangente  ve^ 
wechseln.  Man  nehme  ferner  an,  dass  9<«  und  desshalb  ^>a 
sei.     Man* wird  desshalb  schreiben: 

Jf,(V,  tf,)  =  *4^?» .  V"l  - ^r^ .  48in  n>> .  VsioV.-«!»««),. 
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•  /  *     9 

Ani^tatt  de»  ersten  Faktors    .   ^\  1 ^-^  setze  man  seinen 

sin  O)   T  siu^Og 

grossten  Werth  J.    Der  andere  Faktor.  4  sin  ^3.  V  sin^if/s  —  sin*a3 
erreicht  sein  Grösstes,  wenn  '4^=j  und  o=j*     Üa  dann 


1^3=0,000036   und  08  =  0,000014, 

80  findet  man  den  gröbsten  Werth  : 

/l7i{q>,  ^)  =  0,ÜQO  000  002. 

Man  überzeugt  sich  hierdurch,  dass  die  drei  ersten  Glieder  der 
Reihenentwicklung  17 (^,  tfi)  mindestens  acht  Dezimalstellen  genau 
sehen. 


§.  13. 

Wenn  auch  die  in  8.  nnd  11.  gegebenen  Werthe  Ii(x,(f)  und 
ffi^f  'p  ^"^  ^o  lange  gelten,  als  die  Amplitude  und  der  Para- 
meter ungleichartig  sind,  so  bleibt  doch  die  zuvor  gegebene  all- 
gemeinere Gleichung  lU.»  woraus  das  elliptische  Integral  ß(x,y) 
sich  bestimmt,  auch  dann  richtig,  wenn  die  Amplitude  nnd  der 
Parameter  gleichartig  sind.  Die  Funktion  fi(g>,flf)  hat  dann  aber 
eine  imaginäre  Gestalt.  Man  erhält  einen  andern  för  die  Berech- 
nung brauchbaren  Ausdruck  dadurch,  dass  man  die  verschiede- 
nen Glieder  arctg  in  logarithmische  Glieder  umwandelt.  Der 
Ausdruck  lässt  ausserdem  noch  andere  Umwandlungen  zu.  Jacobi 
hat  zuerst  gezeigt,  dass  die  Funktion,  von  welcher  die  Bestim-^ 
mang  des  elliptischen  Integrals  der  dritten  Art  abhängt,  durch 
die  Differenz  zweier  logarithmischen  Grossen  ausgedrückt  werden 
kann,  von  denen  jede  nicht  mehr  Funktion  der  beiden  von  einan- 
der unabhängigen  Grossen  a:  und  y  ist,  sondern  von  einer  einzi- 
gen Veränderlichen,  welche  selbst  aber  als  geschlossene  alge- 
braische Funktion  von  x  und  y  sich  darstellt.  Es  zeigt  sich  diese 
Darstellungsweise  der  Funktion  in  dem  gegenwärtigen  Falle,  wo 
die  Amplitude  und  der  Parameter  gleichartig  angenommen  sind, 
als  die  vortheilhafteste  fiir  die  Berechnung  des  elliptischen  Inte- 
grals der  dritten  Art.  Die  Reihenentwicklung  gestaltet  sich  aber 
einfacher,  wenn  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  in  der  Form 


«•a:lf     \  —  x*J       p  — .v"V     I_y«  -*^^'y^ 
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I e«^« 

angeschrieben  wird,   worin  ;?g=.| ^.  ^  '^^'     Da  auch  hier  wie- 
der or  zwischen  den  Grenzen  0  und  -  gedacht  wird,   ao  liegt  f 

c 

entweder  zwi£>chen  —  od  und  0  oder  zwischen    -s  und  4-  oe.    Weoo 

nicht  X,  sondern  p  gegeben  ist»  so  hat  man  zur  Bestimmung  von 
X  die  Gleichung 


cos<p 


cos 


In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  x  und  y  gleichartig  aDgenommep 
sind,  hat  die  Grösse  K(x,ff)  jederzeit  einen  reellen  Wertb,  wel- 
cher negativ  ist,  wenn  y>l,  und  positiv,  wenn  ^<1  gedacht 
wird.    Zur  Bestimmung  von  K(x,y)  hat  man  die  Gleichung: 

IV.  K(a:,  !,)-^^^.  M  ■  F(,)  =  i/^J=|. 

Die  Werthe  a  und  x  ergeben  sich  aus  den  beiden  Glelchongeo: 

tgtf=cota.tg9>.tg^, 

tgT=tg«V(a:«-l)(y«-I), 

worin  ebenso  wie  bisher  ea;  =  sin^,  e^ssintfi,  esssioo  gesetit 
worden  ist.  Was  nun  aber  die  neue  Funktion  betrifft,  von  wel- 
cher die  Berechnung  der  Funktion  K(x,y)  abhängt,  so  bat  man: 


«i;  tpi  «Üa  tl^ 

^t/l)  =  COS*ir .  cos*^ .  cos'-^  •  cos**-^ 


•  •••  9 


worin  die  auf  einander  folgenden  Winkel  ^  wieder  ebenso  sw 
einander  herzuleiten  sind,  wie  dies  in  den  bisherigen  Rechnun- 
gen geschehen  ist. 

Der  Werth  ^(tp)  liegt  stets  zwischen  0  und  1.  Man  hat 
<^0)  =  1,  und  bei  zunehmendem  t/;  nimmt  der  Werth  ^^)  ab. 
Man  kann  auch  leicht  den  Werth  9(si)  angeben.     Denn  man  hat. 

^(a) = cosV  •  cos*-4^ .  cos^rt"  •  cos**^ .... 

er 
Aus  der  Gleichung  sina|=tg^Ä  ^<nlgt  aber 


cos 


V,      ^  jx       Vcoso 


cos*^ 
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'ao  eliminire  dadurch  die  GrOsse  co8^.  Ebenso  elimioire  man 
ich  die  GrOesen  cog*^ ,  co«"^^  cos**-^....  Dadurch  erhält  man : 

Vcos«    cosai    cos*««  cos^o«  ./ 

^  '        cos«|      cos'o^  cos^otj   cos^a4 

US  der  Bedeutung  der  Grossen  o  und  r  ersieht  man»  dass  die- 
siben  symmetrisch  sind  nach  x  und  y  und  also  keine  Aenderung 
'leiden  9  wenn  x  und  y  gegen  einander  vertauscht  werden.    Die- 

ilbe  Eigenschaft  besitzt  desshälb  auch  die  Funktion  /^.    ,    :> 

Der  Werth  a  ist  in  allen  Fällen  positiv,  der  Werth  r  aber 
ir  so  lange  positiv,  als  x  und  j^  >  1  sind.  Wenn  x  und  y  ^l, 
>  hat  man  zur  Bestimmung  von  r  die  Gleichung: 

tgT=-  tg«  V^fl-j;a)(l-y«) : 

nd  man  erhält  einen  negativen  Werth  t.  Daraus  folgt,  dass 
-|-r  >  6 — T,  wenn  x  und  y  >  1 ;  dass  aber  umgekehrt  tf— T>tf-|-T, 
enn  x  und  ^   <  1   sind.     In  dem  ersteren  Falle  fällt  desshälb 

er  Werth  /^.    ,    .   positiv,  in  dem  andern  Falle  negativ  aus. 

Ausserdem  ergiebt  sich  durch  die  genauere  Untersuchung,  dass 
»wohl  der  Unterschied  o  —  t,  als  auch  die  Summe  tf-fv»  beide 
leichartig  mit  tp  und  ^,  also  beide  >«  oder  <a  sind,  gleich- 
oitig  mit  q>  und  mit  ^.  Mit  ROcksicht  auf  das  Zeichen  von  c 
nd  T  kann  man  desshälb  sagen,  der  Unterschied  o — x  liege 
fets  näher  bei  «  als  die  Summe  o-\-%\  abgesehen  davon,  dass 
ie  beiden  Werthe  gleich  gross  sind ,  wenn  9  s  a  oder  wenn 
^xsa.    Es  folgt  weiter,  dass  der  Unterschied  0 — x  stets  zwischen 

und  o   liegt.    Man  hat  c — r  =  0>    wenn  <p  und  ^  die  Werthe 

und  a,   und  a— -r^tj,    wenn  q>  und  ^  die  Werthe  a  und  ^ 
nnehmen.    FOr  9  =  i(;  findet  man  <r  —  t  =  «.    Die  Summe  tf-f  r 

ber  kann  nicht  allein  über  -^  hinaas  anwachsen,   sondern  auch 

n 
^0  werden.    Man   findet   a-f- ^=  o>  ^^'^'^  ^>"^^'iD^=siha,  und 

n 
-|-r>  -^,  wenn  sin  «p sin ^>  sin«  ist.     Die  Summe  c-\-x  erreicht 

en  grossten  Werth  »  — a,  wenn  T's^zr  und  t^=ö'*  Andererseits 
ndet  man   a  -|-  r  =  0,    wenn  cos^costfi  =5  cosa,    und  <f  -|-  r  <  0, 
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wenn  cos 9  cos '^  >  cos  a  ist.    Für  91=0  und  if;=0  hat   man  den 
kleinsten  Werth   <j-|-r=:— a. 

Wenn  xzzzQ,  so  gebt  die  Gleichung  IV.  in  eine  identiscbe 
über.  Setzt  man  aber  j(=0,  so  behält  man  die  einfachere  Glei- 
chung : 

12.  K(x,  0) - -^^ '«9»)^)  =  0. 

Man  setze  nun  a:=-  oder  9>==o'    ^^^^  >^^  ^^cb  ^^9*  "''^  "'^'' 
bat^  weil  Kl-,  2()  =  0  ist,    die  Gleichung: 

-  ^AI=I  .cos  « .  t(0 .  f Xy)  =  4/  -4^— ^• 

Zur  Bestimmung  von  x  bebält  man  die  Gleichung  tgr=  Vy*— I 
oder  cos  TS  -.    Mit  Rficksicht  auf  die  Gleichung  9.  des  §.  11.  ist: 

13.  -  V— l.«(«).F(y)=  i/ 


»(?+') 


./Jzi) 


Man  erfäbrt   hierdurch,    dass  man,    um  die  Grosse  .     ^         . 

zu  berechnen,    dieselbe  mit  Vortheil  auf  das  elliptische  Int^|;ral 
der    ersten  Art    zurückführt.     Man  benutze   dies,    lim    auch   die 

Funktion  K(x,  -)  ohne  die  Beibilfe  von  ^  durch  e  und  i  auszo- 
drücken.     Man  erhält  zunäcbst  die  Gleichung: 

worin  aber  cosr=—  ist    Dies  geht  nun  über  in: 

X 


14.    K{x,  J)-  ^-^^•f(9>)''Q=  -  ^-\t{it).F{x). 
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Die   Gleichung  13.   zeigt  aach,    dass   man   den   Werth  ^{tc — a) 

1 

durch  die  Funktion  (ausdrucken  kann.    Man  setze  dort  ^  =  ~* 

n 
Daraus   folgt  cos r  =  sin«    oder  t  =  ^  — <<•    Man  behält  desshalb 

die  Gleichung: 

Mit  Rucksiebt  auf  die  Werthe  ^(a)  und  Ff  —  j  des  §.  6.  wird  dies 
umgewandelt  in:  , 


15. 


^(«— «)  =  V  cosa.tg^ö*    worin  8ina)  =  e— r-^. 


§.  14. 

Die  Funktion  '^t}>)  unterscheidet  sich  nur  dadurch  von  der 
Funktion  i{i\f)t  dass  die  Exponenten  der  auf  einander  folgenden 
Faktoren  von^(t^)  die  Glieder  der  geometrischen  Reihe  2^  4,  8,  16.... 
darstellen,  während  dieselben  in  £(t^)  unter  sich  alle  gleich  sind. 
Es  ist  einleuchtend«  dass  aus  diesem  Grunde  die  Convergenz  der 
Reibe  ^{^)  etwas  schwächer  ausfallt,  als  die  der  Reihe  e(t^). 
Es  hat  sich  in  §.  t.  herausgestellt,  dass  der  vierte  Faktor  der 
Entwicklung  e(t/;)  auf  die  neun  ersten  Dezimalen  des  Zahlen  wer- 
thes  keinen  Einfluss  hat.    Die  schwächste  Convergenz  der  Reihe 

ergab  sich  fiir  t};  =  5-  und  a=T--  Unter  den  gleichen  Umstän- 
den konnte  aber  der  Werth  ^(^)  schon  in  der  neunten  Dezimal- 
stelle eine  Aenderung  erleiden.  Denn  der  vierte  Faktor  der  Funk- 
tion ^(t^)  giebt  eine  achtmal  grossere  Correktur,  als  der  vierte 
Faktor  der  Funktion  €(^). 

Es  kommt  aber  noch  ein  anderer  Umstand  in  Betracht ,  wel- 
cher auch  dazu  beiträgt,  die  Convergenz  der  Reihe  ^{^)  abzu- 
schwächen.   Während  nämlich  in  der  Funktion  e(t^)  der  Winkel 

TT 

if;  nicht  über  ^  hinaus  wächst ,  erreicht  derselbe  in  der  Funktion 

^^)  sein  Grosstes  erst  in  dem  Werthe  n;— a.  Es  versteht  sich, 
dass  dann  der  vierte  Faktor  der  Entwicklung  einen  grosseren 
Einfluss  gewinnt. 

Man  berechne  nun  Beispiels  halber  die  beiden  Werthe  ^cj) 


I 
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und  ^\~a)»    wobei  wieder  «  =  j  angenommen  ist.    Die  Wiokd 

«19  «2'  ^i>  %   för   das  erste   Beispiel  sind  schon  in  den  §.7« 

berechnet  worden.    Für  das  zweite  Beispiel  hat  man  i|;|=:^;  urA 
um  tf;^  zu  erhalten,  schreibe  man: 

logtg45o  ,     =0, 

logtg  4056'22,7Sr =8,9366510=  logsin 4067' 30,82^  =  Iog8intr 
Da  nun  alle  Hilfswinkel  bekannt  sind,  schreibe  man  weiter: 

logcos*45o  =  9.6989700 

-h2logcos*I2oi4'  5,64'= 9.9600884 
+4logco««      32'I2,95''=9,9998475 


log*(|)  =9, 


,6589059— 10 


Iogco8>67030'  =9.1656794 

•f2logcos*450  =9.3979400 

+  4  log  cos*  2028'  45.41"=:  9.9967464 

'3: 


'»8*(t) =8»ß603668— 10. 


Durch  die  Berücksichtigung  des  vierten  Faktors  in  der  Entwick- 
lung von  ^if>)  erhalt  man  im  Allgemeinen  den  Zowachs : 

/f 4  Wt) = /cos«^  =  /(l  —  V,«)  =  -  *,*• 

In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  ^=a  und  ^^i  ^ngenomnien  ist, 
hat  man  ^^  =:  0,000030  uKid  desshalb 

J\W('i\,)  =  -  0,000  000  001. 

In  dem    andern  Falle,    wo  ^z^n  —  a  und  tf  =  T  ist,  findet  man 

annähernd  ^3  =  34'^  oder,  in  Theilen  des  Halbmessers  1  ansge- 
drfickt,  ^^9  =  0,00016.    Man  erhSit  desshalb  den  Znwaeh«: 

^4/^(t/;)  =  —  0,000  000  03;  ' 

und  man  sieht,  dass  durch  die  drei  ersten  Faktoren  der  Entviek« 
lung  ^{lii)  hier  immer  noch  die  sieben  ersten  Dezimalstellen  des 
Werthes  \l^{^)  genau   berechnet  werden.     Die  Oonvergens  der 
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Reibe  ist  aber  am  scbvräcbsten ,  wenir  f^:=zn — a  and  ^^=T'    Da 

raus  folgt,  dasa  man  in  jedem  andern  Falle  eine  grossere  Genau 
igkeit  erzielen  würde ,  als  die  zuletzt  erwähnte. 


§.  15. 

Man  fiibre  nun  die  Bezeichnungen  JS(x9y)  und  K{Xfy)  in  die 
Gleichung  ein,  welche  in  dem  §.  10.  für  dte  Reduktion  der  Para- 
meter aufgestellt  worden  ist.    Dieselbe  zeigt  sich  dann  in  der  Form : 

16.  H{x,y)-Kix,y) 

_     sin2i^>.V  1— 3:«-f  8in2y.V  1  —y» 
""'  sin2t^.Vr^'^-«is29?.VT^^ 

Man  wird  sich  derselben  zur  Bestimmung  von  li(x,y)  bedienen, 
wenn  die  Amplitude  und  der  Parameter  gleichartig  sind.    Wenn 

^  4/ ^*  —  1 
dieselben  ungleichartig  sind,  so  setze  man  --  W  yzi — 2  ^^  ^'   ^'"^ 

man  hat  die  Gleichung: 

17.  K(x,y)-mx,y)=->r=i,^ctgt^. 

Daraus  wird  man  für  d^n  zuletzt  genannten  Fall  die  Grosse 
K(x,  y)  bestimmen. 

Für  den  Fall,  dass  die  Amplitude  und  der  Parameter  gleich- 
artig sind,  bat  man  in  dem  §.  13.  die  beiden  Gleichungen: 

.  12.  K{x,  0)  -        ^'^'.SCyj.FCO)  =  0. 

14    K(x.  ^-^^J'^'.ayJ.FQ^-V^.efaj.FW 

aufgestellt.  Um  die  Funktionen  K(x^  0)  und  Ki^x^  -)  zu  bestim- 
men, wenn  die  AmpKtude  und  der  Parameter  ungleichartig  siii4, 
bringe  man  die  Gleichung  17.  in  Verbindung  mit  den  in  dem  §.  11. 
gegebenen  Gleichungen  8.  und  11.  Man  gelangt  so  wieder  zu 
denselben  Ausdrucken,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  J2.  und  14. 
gegeben  sind.  Daraus  folgt»  dass  diese  beiden  Gleichungen  rich- 
tig bleiben  filr  alle  Werthe  x^  welche  zwischen  0  und  -  liegen. 

s 
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Man  setze  die  Werthe  HiXyy)  und  K{x,y),  wie  sie  aas  des 

Gleichungen  III.  und  IV.  hervorgehen,   in  die  Gleichuog  17.  ein. 

Dies  führt  zu  der  Beziehung,    welche  zwischen  den  FanlctioDes 

-•^(tf  — r) 
ViV''^)  ""^      <^(a-i-   ^    "^ßs*©^**    Alan  hat: 

,8.  ./|g±4=_^3I(arctg<H?i^-i,(V,,^)). 


§.  16. 

Die  gebriiucbiiche  Form  ßir  das  elliptische  Integral  der  zwei- 
ten  Art  ist: 


f'^9^'^T:^=^^' 


y 
Zur  Bestimmung  von.  E{if)  bat  man  die  Gleichung: 

St 

Man  setze  den  Werth  G{y)  aus  II.  ein,  und  man  bebilt: 

19.  E{y)  -  cos  «J(«)  EXy)  =  — ^(cos^  -  £(t).)). 

Ffir  den  Fall  ^=-  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  9.: 

20.  eQ  -  cos«g(a)  fQ  =  -  V^i  .  ,(a). 

Die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  19.  stehenden  Glieder 
geben  den  Werth  j^,  wenn  y  =  0  ist.  Aus  diesem  Grunde  eig- 
net sich  dieselbe  nicht  wohl  zur  Berechnung  von  E(y),  wenn  die 
Amplitude  der  Null  nahe  kommt.  Diesem  Cebelstande  lässt  sich 
aber  abhelfen.  Durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  12.  und  16., 
nachdem  man  in  der  letzteren  y  =  0  gesetzt  hat,  entsteht: 

B{x,  0)  -      ^~'^^S(y)F(0)=0, 

\Torin  a:'<l  gedacht  werden  muss.  Man  benutze  dies,  um  Hisr^Oj 
durch  die  Funktion  f^(q>)  auszudrücken.  Unter  der  Voraossetiaiig 
2r*<l  ist  bekanntlich  auch: 
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/"V  y*    -I  ^-^'         \rfy4/7i"^:t«)(i-c'^)    „ 

J       W-y*"*^ l-x*-{l-e*x*)y*J  X  T   (l-y«)(l_eV)~ 

O 

1— j:« 

Man  setze  abkürzend    | a~8=  ^o*»    und  '^^'i  bann  dies  dann 

in  der  folgenden  Form  anschreiben : 

H(x.  0) + J5r(aro.  0)  =  -Jp  F(0). 

Indem  man  nan  an  die  »Stelle  von  H  die  Funktion  ^  einfuhrt, 
erhält  man : 

i^ f^9>)+  — ^ K9>o)  =  —  ' 

worin  8in9o  =  earo  '^^  ^^r  ßeatimmung  von  Xq  besteht  dann  auch 
die  Gleichung  co8q>cos<pQ=:cosa.    Man  erhält  weiter: 

^  (cos  1(1  -  i(if))  =         ^  ~  (K^o) — ) 

^COSCK  l 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  £(^)  geht  demnach  über  in: 

21.      £;(y)-co8«£(«)^) = ^|5|=(j(*o)  -— r„). 

worin  cos^/cost/zo^^^^scr  ist.  Mau  wird  davon  Gebrauch  machen, 
wenn  y  nähe  bei  Null  liegt  Insbesondere  findet  man  daraus  den 
Werth  : 

22.  JB(0)= cos  «£(«).  F(0). 

Derselbe  Umstand  kommt  in  Betracht  bei  der  Berechnung  des 
elliptischen  Integrals  der  dritten  Art  Schreibt  man  dasselbe  in 
der  Form: 

so   hat  man  zur  Bestimmung  von   D{Xf  y)  die  Gleichung 

D{x,  y)-U{x,  y)  +  ^^'~^^J^~---^.  JTy)  =0. 
Man  setze  den  Werth  H{x,y)  aus  III.  ein,   und  man  behält: 

Theil  XXXV.  29 
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23.  Z)(a:,y)  + F^  (cos  ^  -  Äff))  F(y)=:V^n.  1,(9»,  *). 

Wenn  aber  or  nahe  bei  Null  liegt,  so  bediene  man  sich  der  Gleicboog: 

worin  tpQ  durch  die  Gleichang  cos  9  cos  90=^^^^  gegeben  ist 
Schreibt  man  das  elliptische  Integral  der  dritten  Art  ia  der  Fora: 

V 

worin  wieder  p  =  T\ jK-5  ist,  so  hat  man  die  Gleichang: 

C(-i?.  y)— iP(ar»  y)  + .  rXy)  =  0. 

Setzt  man  den  Werth  iP(ar,^)  aus  IV.  ein,  so  geht  dies  Gber  10: 

26.     C{x,  y)  +  -51-^—  (cos  q,  -  £(9))  /\,) = ii^+^' 
Wenn  o:  nahe  bei  Null  liegt,  so  gebrauche  man  die  Gleichang: 

Um  aber  in  allen  Fällen  einen  brauchbaren  Ansdruclc  fflr  die 
Funktionen  C(x,  y)  und  D{x,y)  zu  erhalten,  bringe  man  dit 
Gleichungen  23.,  24.,  25.,  26.  in  Verbindung  mit  den  beiden  fol- 
genden : 


sm2v  VI— 0?* — sm29  V  1— «■ 


28.  C(d:,5^)-D(;r,3r)=-V^larctg<^, 


worin  wie  oben  —  W  f 9  =  ^  gesetzt    worden    ist.     Aas  dar 


ersteren  bestimme  man  D(x,y),  wenn  x  und  y  gleichartig, 
der  anderen  Gleichang  C(j;,  y),  wenn  x  ond  jf  ongleiehartig  sial. 
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§.  17. 
Die  Winkel  a  und  x,  ivelcbe  aus  den  Gleichuiip;en 

(vergL  $.  13.)  sich  ergeben,  stehen  in  naher  Beziehung  zu  der  Addition 
der  elliptischen  Integrale,  deren  Amplituden  x  und  y  sind.  In  der 
That  bat  man ,  wenn  sin  (tf  -|-  r)  =  ^u  und  sin  {<5  —  x)z=.  ev  gesetzt 
wird,  lur  die  Addition  der  elliptischen  Integrale  der  ersten  Art 
die  beiden  Gleichungen: 

V.  F(x)  +  /T(y)  =  fX«), 

VI.  F(x)  -  F(y)  =  F(r). 

Die  Grosse  F  hat  hier  dienelbe  Bedeutung  wie  bisher,  so  dass 
also  die  Amplituden  x  und  y  ebensowohl  zwischen  0  und  1,   als 

auch  zwischen  1  und  -  angenommen  werden  können.     Doch  wird 

man  sich  darauf  beschränken ,  dieselben  gleichartig ,  d.  h.  beide 
entweder  <1  oder  beide  >I  anzunehmen,  damit  die  neuen  Am- 
plituden u  und  V  reell  ausfallen.  Diese  sind  dann  selbst  jedes- 
mal  gleichartig  mit  :r  und  ^  (vergl.  §.  13.).  Doch  ist  zu  bemerken, 
dass  die  letztere  Gleichung  nur  dann  richtig  ist,  wenn  y  näher 
bei  1  gedacht  wird  als  x^  so  dass  also  y^x,  wenn  beide  <l, 
und  ^  <  JT,  wenn  beide  >  1  angenommen  sind. 

Es  ist  schon  in  dem  $.  13.  erwähnt  worden,  dass  der  Unter- 
schied  6 — r  stets  zwischen  0  pnd  ^    liege.      Die   Summe   c-^r 

aber,  und  desshalh  auch  u,  ßillt  negativ  aus,  wenn  cos 9 cos ^ 
>  coflcf.  Es  versteht  sich ,  dass  dann  das  Integral  F(u)  gleich- 
bedeutend ist  mit  2F(0)  —  F( — 11).    Es  bedarf  aber  einer  beson- 

deren  Erwähnung,  wenn   a  +  x  über   ^  hinauswächst,  oder  wenn 

eu  =  sin  (c  -f  r)  sein  Grusstes  überschritten  hat  und  wieder  ab- 
nimmt, dass  dann  das  Integral  F(ü)  selbst  fortwährend  im  Zuneh- 
men gedacht  werden  niuss.    Man  hat  dann  Fiuj^z'lFi-  j  —  F{uq) 

zu  setzen,  wo  eu^  die  Bedeutung  von  sin(7r  —  c — r)  hat.  Der 
Fall  tritt  ein,   wenn  sin 9 sin v^  sin a  ist. 

Für  die  Addition  der  elliptischen   Integrale   der  (zweiten  Art 
hat  man  die  beiden  Gleichungen : 

29  • 
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VII.     £(a:)+£;(y)=£(tt)-8iDatgaV"(l-a;«)(l-y«)(l-«^, 
Vni.  E(x)'-E{y)  =  £;(»)+8inatga  V(l  -x*)  (i~y«)  (I-©*). 

In  der  letzteren  Gleichung  muss  wieder  y  näher  bei  1   angenom- 
men  werden    als  x.     Ferner  gilt   hier  über  die  Bedeutung  voo 

E(v),  wenn  a  +  t^^  ist,  ganz  dieselbe  Bemerkung  wie  vorhin 
über  die  Bedeutung  von  FXt). 

§.  18. 

Die  Reihenentwicklungen,  auf  welche  in  dem  Bisherigen  die 
elliptischen  Integrale  zurückgeführt  worden  sind,  dienen  zur  Be- 
rechnung von  noch  anderen  irrationalen.  Integralforroen.  Eioen 
sehr  einfachen  Ausdruck  erhält  man  für  das  bestimmte  Integral: 

r^      l^e^x-^0-^:c^e^^  dy  ^ 

1 

worin  x  irgend  einen  Werth  zwischen  0  und  —   vorstellt.    Setit 

man   ex=i%\i^(p,   so  ist: 

IX.  M{x)z=zF{iS)M{q>). 

Man  schreibe  l— €«ar«  —  (l  —  a:«)eV  =(1—^*) «•(/>— y*);  ««"^ 
es  ist  P=^  (i a\  g    offenbar    ein    Werth,    welcher    entweder 

zwischen  — od  und  0  oder  zwischen  -^  ^^^  ~f~  ^  H^gt*  Weno 
nun  an  die  Stelle  von  p  ein  Werth  tritt,  welcher  zwischen  0  uod 
-  liegt,  so  schreibe  man  das  bestimmte  Integral  in  der  Form: 

worin  x  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin,  aber  /(x* — y*)  stets 
gleichbedeutend  mit  «/(or* — y^)^  gedacht  werden  muss.  Man  er- 
hält dann  die  Gleichung: 

X.  N{x)  =  F(0) .  l^(g>)  --iFix)  +  J^^^^) 

Darin  ist  wieder  6inq>zzzex.  Ferner  ist  t  =  0  zu  setzen,  wenn 
a:<l;    dagegen  t=  ^  ▼  "-^'   ^^^^  ^>1  gedacht  wird. 
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Mit  Hilfe  der  Gleichungen  IX.  und  X.  ist  man  im  Standes,  den 
Werth  ^(^}  durch  die  Funktion  b  auszudrücken.     Denn  es  ist: 

W     J      *  V^(I-y»)(l— eV)  \2/ 


und 


«=/''v3-:^^=!^-'<> 


V"(l-y«)(l-eV) 
Durch  die  Subtraktion  entsteht: 

F(0)/(tg«<>»(f))=^^-,.fQ. 

Mit  RScksicht  auf  die  Werthe  F(fi)  und  F^-^  des  §.6.  geht  dies 
über   in: 

29.  "^r o  )  =  ^^^"'^So»    worin  sinco  =  e — p-^- 

Einen  etwas  weniger  einfachen  Ausdruck  erhält  man  zur  Be- 
rechnung des  bestimmten  Integrals ,  wenn  in  den  beiden  obigen 
Integralformen  an  die  Stelle  der  Integratiousgrenzen  0  und  I  die 

Grenzen  —  und  1  treten.    Setzt  man' zunächst: 

e 

« 
so  hat  man  jedenfalls  die  Gleichung : 

XI.  Af,(a:)  =  F(')./^.p)-^^£(«)F«(a:), 

mag  nun  x  zwischen  0  und  1  oder  zwischen  1  und   —liegen.  Da- 

gegen  erhält  man  zwei  verschiedene  Ausdrucke  Ni(x),  je  nach 
dem  X  <  oder  >  1  gedacht  wird ,  wenn  man 

./       Va-y«)(l-.V)"^'^"^ 
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schreibt.     Denn  man  hat  die  Gleichung: 

N^  (X)  =  f(j^  .  /^(g>)-— 2—  e(a)F«(a:)+iF(a:)  -  jyT^ .  fYO). 

HP 

worin  diesmal  t=0  zu  setzen  ist,  wenn  :r>l»  and  t=s  ^V^""'» 
wenn  o:  <  1  angenommen  wird. 

Endlich  kann  man  auch^'das  Doppelintegral 


durch  die  Funktionen  e,  ^^  ^  ausdrücken.  Man  findet  die  Glei- 
chung : 

XIII.  Lö^)-4cosaf(«)F«(y)  =  /|^J, 

worin  wieder  sinv^^e^  und  sina  =  e  gesetzt  worden  ist.  Die 
Gleichung  bleibt  richtig  für  alle  Weifthe  y,   welche  zwischen  0 

-  liegen;    oder  für  alle  v  zwischen  0  und  ^. 

e  ii 

Man  differentiire  die  Gleichung  XIII.  nach  y^  und  multiplizire 
al^ann  mit  VTI^*)  (I  —  «V)-    Man  erhält: 

E{^)  -  cos  «Ä«)  t\y)  =  6  \^r=p.  ^^ . 

Man  vergleiche  dies  mit  der  Gleichung  19.  des  §.  16.  Dies  fShrt 
auf  die  Beziehung: 

^^(y)__cosy;--Ky) 
•^(v)  sinv 

Differentiirt  man  auch  die  Gleichungen  IX.,  X.,  XI.,  XII.  nach 
X  und  nimmt  man  dabei  Rücksicht  auf  die  so  eben  aufgefundene 
Beziehung  30.,  so  ergeben  sich  die  bestimmten  Integrale  C(jr,  0), 

Z>(a;,0),  C(x^  — ),  DijCy  — )  übereinstimmend  mit  den  in  den 
§§.  15.  und  16.  aufgestellten  Resultaten. 


§.  19. 

Die  Reihenentwicklungen  von  €(v),  i;(^)>  ^(V')»  17(9»  V')  «Bt« 
halten  nur  trigonometrische  Funktionen  der  Winkel  ^n  und  f^; 
es  kommen  nur  die  trigonometrischen  Funktionen  cos^»«,  cos^ 
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co6*-ä   darin  vor.    Die  auf  einander  folgenden  Winkel  (pn  und  y^n 
bestimmen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen: 

8inv«+i  sstg-^.tg-^-  und  8incc»4.i  =  tg*y. 

Die  Zahlenrechnung  kann  mit  Hilfe  der  logarithmisch  trigonome- 
trischen Tafeln  durchgeführt  werden.  Es  ist  aber  im  Grunde 
zwecklos,  die  Winkel  (pn  und  ^n  selbst  zu  kennen;  und  nur  die 
der  logarithmisch  trigonometrischen  Tafel  eigenthOroliche  Einrich- 
tung trägt  die  Schuld ,  wenn  man  bei  der  Bestimmung  der  in  den 
Reihenentwicklungen  vorkommenden  trigonometrischen  Funktionen 
die  Vermittlung  dieser  Winkel  nicht  entbehren  kann.  Die  Zah- 
lenrechnung wäre  wesentlich  vereinfacht  durch  den  Gebrauch  einer 
anderen  Tafel,  welche  so  eingerichtet  ist,  dass  man  fOr  einen 
gegebenen    Werth    logsiny    die    zugehörigen    Werthe    log  cos  v^, 

logcosö  and    logtg2  unmittelbar  aufschlagen  kann*  y 

Ein  anderer  Missstand,  welchen  hier  der  Gebrauch  der  loga- 
rithmisch trigonometrischen  Tafel   mit  sich  bringt,    besteht  darin, 

dass  man,  wenn  v  hekannt  ist,  die  Werthe  logcos^  und  logtg^ 
etwa  auf  sieben  Dezimalstellen  genau  abliest ;  während  dann  aber 
die  daraus  abgeleiteten  Werthe  logcos*^  und  logtg^  wegen  der 

vorzunehmenden  Verdoppelung,  und  aus  einem  ähnlichen  Grunde 
auch  der  Werth  fogsinv'i,  in  der  siebenten  Dezimalstelle  unzu- 
verlässig sind.  Auch  dies  wäre  beseitigt^  wenn  man  zu  dem  ge- 
gebenen   Werthe    log  sin  v    sogleich    die    zugehörigen     Werthe 

logcos^  und  logtg^  aufecblagen  konnte. 

Man  würde  sich  also  vortheilhafter  der  folgenden  Tafel  bedienen : 


log  sin  V 

log  cos  V 

logcosSg 

logtgSg 

1 

welche  in  der  ersten  Vertikalreihe  die  gegebenen  Zahlenwerthe 
und  in  den  drei  andern  Vertikalreihen  die  abzulesenden  Zahlen- 
werthe enthält. 

Mannheim  im  August  1860. 
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Zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Von 

Herrn  Doctpr  A.  fVeiltr^ 

Lehrer  der  Mathematik   an   der   höheren  Bürgenchule   zu    Mannhein. 


Um  der  linearen  DiSerentialgleicbang 
zu  geoflgen,  schreibt  man  bekanntlich  das  bestimmte  Integral 


=/■• 


(p— 1)»-«-^  tr«-»(o  -  y)»dü 


an.  Man  flndet,  dass  man  als  Integratioiisgrenzen  v^  und  t%  irgend 
z\^ei  von  den  Werthen  1>  0,  ^^  db^  gebraueben  kann.  Doch 
genOgt  das  vorliegende  bestimmte  Integral  nur  unter  gev^issen 
Bedingungen  der  Differentialgleichung.  Jeder  von  den  angegebe* 
neu  Grenz  werthen  v  stellt  flOlr  sich  eine  bestimmte  Anfordemng 
an  die  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  A,  c.  Die  Grenze  9=1  ist 
nur  dann  zulässig,  wenn  b  —  c  >  0,  die  Grenze  0=0,  wean 
e — a-f  1>0  ist;  die  Grenze  o  =  ^  verlangt^  dass  a-|-I>0,  ond 
die  Grenzen  o=:±cx}  endlich,   dass  A<0  sei. 

Zur  Darstellung  des  allgemeinen  Integrals  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung sind  zwei  verschiedene  Funktionen  von  ^  erfor- 
derlich, welche,  anstatt  i  in  die  Differentialgleichung  eingesetzt, 
derselben  GenOge  leisten.  Die  Coeffizienten  a^btC  können  aller- 
dings so.  beschaffen  sein,  dass  das  oben  angegebene  bestimmte 
Integral  mehr  als  zwei  von  den  genannten  Grenzwerthen  zuiisst, 
und  in  Folge  davon  zwei  derartige  Funktionen  von  y  liefert  Wena 
dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  entsteht  die  Frage,  wie  ma«  «d- 
ders  zu  diesen  Funktionen  gelangen  kunne. 

In  einer  Abhandlung  über  lineare  Differentialgleichungen,  W4 
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in  dem  5l8ten  Bande  des  Crelle*8chen  Journals  abgedruckt 
ist,  habe  ich  gezeigt,  was  meines  Wissens  vorher  noch  Niemand 
beachtet  hatte,  dass  das  bestimmte  Integral  ' 


=  /    '  (ü—l)*-«-*  ©•-•(»— y)< 


dv 


unter  allen  Umständen  ausreichend  ist  zur  Darstellung  der  beiden 
vorhin  verlangten  Funktionen  von  ^,  auch  dann,  wenn  die  oben 
erwähnten  Bedingungen  unerfQllt  sind. 

Ich  denke  mir,  um  dies  nachzuweisen,  die  bestimmte  Inte- 
gration für  den  Fall,  dass  die  oben  verlangten  Bedingungen  er- 
füllt sind  ^  in  irgend  einer  Reihenentwicklung  ausgeführt.  Es  steht 
fest,  dass  diese  Reihenentwicklung  unter  der  genannten  Voraus- 
setzung der  Differentialgleichung  genügt,  und  als  deren  Integral 
betrachtet  werden  darf,  so  lange  sie  nicht  aufhurt,  konvergent  zu 
sein.  Ich  behaupte  aber,  dass  dieselbe  Reihenentwicklung  auch 
dann  ein  Integral  der  vorliegenden  Differentialgleichung  ist,  wenn 
die  Bedingungen,  unter  welchen  sie  aus  dem  obigen  bestimmten 
Integral  abgeleitet  worden  ist,  nicht  mehr  erfüllt  sind,  so  dass 
also  das  Fortbestebn  der  Convergenz  die  einzige  Anforderung  ist. 

Betrachte  man  beispielsweise  das  bestimmte  Integral: 

/OD 

Dasselbe  genügt  der  Differentialgleichung^  wenn  6 — c>0  und 
wenn  zugleich  6  <0  ist.  Die  bestimmte  Integration  lässt  sich 
teicht  ausführen,  nachdem  man  den  Faktor  {p — y)^  nach  steigen- 
den Potenzen  von  y  entwickelt  hat.    Man  erhält  alsdann: 

fl/S 

—  fl(a— l)(a— 2)ü«-».j^-g+  ....)rfü. 

Man  wende  auf  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  die  theilwelse 
Integration  an  und  gebrauche  desshalb  die  Gleichung: 

=  (6 — n)  (»  —  I  )»-«-i .  tje-«dü  —  (c  —  n)  (r  -  l)*-«-i .  ©<»-"-*  dv , 

worin  n  als  positive  ganze  Zahl  aufzufassen  ist.  Durch  die  be- 
stimsite  Integration  zwischen  den  Grenzen  o  =  1  und  vssoo  ent- 
stellt daraus  die -Gleichung: 
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Doch  ist  dies  nur  so  lange  richtig,  als  die  beiden  ßedingungev 
b  —  r>0  und  6<0  fortbestehen,  da  nur  dann  das  algebraische 
Glied  (ü— 1)*-«!?®-"  sowohl  fär  ü=1,  als  auch  för  »  =  oo  ver- 
schwindet. Nachdem  man  die  Gleichung  wiederholt  io  Anwen- 
dung gebracht  hat  bis  endlich  n  =  0  geworden,  findet  man  in  der 
Reihenentwicklung  den  gemeinsamen,  von  y  unabhängigen  Faktor 

/OD 
(r  — l)*-"<^--*r«dt).     Da  man  jeden  Faktor  der  Art  in  dem  In- 
1 
tegral  ausser  Acht  lassen  kann ,  so  zeigt  sich  dasselbe  in  der  Form : 

,      aby^ab  («-1)(6-1)    y« 
'=^""7  I  +  c  ^^=1  O 

ab  (a-l)(6-l)   (a-2)(&^2)  ^»_ 
-  c        c— )  c-2       •1.2.3"*'"' 

Da  dieselbe  der  Differentialgleichnng  für  alle  mSglicbeo  Werthe 
b  genügt,  welche  <0'sind,  so  fol«2t  nothwendig,  nachdem  man 
dieselbe  an  die  Stelle  von  i  eingesetzt  hat,  dass  dann  der  ge- 
meinsame Faktor  jeder  einzelnen  Potens  von  b  in  der  «o  umge- 
wandelten Differentialgleichung  für  sich  verschwindet.  Wenn  aber 
dies  zutrifft,  so  versteht  es  sich,  dass  die  Reibe  auch  dann  ge- 
nügt, wenn  6>0  ist. 

Wenn  nun  auch  die  vorliegende  Reihe  als  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung ihre  Bedeutung  verliert,  so  bald  sie  aufbort  kon- 
vergent za  sein,  so  ist  doch  leicht  zu  sehen,  dass  die  Bedingun- 
gen der  Convergenz  mit  den  obigen  Bedingungen  b — c>0  und 
6<0,  welche  der  Entwicklung  zum  Grunde  liegen,  Nichts  za 
schaffen  haben.  Gebt  ja  doch  die  Reihe  in  einen  geschlossenen 
Ausdruck  iiher,  fiir  6=0,  6=1,  6=2,  u.  s.  w.,  welche  Wertbe 
offenbar  der  Bedingung  6  <  0  widersprechen. 

Wollte  man  annehmen,  dass  die  oben  en« ahnten  Bedingungen 
nicht  erfiillt  seien,  wahrend  man  die  bestimmte  Integration  aus« 
f^hrt,  80  würde  man  allerdings  eine  Reihenentwicklung  eriialteo, 
welche  der  Differentialgleichung  nicht  genügt  Aber  man  sieht 
nun  ein,  dass  man  dennoch  im  Stande  ist,  aus  der  Form 

=y^  ''  (r  - 1)*-'-»  p^-  (c  -  y)^dt 


1 


ein  Integral  der  Differentialgleichung  absuleiteB.    Es  konunl 
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darauf  an  y  dass  die  bestjmmte  Integration  in  der  Weise  durchge- 
führt werde,  wie  wenn  die  vorgeschriebenen  Bedingungen  wirk- 
lich erfüllt  wären,  da  dann  nach  vollzogener  Integration  diese 
Beschränkungen  hinwegfallen  und  das  Resultat  auch  für  alle  an- 
deren Wertheder  Buchstaben  a,  b^  c  richtig  bleibt  Insofern 
bei  der  bestimmten  Integration  die  Form  der  entstehenden  Reihen- 
entwicklung nicht  vorgeschrieben  ist,  sondern, es  freisteht,  die- 
selbe jedesmal  so  zu  wählen,  dass  sie  für  die  vorkommendeo 
Werthe  a,  b,  c,  y  Convergenz  hat,  ist  mao  berechtigt  zu  der 
Behauptung,  das  obige  bestimmte  Integral  sei  unter  allen  Um- 
ständen ausreichend  zur  Darstellung  der  beiden  Integrale. 

Wenn  man  dieser  Darstellungsweise  der  Integrale  einen  Vor- 
wurf zu  machen  hätte,  so  wäre  es  der  Umstand,  dass  die  be- 
stimmte Integration,  sobald  die  obigen  Bedingungen  nicht  erfQllt 
sind,  för  die  allgemeine  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  6,  c  durch* 
gefuhrt  werden  muss,  und  alsdann  erst  die  in  der  vorliegenden 
Aufgabe  vorkommenden  Werthe  n,  6,  c  eingesetzt  werden  kön- 
nen. Denn  wenn  man  den  Fall  setzt,  dass  der  linearen  Differen- 
tialgleichung etwa  durch  andere  bestimmte  Integrale  Genüge  ge- 
schehe, worin  noch  vor  der  Ausfuhrung  der  bestimmten  Integration 
die  vorliegenden  Werthe  a,  6,  c  sogleich  in  Anwendung  kommen 
dürfen,  so  konnte  man  sich  dann  vielleicht  gewisser  Vortheile 
bedienen,  welche  bei  der  Berechnung  des  bestimmten  Integrals 
an  bestimmte  Zahlenwerthe  a^  b,  c  geknfipfi  sind.  Ich  beab- 
sichtige aber  jetzt  zu  zeigen,  dass  mau  aus  derselben  Form 


=/ 


v^ 


(„  —  l)*-«-i ,  „c-o .  (r— y)»  dv 


jedesmal  andere  bestimmte  Integrale  ableitet,  welche  die  zuletzt 
erwähnte  Eigenschaft  besitzen. 

Ich  nehme  desshalb  zunächst  an ,  dass  die  Bedingung  6  <  0 
erfQllt ,  dass  also  eine  der  beiden  Grenzen  o  =  J^  oo  anwendbar 
sei.  Die  bestimmte  Integration  muss  dann  der  vorbin  gegebenen 
Vorschrift  gemäss  in  der  Art  durchgeführt  werden,  wie  wenn  noch 
eine  der  drei  andern  Bedingungen  b — c>0,  c  — a  +  l>0,  a  +  l>0 
bestände,  je  nachdem  die  zweite  Infegrationsgrenze  e  die  Werthe 
1,  0,  y  annimmt.    Hat  man  das  bestimmte  Integral 

/OD 
(c  —  I)ft-<>-i .  r«-»  (v  — y)«  dv , 

so  lässt  sich  dasselbe,  indem  man  nmal  nach  einander  theilweise 
iot^rirt,  auch  also  anschreiben : 
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=/• 


dp» 


(r-l)*-<^-H»-irfr. 


Denn  alle  übrigen,  durch  die  tbeilii'eise  Integration  entstehendeo 
Glieder  treten  aus  dem  Integralzeichen  heraus  und  verschfiinden 
als  algebraische  Funktionen  sowohl  für  t)  =  l,  als  auch  fQr  t>=ae, 
da  hei  der  Integration  die  beiden  Bedingungen  A<0  and  A— c>0 
festgehalten  werden  mfissen.  Gesetzt  nun  aber,  die  letztere  Be- 
dingung 6 — c>0  sei  nicht  erfiillt,,  und  die  Zahl  n  sei  von  der 
Art,  dass  auch  h—c-{-n  <0.  Man  wird  sich  dann  leicht  davon  über- 
zeugen,  dass  die  Reihenentwicklung,  welche  unter  diesen  Um- 
ständen durch  die  bestimmte"  Integration  etwa  auf  dem  oben  ver- 
folgten Wege  aus  der  letzteren  Integralform  erzielt  wird»  von 
derjenigen  verschieden  ist,  welche  unter  der  Voraussetzung,  dass 
6 — c>0  sei,  daraus  hervorgeht,  und  dass  sie  dann  der  Dif- 
ferentialgleichung nicht  genügt.  Wenn  aber  n  so  gross  gedacht 
wird,  dass  6 — c-|-n>0  ist,  so  findet  sich  in  beiden  Fällen  eio 
und  dieselbe  Reihenentwicklung.  Daraus  schliesst  man,  dass  in 
der  neuen  Form: 

um  der  linearen  Differentialgleichung  zu  genügen ,  auch  dann,  wienn 
6 — c<0,  die  vorliegenden  Werthe  6  und  c  sogleich  eingesetzt 
werden  dürfen,  bevor  noch  die  bestimmte  Integration  ausgefiSfart 
ist.  Die  Zahl  n  muss  dabei  nur  so  gewählt  sein  ^  dass  6 — c-f  n  >  0  ist 

In  derselben  Weise  wird  das  bestimmte  Integral 

(fJ  —  1  )»-c-l .  tjc-«  (p  — .  yY  dv , 

y 
worin  a-f  1  ^0  gedacht  werden  muss,  auf  eine  andere  Form: 

— ^ ^n hv-y)-^dv 

y 

zurückgeführt»  wo  nun  jene  Bedingung  wegföllt,  so  bald  a  -f  n  -|- 1>0 
angenommen  wird. 

Ferner  wird  das  bestimmte  Integral 


z 
umgewandelt  in: 


=  /      («^  —  O^-'^-'r^'-^Cr  — y)«d» 


I 
.• 
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worin   c — a  +  ii  +  l>0  gedacht  werden  ronss. 

leb  bin  vorbin  von  der  Annahme  ausgegangen^  daas  die  Inte- 
grationsgrenzen t)  = :!:  OD  zulässig  seien.  Wenn  dies  nicht  der  Fall 
ist,  so  kann  man  das  bestimmte  Integral  durch  die  Einführung 
einer  neuen  Veränderlichen  doch  jedesmal  in  eine  andere  ähnliche 
Form  umwandeln  9  worin  die  Integrationsgrenzen  «  =  +  00  zuläs- 
sig sind.  Man  bemerke  nur,  dass  von  den  vier  Bedingungen 
A  —  c>0,  c  —  a-f]>0,  a-fl>0,  A<0  jedenfalls  eine  besteht. 
Denn  wenn. keine  der  drei  ersten  erfGlIt  ist,  so  ist  es  die  letzte, 
was  die  Addition  der  drei  übrigen  zeigt 

Wenn  nun   b  —  c>0  ist,    was  die  Grenze  ©  =  1   liefert ,    so 

setze  man  v — 1  = ^,   und  man  erhält  die  neue  Form: 

tt— I 

(tt  —  I)-*-*  (tt  —  y)<^-«tt«  rftt, 

worin  anstatt  der  Grenzwerthe  c  =  I,   r=0,   »=y,  r=±oo  die 
neuen  tt  =  db^9  f<=^»  tt  =  0,  tt=l  in  Anwendung  kommen. 

Hat  man  a — c-f  1>0,  und  desshalb  die  Grenze  9  =  0,  so* 

setze  man  v  =  ^,   und  man  erhält  die  neue  Form: 

tt 

«  =  y «^  1 .  /  "*  (tt  — y)*-*'-^ .  tt-*-i .  (tt  —  l)«  du , 

wo  nun   anstatt  v^=^\i  v  =  0,   f>=y,   o  =  J:Oo  die  Grenzwerthe 
ttss^y  u  =  ±Qo,  tt=l,  tt  =  0  einzufuhren  sind. 

Hat  man  endlich  a  -|- 1  >  0  und  desshalb  die  Grenze  v^y,  so 
setze  man  c  — «=^^-2 ,    Es  flndet  sich  die  neue  Form: 

a5  =  y«+l(y— I)a+fr-c.   /         tt*-«-^(tt— l)«-«.(tt— y)-*-*dtt. 


Darin  hat  man  anstatt  i9=l,  o  =  0,  o=y>  9  =  ±od  zu  setzen: 
tf=0,  tt=l,  tt=+oo,  tt  =  y. 
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Ich  habe  hierdurch  gezeigt»  wie  man  aus  der  Form: 
2  =  y     '  (r-l)*-'^\'.©«-«(r— y)«rfi? 

in  allen  FSlIen  andere  bestimmte  Integrale  ableitet,  welche  der 
Differentialgleichung  genügen  und  zugleich  die  vorhin  erwähnte 
Eigenschaft  besitzen,  wornach  die  Buchstaben  a,  6,  c,  bevor  noch 
die  bestimmte  Integration  ausgefOhrt  ist,  alle  möglichen  Zahlen- 
werthe  annehmen  dürfen..  Dieselben  Integral  formen  liat  Jacobi 
auf  einem  andern  Wege  dargestellt.  In  einer  Abhandlung,  mitge- 
theilt  durch  Herrn  E.  Heine,  in  dem  568ten  Bande  des  Crel- 
le'schen  Journals.*  Jacobi  hat  dieselben  aus  bestimmten  Dop- 
pelintegraten abgeleitet,  welche  der  linearen  Differential gleichong 
genügen.  Da  die  gegenwärtige  Notiz  auf  andere  Aufsatze  sieb 
bezieht,  welche  in  dem  Crelle*schen  Journal  erschienen  sind, 
so  war  es  mein  Wunsch,  dass  dieselbe  ebenda  abgedruckt  werde. 
Der  geehrte  Redakteur  des  Crel  le'schen  Journals,  Herr  Dr. 
Borchardt,  hat  aber  geglaubt,  dieselbe  nicht  aufnehmen  zu  dürfen. 

Zwei  verschiedene  Integrale  der  Differentialgleichung: 
sind  in  allen  Fällen  durch  die  beiden  bestimmten  Integrale 

/OD  /*(» 

e-*©*(!?— y)«e?t?   und   2=  /        e-»r*(e — y)^dv 

"  y 

gegeben.  Dieselben  genügen  der  Differentialgleichung  unmittelbar, 
wenn  6+  1>0  und  a  +  l>0  ist.  Wenn  die  Bedingung  6  +  l>0 
nicht  erfüllt  ist^  so  hat  man  das  erstere  bestimmte  Integral  ZQ 
ersetzen  durch  die  Form  : 


=/ 


o 

worin  aber  die  Zahl  n  so  gewählt  werden  muas,  dass  h+n-i-X^^ 
ist.  Wenn  die  Bedingung  a-hl>0  nicht  erfüllt  ist,  so  verliert 
das  zweite  bestimmte  Integral  in  der  vorstehenden  Form  seine 
Brauchbarkeit.     Man  wird  dann 


=/' 


^ — {v-yY^^dv 

y 


schreiben,   worin  a  -f  fi  -f  1  >  0  gedacht  wird. 
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XX¥II. 

Zasatz  za  dem  Aufsatze  über  die  Fläche  des  sphäri- 
schen Vierecks  in  diesem  Theile.    Nr.  XII.    S.  t04. 

Von 

Herrn  Direetor' Professor  Dr.  Strehlke 

zu    Dansif;. 


Durch  Anwendung  des  sphärischen  Polarrierecks  lässt  sich 
Einiges  in  jenem  Aufsätze  vereinfachen.  In  dem  sphärischen  Vier- 
ecke seien  i^ieder  die  auf  einander  folgenden  Seiten  a,  h,  r,  d\ 
die  von  diesen  eingeschlossenen  Winkel  i?»  C,  Z>,  A;  die  den 
Polen  A,  By  CD  entsprechenden  Seiten  des  sphärischen  Polar- 
vierecks a',  6*,  c',  d/ ;  die  von  denselben  eingeschlossenen  Win- 
kel sind  A' y  B*  y  C ,  ly.  Zerfklit  man  nun  das  PoUirviereck 
durch  die  sphärische  Diagonale  A'C  in  die  beiden  Drdecke 
CD^A'  und  A'C'B 9  so  hat  man  aus  dem  ersten: 

CO«  A'C  =:  cos  a' .  cos  d'  +  sin  a! .  sin  d' .  cos  D^ 
=  cos  A .  cos  D — sin  A .  sin  D .  cos  d, 

aus  dem  zweiten: 

cos  A'  C  :=  cos  b' .  cos  &  -f  sin  b' .  sin  c' .  cos  B' 
=  cos£.cosC— 8ini3.8inCcos6; 

folglich 

a) 

cos  A .  cos  D-—  cos  JS.  cos  f7=  sin  il  .sin  />.cosc{— sin  ^.sin  C,  cos6. 

Durch  Addition  und  Subtraction  von  sinÜ.sinZ)  und   sin ^. sin C 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (1)  erhält  man  nach  einander : 
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sini(JB+C'-i<  +  />).8in4(i<  +  JB  +  C-i>) 
=  sin  ^ .  sin  /> .  cos  \d^  -f  sin  JS .  sin  C .  sin  i6^,  (1) 

8inJ(^  +  C+Z>— JB).sini(^  +  />+J?— C) 
=  8in^.sin/>.sinic^^ -f  sin^.sinC.cosi6*y  (2) 

sin  4(Ä  + />— i<  —  C) .  sin  J^(^  +  J?  —  C— i>) 
=  sin  ^ .  sin  i>.  cos  jcP  —  sin  B .  sin  C  cos  ^6',  (3) 

sin  4(iB  +  C  -  il  —  Z>) .  sin  J(^  +  JB  +  C+ D) 
=  —  sin  il .  sin  /> .  sin  Jif^  -f  sin  JS .  sin  C  sin  16*.  (4) 

Durch  Multiplication  von  (1)  mit  (2)  wird  erbalten: 

(5) 
sin  J(Ä  +  C  +  Z>— i<) .  sin  i(^  +  C  +  i>— B) .  sin4(B+ Z)  +  il  -  C) 

Xsin4(i<  +  Ä+C-Z)) 

=  (4  sin  ^ .  sin  /> .  sinii  ±  4  sin  JS .  sin  C.  sin  6J* 
-f  sin  A .  sin  B,  sin  C  sin  D,  cos  «(6  ±  d)\ 

durch  Multiplication  von  (3)  und  (4): 

(6) 
sinKiSr  +  D— ^—C). 8'ni(^+B—C— i>). sin  4(1?+ C—/I-Ä) 

Xsin4(/l  +  Ä+C+fl) 
=  —  (4 sin ^. sin D. sin c^ 4:4 sin  B. sin C sin 6)* 
-|- sin  ^.sin i?.sin  Csin  Z>. sin4(6 :!:  cZ)*. 

Ist  das  sphärische  Viereck  in  einen  kleineren  Kreis  der  Sphäre 
beschrieben,  so  vrird  JS -f />= /l -f  C,  und  man  erhält  aus  (6),  des- 
sen linke  Seite  dann  =0: 

4 sin ^ . sin D,s\nd^  \B\nB, sin  C. sin b 

=  V"sin  i4 .  sin  ^ .  sin  C  sin  D  .  sin  4(6  -^  cQ. 

Aus  (3)  folgt  für  das  sphärische  Kreisviereck : - 

sin  ^.  sin/),  cos  4<^^  ==  sinB.sinCcos46*;  (7) 

und  ebenso  durch  Vertauschung  mit  den  beiden  anderen  Gegen- 
seiten und  den  anliegenden  Winkeln : 

sin  A .  sin  B.  cos  4o^=  sin  D.  sin  C.  cos  4c*.  (8) 

Durch  Division  von  (7)  und  (8)  wird  erhalten: 

a       b 

sinD.cosJd«     siniB   cos46«  ^,,     sin/>    ^«»»a^'^s'g    « 

— — ö T"  «=  "■: — T\  • r~«  >  woraus  lolgt '    — — «= 1^3 

smB.cos4a*     »\nD   cos 4c*'  °      sin  Ä         c       asr 

cosg.  coss 
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nach  der  rrflheren  Bezeichnung.    Sonach  kann  der  Brnch 

ßBiiiß+ß'sinD 
ßsinB—ß'smD   ^ 

sehr  leicht  ohne  Kenntniss   der  Aasdrficke  von  sin  ^  and  sin/) 

a'ß  +  aß* 
durch  die  Seiten  des  sphärischen  Kreisvierecks,  durch     ,^ g,» 

dargestellt  werden. 


Einige  Beiträge  znr  Theorie    der  B ern o all i' sehen 
Zählen  und  der  Secanten  -  Coefficienten. 

Von 

Herrn   Doctor   G.  F.  Meyer 

in    Hannover. 


In  seiner  Abhandlung:    „Zur  Theorie  der  Euler'schen 
Integrale.    Güttingen  1846"  bemerkt  Herr  Professor  Stern, 

dass  man,  wenn  f^iO)  den  27tten  Differentialquotienten  von  /l2:)='^J3^ 

ffir  2=05  Bn  die  fite  Bern ou II i' sehe  Zahl  bezeichnet,  mit  Hfllfe 
der  Gleichung 

I.  /^»(0)  =  (-l)"-i.A 

nicht  bloss  die  meisten  bekannten,  sondern  auch  neue  Relationen 
zwischen  den  BernouUi*schen  Zahlen  mit  nur  geringer  MOhe 
ableiten  kunne.  Da  Herr  Professor  Stern  in  der  genannten  Schrift 
dieser  Idee  jedoch  nur  gelegentlich  gedenkt  und  später  nichts 
weiter  fiber  diesen  Gegenstand  ver5ffentlicht  hat:    so    habe  ich 


*)  Seite  108.  in  diesem  Tlieile. 
'Ihcil  XXXY.  30 

X 
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versucht^  dieselbe  weiter  zu  verfolgen.  Und  ich  glaube«  gestfitil 
auf  diese  meine  Betrachtungen,  behaupten  zu  dGrfen,  dass  von 
allen  Methoden,  welche  man  zur  Herleitung  von  Relationen  zwiscbea 
den  Bernoulli' sehen  Zahlen  benutzen  mag,  der  Stern'scben 
der  Vorzug  gebuhct.  Ich  darf  daher  wohl  auf  die  Nachsicht  der 
geehrten  Leser  dieses  Archivs  hoffen,  wenn  ich  mir  erlaube,  ni 
dem  Folgenden  die  Resultate  meiner  Untersuchung  mitzutheiien. 


§.  1. 

Beweis    der    Gleichung.  /^(0)  =  (— 1)*-*.Ä«   nach    Stern. 

Wenngleich  die  Beziehung  I.  eine  längst  bekannte  Wahrheit 
ausdruckt,  so  halten  wir  doch  eine  kurze  Angabe  des  St  er  fi- 
schen Beweises  dieser  Gleichung  nicht  für  überflüssig.  Geht  man 
nämlich  von  der  Beziehung 

I  ^'"^  _  in      ^*   I  ^*       x^      x^         ^ 
'    X    -'l^""3r+  51  "*  7!  +  9!"^ -J 

■  jj*  x^  x^ 

"  ""  ^  *«^  25?  **""  3^ '^  "^  •••• 

oder,  falls  wir  der  Bequemlichkeit  wegen  x^  mit  u  vertauschen,  fw 

*-      3!  +  5!      "J"      »•'*•     2»»*  **■""*• 
aus,  und  berOckstchtigt  man  die  Recarsionsforroel 

2) 

nAn  =  ftOfi  +  (n  —  I)  cTn-i  -^i  +....  +  «i  i<n— i , 
wenn 

3) 
/  (1 -f '^i  ti -f  ^u' -f .... -f  ^ft  t^ -f  ••••)==  ^1 1< +<>•«* -f .... -f  oitK* -f  .*. ; 
so  folgt' durch  Anwendung  Ton  2)  auf  1)  die  Gleichung: 

«*•  +  3! '  «a»-a  —  Si '  »*i-«  +  •••• 
^     ''  2n  +  I|—  )  Ä„  1 
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lodem  man  nun  jede  Zahl  Bn,  welche  eine  Gleichung  von  der  Form 
1.2.3....2n      ,1,1,    L.      1      1.2.3....2« 

befriedigt 9  eine  Bernoulli'sche  Zahl  nennt,  gewinnt  man  aus 
4)  durch  die  Substitutionen 

««"""      2n!     '     Tc^i,-«  — 1.2.3...  2w-2** 
die  Relation  : 

5) 

2^-^  Bn      2^-»A-i    1       gi^'A-«  J 
2n!  2n— 2!    '3!  "*"     2n— 4!      51 

Dieselbe  Relation   aber   flndet  sich  auch  auf  folgendem   Wege. 

z 
Mau  vertausche  nämlich  in  f{z)=^  %^\  ^'®  Veränderliche  t  mit 

22,  entwickele  darauf  die  hierdurch  gewonnene  Gleichung 

nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  und  berücksichtige,  dass  alle 
Coefficienten  von  der  Form  /^"H-i(0),  w.o  die  ganze  Zahl  m>0 
ist,  verschwinden.    Auf  diese  Weise  erhält  man: 

6) 

=  [1  +  O  +  2X2  +  ••"J  t'  - '  +  O  ^^^^  +  •••  +  ^^<®^+-J- 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  durch  Zusammenstellung  der  mit  dem 
Faktor  z^+?  behafteten  Glieder  die  Gleichung : 

7) 
Vtm-\  2*"-»  I         2*^»  1 

+  -"+2Jr^!^^*^0""T:2.»....2n  +  l^®' 


*)  Die  Rirhtfgkeit  ilieser  Gleirhong  tatst  sich  bekanntlich  ebenfaltt 
mit  Hälfe  der  Theorie  der  Logarithnieo  darthun.  Man  sehe :  Caaeh/» 
Analysis. 

80* 
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Und  indem  man  die  Formeln  5)  und  7)  mit  einander  vergleicbt, 
erkennt  man  ohne  Mühe  die  Ricbtigiceit  der  Gleichung  I.: 

/^(0)  =  (-l)»-».Ä. 

Anmerkung. 

Obgleich  die  zu  Gleichung  7)  führenden  Entwicklungen  schein- 
bar ganz  anderer  Natur  sind,  als  die  zur  Erzeugung  der  Relation  5) 
benutzten  Betrachtungen:  so  können  doch  beide  Wege  als  Ent- 
wicklungen einer  und  derselben  Function  betrachtet  werden.  Gnd 
zwar  scheint  uns  dies  zunüchst  darin  zu  liegen,  dass  beide  Ent- 
wicklungsweisen  dem  gleichen  Ziele,  der  Bestimmung  von  An.  oder 
nAn  zustreben.  Da  nämlich  die  Darstellung  von  nAn  durch  eine 
Summe  als  Zweck  der  Untersuchung  nach  unserm'  Dafurhalteo 
angesehen  werden  darf,   so  erhellt  zuvurderst,  dass  zur  Erroitte- 

sin  ^             ^x.^^*— jT 
lung  der  Gleichung  5)  statt auch  — ^ hätte  gewählt  wer- 
den kSnnen.    Und  ebenso  würde   man  ferner  —  wie  sich  sofort 

ergiebt  —  aus  der  Form    — ~     dasselbe    Resultat     erzielen. 

Nimmt  man  aber  diese  Function,  dann  kommt  augenblicklich: 

die  Gleichung  aliso,  welche  An  formell  in  sich  begreifL  DieGlie 
der  aber,  welche  nAn  annuHiren,  können,  wie  wir  sehen,  nur  die 
entsprechenden  in  5)  sein. 

Das  Unterscheidende   beider  Methoden    dörfte  hiernach  nor 
in    Folgendem    bestehen.     Während    die  eine   der  Methoden  ihr 

I»* fr' 

Ziel  dadurch  zu  erreichen  sucht,   dass  sie  die  Function   —-^z 

durch  Gleichgeltendes,  durch 

^/o«(i+l+i;+....)^^/o*(i+^)+/o*(i+5^,)+ 

=  1+3?  +  5f  +  ®^c-  ö^c- 

ersetzt,  darauf  o?  in  x\u  umwandelt,  und  schliesslich  die  mit  v 
multiplicirten  Glieder  zusammenstellt;  geht  die  andere  Behaoil- 
langsweise  darauf  aus,    eine  solche  Form  aus  der  ursprQnglichM 

Function  — ^ —   zu  erzielen ,  die  bei  gehöriger  Behandlung  so- 
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gleich  zu  erkennen  giebt,  dass  ein  Glied  mit  dem,  Nenner  2tt-f  1! 
nicht  vorkommen  kann. 


§.2. 

I.  Recurrirende  Bestimmung  der  Bernoulll'schen  Zahlen. 

Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  gehen  wir  zu  dem  uns 
gesteckten  Ziele  selbst  über.  Vereinigen  wir  zuvorderst  die  mit 
2^  multiplicirten  Glieder  der  Gleichung  6),  so  entspringt: 


2n!    '    ^"^  +  2n-2l      1.2     +2»— 4!  1.2.3.4+    •• 

,   2»   f\Q)     ,  2»    fm    .    2       /«(O)    .    l-2n     _^ 
■*"  ®  2n-6!'*'4!  2n— 4! +  1.2'2n-2l''"2.1....2n  """' 

d.  g.  mit  Rücksicht  auf  Gleichoiigl.  und  durch  Division  mit  (—  1)"~^: 

8) 
2«»  —  1  2*»»~^     Bwi  n  —  * 

Setzt  man  ferner  — z  statt  2  in  den  Ausdruck: 

SO  erhält  man: 

Und  diese  Werthe,  nach  den  steigenden  Potenzen  von  t  entwickelt, 
geben  die  Beziehung: 

9) 

>  +  o + o^(o> + rz4/'*«»  +  • + Tzkf^^^  +  ••• 

Stellt  man  jetzt  alle  Glieder  zusammen^  welche  den  Factor  2^ 
enthalten,   so  findet  die  Gleichung  Statt: 

_  2w— 2.2n— 3  ^       ,2n— 2^.2n-6 

^— ^  ■"        O        ^-*  +      37470      ^"-»  ~  •• 
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Hieraas  aber  folgt  durch  Vertau^chung  voo  n  mit  n  -f  1 : 

10) 


2yi.2n-~l  2n.2n— l.2n~2.2n-3 

3.4       ^«-^+  3.4.6.6 


An ö~4  Än-l  H 5~r"^~A  Ä-2 


+  (-1)-.-- 3:4-Ä,-(-l)-Äi  t(-l)"-2„+ 1.2,^.2=0. 

Direct  würde  mafi  zu  dieser  Gleichung  gelangt  sein,  hStte  man 
gleich  die  mit  z^+^  behafteten  Glieder  cnsamroengestellt,  wodarcb 
freilich  die  Cebereinstrmmung  mit  dem  früheren  Gedankengange 
(formell)  aufgehoben  wäre. 

Eine  andere  Relation  fliesst  aus  9),  sofern  die  den  Factor 
z^nfi  enthaltenden  Glieder  vereinigt  werden.  Man  gewinnt  dann 
die  Beziehung: 

11) 


Bn-'^  "^  •••• 


-<-»)'^'ii-2;i3!»«+<-'>"-'osii!'' 

eine  Relation,  welche  Herr  Professor  Grunert  in  den  Supple- 
menten zu  KlügeTs  mathematischem  Wurterbuche  seinen 
Betrachtungen  über  Bernoulli'sche  Zahlen  zu  Grunde  legt 
Dieser  Gleichung  können  wir  eine  andere  Form  geben,  indem  wir 
dieselbe  mit  2$t  ■\-\\  multiplieiren ;    wir  erhalten  so : 

11») 

/«    .ixo      2«  +  1....2n-l  _        /in +  1....2ii— 3-, 

(2n  +  1)Ä ^7273 Ä„-i  +      i.2.3.4.5~  ^•-»  ~  - 

.  ,     ^v     ,  2«  +  1.2n^    .  ,     -      2«— 1      _ 
+  (-1)"-^       \j^      B^  +  (-l)».^p;^  =0. 

Aus  dieser  nach  Moivre  benannten  Formel  und  der  Gleichnog 

2fi— ^1 
(2n  +  l)p»(0)  +  ....-^^=0 

hat  Herr  Professor  Stern  die  In  I.  aufgestellte  Besiehung  gleicb- 
falls  abgeleitet  *). 


*)  Z«r  Theorie  der  Ealer*8chen  Integrale.     S.  7. 
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e*4-I 
Ersetzt  man  10  der  Gleichung  /l[x)=  — ^fi^i)  die  Function  f\z) 

durch  e''*,f{ — z)  und  entwickelt  nun  die   verschiedenen  Functio- 
nen von  z  in  Reihen,  so  erhfilt  man  zwei  neue  Relationen,  nämlich: 

12) 

2«.- 1  ^       2»-»  + 1  Bn-x  .  2«-»  +1     g,H-a  ^,    „4n-3 

1....2n^"       2n-2!     1.2  +  2n-4!    1.2.3.4~"  •+^"'^•272^1 

=  0 

aU  CoeiBcienten  von  z*",  and 

13) 
2»«-i  +  i  2--»  +  i  Ä.-1    .  2*-»  +  l  B 

•^"  "~     O—         Ol       1     C»    Q    + 


2«!      ''"       2it— 2!    1.2.3^    2n— 41      6! 

2»  — 4 

aus  den  Factoren  von  z^+i. 

Ein  Blick  auf  heide  Relationen  zeigt  jedoch ,  dass  sie  respec- 
tive  aus  den  Formeln  8)  und  10)  und  5)  und  II)  ebenfalls  resul- 
tiren. 

Unterwirft  man  femer  die  Gleichung 


e-/i:*)=^-/t2x) 

einer  ähnlichen  Behandlung,  so  entspringen  aus  den  Gliedern  mit 
z^  und  z^*+^  die  heiden  Beziehungen: 

14) 
(2*--l)Ä.  -  ?^^^^(2«-«-2)i?^i+^|:^^(2«— -r)Ä,_. 

-.... +  (— 1)».4=0 
und 

15) 

(2*->^l)Ä. -^^j__(.2*.-.-l)Ä-.+j3-3-j^(2«.-.-l)Ä._, 

-....  +  (-l)«.2  2„^1  =0. 
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Auch   diese   Au8d rucke  ergeben  sich    aus  den  vorhin   gentHtai 
AusdrQcken  *). 

Zwei  andere  Relationen^  die  aus  den  Gleichungen  8)  aud  H) 
auf  dem  Wege  der  Addition  oder  Subtraction  entspringen,  üid: 

16) 
2(2«--l)  fi,  -  ?^jj=i  (2*-«- 1)  Ä«_i +  ....  +  (- 1)-.H=0 

und 

17) 

2  (2«";-  l)Ä-  •^"•|^^-\2«-Hl)  «-i  :...+(-l)-(3«-2)=0. 

Durch  Vertauschung  von  z  in  2z  geht  die  frGher  betrachtete 
Gleichung 

/•(-  2)  =  e^fXz)    über  in :    (c»  +  1)  /(- 2z)  =  2e*«/tx). 

Aus  dieser  Gleichung  aber  folgert  man  auf  bekannte  Weise,  je 

nachdem  man  die  Coeflficienten  von  z^  oder  z^-f  ^  susammeDstdlt 

die  Relationen : 

18) 

(22"- 1)  Ä,  -  ^?~2«(2*-«-l)ii>i-»+ j^J|^-2*(2«-«-l)B^ 
-  ....  +(-l)-».?!?^^2»-»(2»-«--l)Ä, 


und 


=  (-!)». |2«"-'(w-2)+n  +  il 

19) 
2c2»»-2-l) fi, lj!-£_!.2»(2*«-6-  l)ß,_, 

+  1.2:3.-475   2'(2«'-"-l)Ä„-, 

-....=(-!)»  J2^[l-2*»+i]  +  i[l  +  2«-J  j  . 


*)  Dan«  man  dio  Formeln   12)  und   13)   auch    miH  den  Entwicklugci 

df^r  (vieirhuiig; 

f-*  4  1 

^-./•(2)  =  ---^-'-/-(-2:) 

und  die  Relationen  14)  und  15)  auH  den  enUprechenden  Reihen  .der  fi« 
Functionen  von  S  in 

wird  erzielen  können,  erpeht  hieb  nofort.     Eine  iilmliche  BemerkaBg  iiK 
nutiirlich  au«:h  auf  die  übrigen  Gleichungen  au§zudehnen. 
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Geht  nan  ferner  von  der  Gleichung 

(*«.  +  DA*)  =  ^  [/(ä») + A-  2i)] 

Ms  80  fiihren  die  Coeflficienten  von  2^  zu  der  Formel: 

20) 

2*'-l„        „2»«- «-1  ig,-!  ,  „   2«— »— 1  Bn-% 

"2^^"-*  2n— 2!     1.2+^ '2»!— 4!"     4!    "•" 
.■     _,     ,,„  2"'-t(n -2)4-1 

Die  CoefficienteD  von  z**+i  hingegen  liefern  die  Relation: 

21) 

2«— »— 1  _      «.2*»-*— 1  ^— 1  .  .^2»"-»-l  Bn^% 
2nl      ^--^  2«— 2!       31    +^  2»-4I       5!    

-<     '^^  •  1.2.1.2....2W  +  1  •       ' 

Aaf  ihDiicbe  Weise  entspringt  aus  den  Factoren  von  2^4-* 
»der  z*",  sofern  nach  vollzogener  Operation  n  in  n-\-\  omgesetzt 
ird)  der  Gleichung 

(««•-l)A*)  =  ^  [A-2x)-  A2x)] 

ie  Beziehung: 

22) 

M~^  2n-2lO  +  ^2n— 4!3.4.5.6 


••  «• 


_/     i^-+.2*'(n-l)  +  w-fl 
-l— *;-T   1  2  3  4     2n+2 


der  auch : 


&  -  2«      34     Ä-i  +2*    3.4.5.6     Ä-t  -  ... 

=(_!).+!  »'  +  H-2'»(«-l) 
^     *^      •     2n-fl.2n-|-2 

Und  die  Coefficieoten  von  2*M-i  geben: 

23) 

2n.2n— 1  .  ^2n....2«— 3  „ 

^  "■ -^  TX3~  ^-»  +  ^TXOTB"  *-•  ~  •  •  • 

=(-»)-+' (2*-«-^,  +  ;). 
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Auch  diese  Ausdrucke  ergebeo  sich  aus  den  vorbin  geoanDteo 
AnsdrQcken  *). 

Zirei  andere  Relationen^  die  aas  den  Gleichungen  8)  und  10) 
auf  dem  Wege  der  Addition  oder  Subtraction  entspringen,  sind: 

16) 

2(2««-l)i?.-?^y^(2a-»-l)Ä^i +  ....  + (-l)».n=0 

und 

17) 

2  (2*»;-  l)ßn  -^     \"2     (2*^*+l)  «-1  .•...+(-!)"  (3n-2)  =0. 

Durch  Vertauschung  von  z  in  2z  geht  die  früher  betrachtete 
Cileichung 

/•(- 2)  =  e-'fXz)    ober  in : .  (c»  +  1)  /t-2i;)  =  2e^/(;z). 

Aus  dieser  Gleichung  aber  folgert  man  auf  bekannte  Weise,  je 
nachdem  man  die  Coeflficienten  von  z^  oder  z^-f^  zusammenstellt, 
die  Relationen : 

18) 

(2«"-l)  Bn  -  ^— 2«(2«— -l)Ä-i+^;^^2*(2«-«-l)B.-, 

2r  2n<— 1 

-...  .+(-!)->.  =^—-ia«-«  (2»-«- _  1)  Ä, 

=  (-I)».t2a— »(n-2)+n  +  il 

»9)      , 
2(2>-«-l)B,-??j^=l2»(2*-«-  l)fi._i 

'    •-. ...=(-!)■  j^[i-2»«fi3  +  m  +  2>.]j. 

*)  Das«  man  die  Formeln  12)  und  13)   auch   aus  den  Entwicklungen 
der  Gleichung 

«»/rz)=^=^/'(-2i) 

und  die  Relationen  14)  und  15)  aua  den  entsprechenden  Reihen  .der  vier 
Functionen  von  t  in 

wird  erzielen  können,  ergiebt  sich  sofort.  Eine  ähnliche  Bemerkoog  ist 
natürlich  auch  auf  die  übrigen  Gleichongen  auszudehnen. 


und 


ZüMen  und  der  Secanien'Coef/leienten.  ASill 

Geht  nan  ferner  von  der  Gleichung 

aus,  80  fähren  die  Coefficienten  von  2^  zu  der  Formel: 

20) 

2*'-l  „2*-«-l  Ä»-i  2*»-»-l  2?.-a 

2nf    ^"'^  2n— 2!     1,2   ^  ^  '   2n— 4!'      41    ~-" 

.         -.     ..„  2^-'(«-2)  +  l 
+ (-')"•  2. 1.2. 3. ..."AT' 

Die  Coefficienten  von  z**+i  hingegen  liefern  die  Relation: 

21) 
2*^^-1  „      v^2«— -1  ^„-1     ,^2«»-'>-l  Bnr-t 
— ^j      Ä«— z-  2«_2!       3!    ■*"'    2n-4f       51    """  * 


_/     h-+i  2^-H3-2n)-l 
_(— ij'-r  .  1  2.l.2....2n  +  l  '       ' 


Auf  Sbdicbe  Weise  entspringt  ans  den  Factoren  von  2*M-* 
(oder  z*",  sofern  nach  vollzogener  Operation  n  in  n-fl  umgesetzt 
wird)  der  Gleicbang 

(«»•-  \)m  =  t!+l  [/i(_  2x)  _  /ta,)] 

die  Beziebong: 

22) 

"  '"■*  2n— 2I'0  +  ^2n— 4!'3.4.5.6~-" 


2nf 


~^    *'       1.2.3.4....2n+2 


oder  auch: 


^2n.2n— 1  p       .  „^2n....2«— 3  „ 
Ä.  -  2«      34     Bn-i  +2*    345g    Ä«-.  -  .... 
-(_l),+l  n  +  l+2»»(n-l) 
^      ^  2n-fl.2»-t-2    ' 

Und  die  Coefficienten  von  2^+^  geben: 

23) 

*'-^~t:2X'®-»+^t:2X4:5"*"-*-  •• 

=  (-»)"+'•  (2*-- 2^1 +i)- 


/  . 
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Schon  bei  einer  nur  oberflächlichen  Betrachtung  erkeaot 
das8  Gleichung  20)  durch   Addition   der  Gleichungen  8)  und  18) 
und  die  Relation  22)  durch  Subtraction  der  genannten  GleichuD* 
gen  entsteht.    Ebenso  sagt  die  Formel  23)  offenbar  mit  andern' 
Worten ,  dass  sie  auf  dem  Wege  der  Subtraction  aus  den  Rela- 
tionen 5)  und  19)  sich  ergiebt. 

Addirt  mau  ferner  zu  Gleichung  22)  Gleichung  10),    so  folgt: 

24) 

g«-(2'-|-l)-    i^XA     ^-'+(g*  +  ')      2....6      ^-'— • 

-(    *^"^    1^211  +  2+ 2n+l.2n+2/ 

Andererseite  gewinnen  wir  darcb  Subtraction  beider  Gieicbungea 
und  nachherige'  Vertauschuog  von  n  mit  n-{-\'. 

25) 

-K-^r^  •2n  +  l.2n+2.2n+3.2n  +  4' 

Eine  ähnliche  Relation  fliesst  ans   den  Factoren  von   i^H-i  der 
Gleichung 

2~A-*)  =  — 2~  AO. 

nämlich : 

26) 

2n!    2.3""5^^2!2....5"^2n— 4!2....7'~  ••• 

=  (-l)-+*2.ä.4....4n+3- 

Die  Zusammenstellung  der  mit  t^  multiplicirten  Glieder  würde 
wieder  zu  der  Formel  22)  führen. 

Behandelt  man  die  aus  der  analytischen  Trigonometrie  he- 

kannten  Entwicklungen  von  cos 2  auf  dieselbe  Weise  wie  * 

so  kommt  man,  wie  Herr  Professor  Stern  gezeigt  hat  ^),  zu  der 
Relation : 


•)  Crelle*«  Joiirnil  etc.  Bd.  26.  S  88.  ff. 


<  Zmäien  und  der  SeeaHteH-Coe/fletenteit.  4&9. 

27) 
2*^1  (2*._ l)il._       1^    *2«— »(2«— »-I) Ä,_i 

•  I 

+  ^i'.'2'.t.4  ^2««-»(2^-*- 1) /?.-»-.... 

+  (-l)-»?^— 2(2«-l)Ä.  +  (-l)».n=0. 

Nach  der  von  uns  befolgten  Methode  ddrfte  die  Rechnung  so 
stehen.     Da  bekannteraiaassen   die  Entwicklungen    von    — s" — 

bis  auf  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  mit  den  entsprechen- 
den Entwicklungen  von  cosz  öbereinstimmen ,  so  wird  auch  hier 

unser  Augenmerk  darauf  gerichtet  sein ,  aus  — ^--r-  eine  solche 
Form  zu  erzielen^  die  als  noth wendige  Folge  Gleichung  27)  in 
sich  schliesst    Nun  aber  föhrt  — n —  leicht  auf  die  Gleichung 


e- 


"/t2«)=^— .J/'Cdi); 


mithin  wird  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 

2  2*  2*  2**""^  2^ 

t*~  5  +  2X2  —  2:3!+ ••■•~2.2n—l!'*'2T5^I~-l 

2%»  2*"2*» 

x:[l  -*+o-nO)  +  ....+-5;jj-/*'(0)  + ....] 

=fi+o:2+2:4!+-+os!+-HJ-2*+-t^/«(0)  +  .... 

2>"ßi)*" 

••••+-iir-r"(0)+....]. 

Hieraus   aber  folgt   durch  Verbindung   der  Coeflficienten   von   2^ 
die  Relation: 

2^.-1(2*. -1)  2*»-»(2^«-l)  />«-«(0) 

1.2.3....2n    '    ^"^  +  1.2.3....2n-2     1.2  ~ 

2«-»(2««-^-l)  /»«-4(0)  2(2'-l)  1  n 

"*■  1.2.3....2n-4     1....4  +' •+1.2.2n-2!'  ^"^-2.2n-l|— "' 

d.  g.  mit  Rflcksicbt  auf  Gleichung  I.  und  durch  Mnltiplication  mit 
2n!  die  Beziehong  27). 
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■ 

Dem  Früheren  analog  kunnte  man  jetzt  die  CoefficieDten  von 
22n-f-i  zusammenstellen.  Wir  unterlassen  jedoch  diese  Operation, 
weil  sie  wieder  auf  Gleichung  5)  zurfickföhrt. 

Substituirt  man  in  der  Gleichung 

für  c»  den  Werth  V.  ,  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  Re- 
duction  die  von  Stern  angeführte  Gleichung: 

Und  hieraus  folgert  man  nach  geschehener  Entwicklang  der 
Functionen  in  Reihen  durch  Vereinigung  der  mit  z^  behafteten 
Glieder  die  Reiation  :  ^ 

28) 

(2«»-l)Ä„==— j-2~(^"    -^>^-*-*i+T:2X4^       ^^^*--»-*« 

2n^2n— 1  i    »     » 

+  "-T j~2 —  (2*  — l)Ä|,fii^i. 

Auch  hier  giebt  die  Zusammenstellung  der  CoefBcieoten  von  z^^^ 
nichts  Neues. 

Was  die  von  Etiler  §.123.  seiner  Differentialrechnung 
gegebene  Relation  betrifft,  so  erkennt  man  leicht,  dass  sie  nach 
der  hier  befolgten  Methode  aus  verschiedenen  Gleichungen  abge- 
leitet werden  kann.     Wir  wollen  die  Gleichung 

wählen.    Unterwerfen  wir  diese  der  Differentiation ,  so  entspringt: 

-0+0/^(0^  +  rr4/'*(0)+ •• +2«^/*'(0)  + ... 


*)  Zur  Theorie  der  Euler'tchen  Integrale.     S.  35. 
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Und  werden  jetzt  die  Glieder  mit  z^— ^  verbunden,  so  folgt  weiter: 

29) 

(2n+l)/^(ü)=-  [^^3^  /*-«(0)/'(0)+^T^^r-*(0)/»(0) 

2n  •  •  •  •  3 


+  r3^/"(0)-^'-'<o)]- 


Dies  aber  ist  die  verallgemeinerte  Euler 'sehe  Relation.  Setzt 
man  fi  =  l,  so  wird  die  vorstehende  Formel  nicht  anwendbar 
sein,  weil  sie  das  för  diesen  Fall  Statt  findende  Glied 

nicht  in  sich  begreift.'    Alsdann  nämlich  hat  man  diese  Gleichung: 


d.  b. 


_X2-/^">=r:2i:2 


'*^»-1.2    2 


Um  endlich  die  von  Herrn  Professor  Drobisch  in  seinen 
„Observationes  analyticae,  obserr.  II."  mitgetbeilte  Fot> 
roel  zu  erbalten,  differentiiren  wir  die  Gleicbnng: 

1   _m 


Dadurch  gewinnen  wir: 
d.  b. 

= ! + o + o  /"(ö) + •  •• + Sr'(0)+"" 

Werden  nun  die  Glieder  mit  z^«  vereinigt,  so  kommt  schliesslich : 
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30) 
^  1      r2n.2n— 1  ,^       ^,  ^  2fi  ....2«— 3,^       ^. -, 

+  ....  +  (-  l)-i?.  +(-l)»+»  ■2n+V.L+2]' 

welches  die  von  Drobisch  gegebene  Relation  ist 

Eine  ähnliche  Relation  erhalten  wir  noch  aus  der  angewen- 
deten Gleichung  durch  Zusammenstellung  der  mit  2^-^  muitipfi- 
cirten  Glieder,  nämlich: 

31) 

^'=2ir2a^l       1.2.3       Cin-S)«»-»    1.2.3.4.S  <-^"-^>^'-' 

+  ....  +  (-l)-.?^^^Bi+(-l)-+»:l]. 

Ausser  diesen  Formeln  könnten  wir  nun.  noch  mehrere  andere 
aufzustellen  suchen.  Wir  wollen  indessen  unsere  Betrachtungen 
hier  abbrechen;  denn  einerseits  dürfte  es  von  keinem  grossen 
Belang  sein,  zu  den  in  manchen  Fällen  gerade  nicht  durch  grosse 
Einfachheit  sich  auszeichnenden  Relationen  neue  hinzuzufügen; 
andererseits  aber  glauben  wir^  schon  durch  die  vorliegenden  Ent- 
wicklungen den  Vorzug  der  8tern'schen  Methode  vor  jeder  an- 
dern zur  GenOge  dargethan  zu  haben.  Wir  wollen  daher  anderen 
Untersuchungen  uns  jetzt  zuwenden ,  vorher  aber  noch  erwähnen, 
dass  die  Formeln  16),  17),  23),  24)  ebenfalls  von  Stern  gefan- 
den wurden.  Gleichung  8)  dagegen  hat  schon  Herr  Gupel  im 
dritten  Bande  S.  66.  dieser  Zeitschrift  als  Supplementa^ 
Formel  zu  der  von  Herrn  Professor  Grunert  entwickelten  Rela- 
tion 5)  angegeben.  Endlich  hat  Herr  Professor  SchlSmilch  die 
Relationen  10),  U),  14),  15)  mit  Hülfe  bestimmter  Integrale  be- 
wiesen*); nur  stellt  Schlomilch  die  angeliihrten  Gleichungen 
unter  anderer  Gestalt  dar,  in  welche  jedoch  die  von  uns  gewählte 
Schreibweise  mit  der  grOssten  Leichtigkeit  sich  fibertragen  lässt. 

II.    Zur  independenten  Bestimmung  der  BernouLli*schen 

Zahlen. 

§.3. 
Wie  schon  aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  so  leistet  die  Theorie 


•)  Archiv.  Tbl.  III.  Abhandl.  IV.  S.  14.  ff. 
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der  tiogarithmeo  bei  Betrachtongen  ober  Bernoulli'sche  Zahlen 
oft  sehr  wesentliche  Dienste.  Die  Erwägung  dieser  Thatsache, 
namentlich  aber  der  Hinblick  auf  die  zwischen  den  früher  durch 
Alf  A^,..,,  Any"  Ol,  a^,^,„.an—'  bezeichneten  Coefßcienten  Statt 
findende  Recursionsformei : 

1)  nAn  =  nOn  +  (it— l)fl«-li4,  +  ....  +  «1  An^l 

durfte  zu  der  Vermnthung  hinfuhren ,  ob  nicht  auch  hier»  bei  der 
Ermittelung  unabhängiger  Ausdrücke  für  die  B er noulli 'sehen  Zah- 
len, eine  ähnliche  UOlfe  von  der  Theorie  der  Logarithmen  zu  erwar- 
ten stände.     Und  in  der  That,   hat  man 

2)  log (l  -{-  AiU-i-  A^U^  -{- ,...)  =  fli t£  +  Ojl«* +  ....  + flu ti"  + 

so  bestimmt  sich  der  Coeffieient  an  durch  die  Formel: 

3)  fl«  =  l(-l)*-*l-p»C', 

k 
wo  p^O  die  Comblnationen  mit  Wiederholungen  der  Klasse  A  zur 

Summe  n  aus  den  Grossen  (Erlementen)  A^,  i^s»****  ^««••••»  i^^^ 
Gruppe  mit  der  entsprechenden  Perrautationszahl  multiplicirt,  aus- 
drückt. Stellt  somit  irgend  eine  der  in  dem  Vorhergehenden  auf- 
gefundenen Relationen  zwischen  den  Bernou Hinsehen  Zahlen 
einen  Ausdruck  von  der  Form  der  obigen  Recursionsformei  dar, 
so  kann  man  offenbar  eine  derartige  Relation  aus  einer  mit  2)  ana* 
logen  Gleichung  entstanden  denken  *).  Dann  aber  würde  —  wie 
sogleich  erhellt  —  in  3)  ein  Mittel  zur  independenten  Bestimmung 
der  Bernoulli'schen  Zahlen  geboten.  Prüfen  wir  daher  in  die- 
ser Hinsicht  die  früher  entwickelten  Gleichungen,  so  folgt  zunächst 
aus  der  Beziehung  5)  §.  1.  wegen 

^"  =  ^""'^  •2Mn[!*    '^^"nOTS^lSi' 


*)  Bekanntlich  tetxt  die  Bildang  der  Formel  l)  ans  2)  voraan,  das« 
2)  SQ  den  converg^irenden,  stetigen  Functionen  gehöre.  Um  daher  jedem 
Einwände  zu  entgehen,  der  in  Bezog  auf  Strenge  der  obigen  Ansicht 
etwa  gemacht  werden  konnte,  uiuss  nachgewiesen  werden,  dass  die  in 
Anwendung  kommenden  Reihen 

l+i4ill+i4a«*+....  eine  Summe  =  e'»tf(l+'rfi«+^a««*4-eM 

besitzen.  Ohne  Mühe  aber  erkennt  man  die  CooTcrgenz  dieser  Reihen. 
Und  ebenfio  leicht  ersieht  man  bei  etwaigem  Zweifel  mit  Hülfe  von  1), 
das«  wirklich  die  a  durch  die  angefahrten  Grössen  ersetzt  werden. 
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32) 
1   2*«-*  *  1*11  I 

Weil  ferner  nach  Gleichung  10)  die  Relation  gilt: 


also 


^     *"*2.3....2n+2~~2«I"*'2n— 2r'3.4~"-' 
A  =  (-l)»3  4      2„^2'    '^=~S'2.3.."2n 


ist,  so  ergiebt  sich: 

33) 
lÄ*  I.*l  1  1 

n2;r!=f,^"'')*A''"^'f~5:4'  sittö'  "szts i 

~^}      '    h^       ^"O'i'  5!'3'  ~7!'4 i' 

Eine  andere  unabhängige  Biidungsforroel  findet  sich  aus  Glei- 
chung 16),   nämlich: 

34) 

1   2*"— I           *             I\llll         11 
nTZ:2a^'-^^~^^h^'^'^~  2'^'  2"4r  ~2-6! 1' 

da  die  Beziehungen  gelten: 

1     1  1    2*"— 1 

Und,  ein  Blick  auf  27)  zeigt,  dass 

.       ,     -^      1  _      1  2^-1  (2»« -l)g, 

^,=  (-l)».2;^.    an----     1.2.3.. ..2ii~' 

folglich 

35) 
1  2*"— 1  *  1*11  I 

;r-^"-^-w-*-=i^i-')'Ä''-^'r-2!' r  -si i 

ist. 

Endlich  scbliesst  sich  an  Gleichung  26),  diese  in  der  Form 

2a.  .  (2«-l)2iB«-i       1_      (2''-l)2ft,-a  l 

~"2^+       2n  — 2!       '3.5.6"       2«-4!        •3.5....8+***^- 

_ C_ i)„     4n(2"+'-l)    _  «.(2«-+«-l) 

—  '^     ^  •3.4.5....2n  +  4-^     ''  •3.5.6....2«+4 
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betrachtet,  die  nn'abhlnglge  Biidongsformel : 

36) 

1   2B,      *      -^1       *.     2*-l      .    2«-l              2«-I         ^ 
n'  2ii!^,  ,^~*'  •Ä''  ^  ^~3.5.6'  +3.5.6....8'  ~3M.7.;.10 ^ 

§.4. 
Combinatorische  Resultate. 

Bei  einer  nur  flQchtigen  Betrachtang  lassen  schon  die  eben 
erwähnten  combinatorischen  Formeln  noch  einige  interessante 
Resultate  erkennen.  So  findet  sich  sogleich  durch  Verglelchung 
der  Gleichungen  32)  und  33): 

37) 

*  1         Ä  1      1        J      1 

Aas  34)  aod  35)  dagegen  entspringt: 

38) 

—    *  .       ...     1         »r       1     I       1      1  11  ■ 

ifi~  ^    h^       ^~2*2f'  2'4l'  ~2 '6! J 

Und  werden  32)  und  35)  mit  einander  vei^lichen ,  so  folgt  die 
von  Stern  mitgetheilte  Formel*): 

39) 
*.     ...   1      *.,     1      1         1 


2*" 


ff-')*ÄP'^'t-a'4i'-6»'  -3 
—  1  — *i  I       5  ]      1  J 


Hingegen  geben  33)  und  34)  den  Satz: 

40) 

»,     ,,.   1      »  ,     1    1      1    1  11        , 

2:(-l)*.^p«C  1-2' 2!*  2' 4!'    ~2*6!'""J 

OS« 1 tlZl - 

Zy- 1)».  jp»C  [- 2 •  31 '    3  sj •    -47!'    "' 


*)  Grelle*«  Joornal  Bd.  26    S.  88  ff. 
Iheil  XXXV.  31 


►     / 
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Setzt  man  ferner  die  AusdrOcke  in  37)  und  38)  oder  io  3i) 
und  40)  einander  gleich,  so  gewinnt  man  die  neue  Beziehung: 

41) 
*  1*        11  >  1*        11    »11 

i:(-l)».^V-C'[-35.  5J.....].if,(-l)*.Ä''-<^'t— 2-2!'   2  4! 1 

h  l^^ll  A  1*111] 

=  ^(-l)».^V.C'[-2,.  j, IfZ-D'-Ä^-^^'t-Säl'  3-6T-1- 

Anmerkung. 

Aus  den  vorstehenden  Bemerkungen  dilrfte  man  noch  deo 
Schluss  ziehen,  dasjs  die  Theorie  der  Logarithmen,  so  vorzüg- 
liche Mittel  sie  auch  bei  der  Behandlung  der  Bernoulli'scheo 
Zahlen  darbietet,  doch  nicht  zur  Herleitung  sämrotlicher  Recor- 
sionsformeln  zwischen  diesen  Zahlen  geeignet  scheint. 


5. 6.  . 

III.    Analogie  in  der  recurrenten  Entwicklung  der  Ber- 
noulli'schen  Zahlen  und  der  Secanten-Cokefficienten. 

sin  «IT  ^—€^^ 

In  dem  Umstände,  dass  die  beiden  Functionen und  — öZ~ 

in  ihren  Entwicklungen   in  unendliche  Reihen  und  Prodncte  nor 

durch  das  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  sich  unterscheiden, 

erblickten  wir  den  Grund  für  das  Erscheinen  der  Relation  5)  aus 

sin  3c  ß^  "^  1 

l und  fiit)^ — ö — A^^)«    ü"^  hieraus  schlössen  wir  dairo 

das  Statthaben  der  so  wichtigen  Beziehung  I.  Aus  fihnlicben 
Grunde  gelang  es  uns  ferner,  die  von  Stern  aus  Icosx  gefao* 
dene  Relation  27)  mit  Hölfe  der  Gleichung  I.  zu  beweisen.    Da  noB 

^3^=8ec;r  =  1  +  j^*«  +  jf  «•+ etc. . 

WO  die  Coefficienten  6|,  6^,....,  die  sogenannten  Secanten-Coefli- 
cienten,  bekanntlich  den  Gleichungen  genügen: 

42) 


2n^2n--l  2n_2n— 3.        ,         .    ix.xi  2n.2ii-.L^I. 

6«  =  — y-y- Ä«.i-  -y— ^,A,,^-f.....fM)''^^^  1.2.3...,^«'^'- 
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80  dfirfte  die  Viermuthang  sehr  nahe  liegen ,  dass  auch  hier  eine 
ähnliche  Gleichung,  wie  bei  den  B e rnou II i 'sehen  Zahlen 

/^XO)  =  (-l)»-».Äi. 

2 
darstellt.  Statt  findet    Und  in  der  That,  bezeichnen  wir  --l— r— — 

c'  +  c-* 

mit  ip(a:),  so  erhellt  augenblicklich,  dsL88g>(a:)  für  den  Zahlen werth 

a:<n'  mit  l+^-ö^'+i — jÄ^  +  etc.    gleichbedeutend  ist.     An- 
dererseits aber  hat  man 

2  1 


daher 


^"•^1. 2  +  1. ..4  +  6!  +    •• 


Aus  dieser  Gleichung  aber  folgert  man  nach  bekannten  Principien 
die  neue: 

"Sir+   2n-2!    1.2+  2n-4r'4!+  •'•■*■  2n!-""' 
d.  h. 

43) 

A-r/\v  .  2ii.2ii  — j   ^     «^Ä.      2/1. ...211— 3  «     -,^.  ^ 2ii...2fi — 5  __   .^^^ 

^(0)+--x2-^*'-*(o>+t:2:3T^^o)+j^^ 

•  ,  2n.2n~l....l     ^ 

+  •  ••+     l.2.3....2n    -"^ 

Und    diese   Gleichung,   verglichen    mit  der   Relation  42),    zeigt, 
dass  allgemein 

IL  9«"(0)  =  (- 1)» .  6« 

ist,  eine  Gleichung,   die  man  unmittelbar  durch  Einfuhrung  ima- 
ginärer Argumente  in 

wOrde  erzielt  haben. 


§.  6. 
Fortsetzung. 

Die  80  eben  aufgefundene  Bezie|iang  bildet  fast  überall  das 

8l^ 
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Analogon  zu  Gleichung  I.  §.  1.  Zur  Rechtfertigung  dieser  Behanp- 
tung  wollen  wir  die  von  Herrn  Professor  Scherk  gegebenen 
Formeln  2) — 7)  seiner  mathematischen  Abhandlungen  mit  Hülfe 
des  obigen  Ausdruckes  zu  beweisen  suchen.  Dabei  werden  wir 
Gleichungen  erhalten ,  die  in  dem  einen  Falle  zur  Kenntniss  der 
Secanten-CoefOcienten  liihren»  in  dem  andern  nur  Relationen 
zwischen  den  B er noulii 'sehen  Zahlen  liefern. 

Gehen  wir  zunächst  von  der  Gleichung 


e^4- 1 
e*  =  — 5r-  9>(^) 


aus»  80  kommt: 


x[i+ 1:2'''^)+-+^^''^^^+ -i 

Und  stellt  man  jetzt  die  Glieder  mit  x*"  zusammen,  so  entspringt: 

44) 

o  ,t\K  -  2fi.2n— -l^  __  g^^gy.  .  2ii....2w— 3rt«  «    ^^ä. 
g)*'(0)+ — y^^— 2y«»-«(0)+      j      ^ — 2V*-*(0)  +  .... 

d.  b. 

.        2n.2B— 1„.         .  2n.,..2n— 3„,- 

*" O— 2*-*  +     1.2.3.4""^  *--•-•  • 

2«  2«  —  1 
-(-!)■.      12      2«"-»^-K-l)«.(2*-»-l)  =  tt         I 

Die  CoefGcienten  von  ar^-F^  dagegen  liefern  die  Relation: 

45) 

-....+(- 1)— 1      1,2      2«— »ft,  +  (- 1)«(2»«- 1)  =0. 
Bebandelt  man  auf  gleiche  Weise  die  Gleichung  ' 
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I 

so  erhält  man  aus  den  mit  j;'"  multiplicirten  Gliedern  die  Formel : 

46) 

— (2n + 1 )  «p«»(0)  =  ^^  2»"  (2«"  - 1)  /«"(O) 
+  ^"^l'Js""'  2*-«(2«"-«-l)/^-»(0) 

-(2n  +  l), 

d.  h.  die  zweite  der  von  Scherk  entwickelten  Gleichangen.  Mau 
kann  derselben  auch  folgende  Form  geben : 

^e^)  ^  „0,  +  ?!Lj^a  ^^^  ^ + ... 

in  welcher  Form  diese  Gleichong  von  Schlomilch  S.  17.  dieses 
Archivs  (Bd.  3.)  mittelst  bestimmter  Integrale  beiviesen   wurde« 

Die  Factoren  von  a:^-^  wurden  wieder  zu  der  Relation  27) 
fuhren. 

Nimmt  man  andererseits  die  Gleichung 

"xe-*  (Pia)  =  fXAa:)  -  /][2ar) 

und  entwickelt  jede  der  Functionen  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  Xj  80  gewinnt  man  aus  den  Coefficienten  von  x^^  die  Beziehung: 

47) 

I 

2*'(2*'— 1)„      2n— 1.          2n-1....2n-3^       ,2«— 1....2n-5. 
äi ^=  -T~*-' rO      *-"+  1.2.3.4.5    *"-» 

—  ••  +  ^-^)'-'l....2n-l' 

welches  die  von  Scherk  gefundene  Relation  4)  ist.  Auch  diese 
Gleichung  hat  Schlomilch  mittelst  bestimmter  Integrale  bewie- 
sen.   Man  sehe  dieses  Archiv.  Bd.  I.  S.  363. 

Aus  den  Gliedern  mit  x'^^^  folgt  wieder  Gleichung  43),  d.  h. 
42)  oder  Gleichung  1)  bei  Scherk.  Dieselbe  Relation  würde  aus 
den  Factoren  von  j:^+^  der  Gleichung 
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xer^^iix)—  —2 — P^) 

entspringen.  Und  die  Coefficienten  von  or^  dieser  Beziehung  wur- 
den auf  Gleichung  47)  fuhren.  Hier  hätte  man  sich  der  Recur- 
sionsformel  8)  §.2.,  dort  der  Gleichung  5)  §.  1.  zu  erinnern. 

Die  dritte  der  von  Scherk  mitgetheilfen  Gleichungen  findet 
sich  aus  der  Gleichung 

/i[2a:).g)(a:)  =  ir*./l[4jr) 

und  der  Relation  7)  §.1.  Man  erhält  bei  bekannter  Behandlung 
der  vorliegenden  Gleichung  aus  den  FaeCoren  von  a?^^^  die  Be- 
ziehung : 

-  (2n  + 1)  g)««(0)  =  ?5+l  2a«+i .  2a«-i/to(0) 

+  ?^^±y^^— 2»»-».2»»-»/««-«(0)  +  ....  -(4«+  I). 

Vereinigt  man  aber  hiermit  Gleichung  7)  j.  I. .  so  kommt : 

48) 

— (2n  + 1)  ^«•(O) = ^^i^2«M^(2*»-» — 1)/*'(0) 
+  ^^^i^j^;^— 2«»-»(2«-»-l)/«-+«(0) 

+      1.2.3.4.5      2'-»(2«-»-l)/^-«(0)  +  ....  -  1. 

welches  die  erwähnte  Scherk'sche  Gleichung  ist. 

Diese  ergiebt  sich  mithin  aus  den  mit  a;^-f^  behafteten  Glie- 
dern der  Gleichung 

A2a:) .  9)(a:)  -  \f(x)  =  '^-^K'ix)  -  ?!^fl±i)  f(^). 

Verbindet  man  ferner  die  Factoren  von  x'^,  so  folgt  nach  gehu- 
riger Reduction  eine  neue  Relation,  welcher  man  nach  Gleichung 
27)  die  Form  49)  geben  kann : 

49) 

2(2*^-1)  _6«        2«  p     ^i.-!         ^B^    bn^% 

2nl      ^"^2fi!'~1.2^»2n-.2!""    4!    2n-4!        * 

2»«-«  Bn-i    bi 
••  ""      2ii— 2!      1.2* 
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Man  kunifte  jetzt  f{ix)  durch  er-^'fi—ixX  ersetzen  and   die 
dann  folgende  Gleichung 

auf  bekannte  Weise  behandeln.  Die  Factoren  von  x^  ivfirden 
schliesslich  zu  einer  noch  nicht  angeführten  Relation  zwischen 
den  B er noulli' sehen  Zahlen  führen.  Da  jedoch  diese  Relation 
sich  nicht  durch  grosse  £inra<'hheit  auszeichnet«  so  unterlassen 
wir  ihre  Angabe.  Aus  gleichem  Grunde  öbergehen  wir  die  Zu- 
sammenstellung der  mit  .r^+i  multiplicirten  Glieder. 

Uro  Sc h er k 's  fünfte  Gleichung  zu  erhalten,    bedenken  wir 
Folgendes.   "Es  ist: 

«»*— 1       «**— 1 

gleichzeitig  aber  gilt  die  Beziehung: 

e^  +  e-*  d(px  2a?      e**  — 1 

1       '  dx  """"i^MT     '^     ' 

daher: 

Stellt  man  nun  in  bekannter  Weise  die  Glieder  mit  x'^-^  zu- 
sammen und  berücksichtigt  die  Gleichung  16),  also 

2a«r2*«  —  1)  2n  —  1  9««-2  9« 

2n       ^^°^  +  TTT  ^"'  (^"'-  *>  f^*^^^  +••••  •»•      2« 

=  0. 
80  kommt; 

50) 

d.  i.  die  verlangte  Gleichung. 

Aus  den  Coeificienten  von  a!**  wQrde  mau  die  Gleichung 

51) 

2*«— 1  2««-«— 1       1  2*»-*— 1    1 

2n!    "'~   2» -2!     1.2.3^"-*+   2«-4»     gf«»-»-- 


I    1 

+  (- 1)». 

erzielen. 


+(-»>' 2- an =« 


472  Meyer:    Einige  Beitrage  zur  Theorie  der  Bernoulir sehen 

Giebt  man  der, vorhergehenden  Gleichung  die  Forai.: 

/I[4:r)-Vt2£)  fl^.^'P^^') 
2 VW  =  4  •  A^)  ~9  ~ ' 

so  erhält  man  aus  den  CoefBcienten  von  x^  die  Relation: 

52) 

"'in!-      l.-2....'2«     ''"+     1....2n— 2     ^^-^.2 

22"-»(2*-*- 1)  „      6a  .  .  2(2«-l)  „        ft.-i 

+  niT.T2;i^4~""-24f  ■»'•••  +       l.'i  "  *'1....2ii-2' 

eine  Gleichung,  die  von  Stern  durch  Betrachtungen  ariderer  Art 

gefunden  n-urde  *). 

Vereinigt  man   hingegen  die  mit  ^r^M-^  begabten  Glieder,  so 

entsteht : 

53) 

-TXiJin  ==.2M^  2!9^*^"^+2;ii^^"a:2 +-"+"'2sr  xi ' 

oder  nach  einigen   leichten  Reductionen: 

6„+i ^.JL**"     ^i  j.  ,  22«^t  i?n 

2n  +  l!"^2n!^2«^n!  1.2  "*■••"*"     1     2n!' 

Aehnliche  Relationen  gewinnt  man  aus  der  früher  erwähnten 
Gleichung 

<)»(*)  =  S[/"(2^-A4a:)], 

wenn  man   diese  mit  f{x)  multiplicirt  und  e'fx  durch  f{ — x)  er- 
setzt.   Entwickelt  man  darauf  die  einzelnen  Glieder  Ton 

fix) .  <p{x) = ^^  [fi^x)  -  nix)] 

nach  steigenden  Potenzen  von  x,  so  erhält  man  die  Relationen: 

54) 
2a.-i(22n-|)  v«» (0)  .  9)*-'(0)  r(0) 

1....2«     ^(">  =  "sET  +  äTinsr  "TT 


y'»-*(0)  /*(0)  .         .^^-'»(O)   2||(0) 
2n— 4!      4!     +    ••+  2S^2f  '    1.2 


oder 


1.2.3....2n^"~2»!""'2n-2!0     2n— 4!  4!       "     1.2  2«-^ 


*)  Crelie'«  Jonrnal.  Bd.  8«.  S.A. 
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aas  den  CoelBcienten  von  x^.  and 

55) 

^        2n-a!         '       ^"^*   4!    +•••+       1.2       '  W    2„! 

aas  den  ^Factoren  von  x'^^K  Man  kann  diese  Gleichnng  auch 
so  schreiben: 

bn__     1      2^+«(^2--l)  l«g&.(2a.-l)„  ^ 

2n!~MTl.2.3....2n  +  l""+*     n  1....2n— 1^"1.2 

2'(2«-l)^  Ä 
-....—      jj       ^»2itl' 

An  diese  Relation  scbliesst  sich  Scherk's  sechste  Gleichung, 
nSmlich : 

56) 

Jn (2a.-Hl)(2«-l)(2»»-l)„ 

8.2»!—       1.2.l.2.3.4..,.2n       ^»''* 

2«(2»»-«  +  l)  (y-l)  (2»^«-l)  „  „        .     . 
+         1.2.1.2.3.4....2f^^ *«*"-^  +  ***" 

welche  man  aas  der  Gleichang 

erzielen  wird,  wenn  man  nach  50)  "äFirT*  x  jl.  \  ^^^^  ^>o  ent- 
sprechenden Reihen  aosdrfickt  und  nun  die  CoefScienten  von  x^ 
verbindet. 

Um  endlich  die  siebente  der  Scherk*schen  Gleichungen,  d.  h.: 

67) 

2g"C^-l)^     «.       ,2ft~2.2n-3,  .       ,  2n~2...2n-5,    .      ^ 
2S -0"=^ö«-i+ J--2 Oiöi»-2+     1.2.3. 4~  * ' ^»-a-T""» 

zu  gewinnen,  fuhren  wir  auch  hier  in  die  von  Seh  er  k  angege- 
bene Quelle  imaginäre  Argumente  ein.    Dadurch  wird: 

D.-^ .9(ar)=:(g)ar)«. 
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gX  

In  dieser  Gleichung  ersetze  man    nun   die  Functionen   ^ 

<pa:  durch  die  bekannten  Reihen,  entwickele  alsdann  die  Produete, 
differentiire  darauf  und  beachte  endlich  die  Relation  47)  *) 


Anmerkung. 

Wenn  wir  schliesslich  einen  Blick  auf  unsere  Methode  im 
Vergleich  zu  der  Scherk'schen  we/fen,  so  lässt  sich  gar  nicht 
leugnen»  dass  diese,  weil  sie,  dem  Princip  nach»  auf  der  Mög- 
lichkeit beruht y  die  Secante  durch  Tangenten  und  Cosecanten  und 
umgekehrt  auszudrucken,  oft  schneller  zum  Ziele  führt.  Dadurch 
aber  scheint  die  Aehnlicbkeit  der  Beweisart  dieser  Relationen  mit 
den  bei  den  Bernoulli'schen  Zahjen  ablieben  Methoden  —  im 
Allgemeinen  ~  verloren  zu  gehen  **).  Bei  unserem  Gedanken- 
gange dagegen  beruhen  die  Beweise  (im  Wesentlichen)  auf  zwei 
analogen  Gleichungen,   auf: 

/^(0)  =  {-!)«-'.  B„ 
und  auf 

Und  dann  liefern  die  hier  vorkommenden  Gleichungen  fast  durch- 
weg zwei  Relationen,  was  bei  der  von  S ch er k  gebrauchten 
Methode  nicht  der  Fall  sein  dürfte. 


*)  Die  letzten  Glieder  der  beirten  Gleichungen  56)  und  57)  sind  for 
ein  gerades  n  und  for  ein  ungerade«  n  respective : 

2»-»(2«+l)(2»-l)(2«+2-l)  „  2»-2....n+2.n-frl 

T2.3....n.l.-2.3....n+2  "%"l+i'    "-  1.2.3....  «-2 ''r*5-i 


und 


2       2"*"  ».*.«.... »f      -^5     2 

{n  gerade) 


)2»+i  — 1    ^      i«         2ii— 2....n      . 


2 
(n  ungerade). 

**)  Ich  erinnere  s  B.  an  Klugel'«    matheinatisr.he«   Wörter 
buch.     Suppl.  von  A-»i>.     Art.:    Bernou  lli'sche  Zahlen. 
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Integralia  quaedam  definita. 

Auetore 

0**^    Chrisiiano  ^Fr.  Lindman, 
her.U  StreDgnesen«!. 


Tom.  XVI.  praec.  pag.  07.  seqq.  proposnl  formalaA 

(I) 

O 

(2) 

J        l+a:«Ö»+i)  '**~2(2n  +  l)<  „.    _a«_  +  ^.    (a  +  2)«  V 

^^'"2(2n  +  l)     ^'"acan  +  1)  > 

4n  >  a  >  0. 

Holtiplicatione  per  <2a  facta  et  integratione  intra  limites   a^a, 
a=:ß  suscepta,  invenimns 

Sin  &?«:„(£+ 2)» 

/»(j;fr-i-,a;»-i)(1-j«)   <fcc     .    '°2«'*'°      2n  „, 

l-a:«-  fcr-^    g«       (/?+2)«'       ^^^ 

/»(j^-^— a:«-^)(H-j«)   <fcc      ,'»4(2m-l)'*»4(2n+I) 
I+a:««H-»)  •  tx~\       an      ,  (a  +  2)«'   ^  ' 

"  **4(2n+l)**4(2ii+I) 
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ubi  est  /?>a  et  atraque  intra  liroites,  qui  aiitea  qaantitati  a  sunt 
positi. 

Si  in  formula  (3)  po^uerimas  n=z2  atque  ideo  2>/3>o>0, 
babebimus 

J  l+:r«         ^^"STCot^.  (5) 

0 

unde  dissolutione  prodit 

/>ari»-^— ar«-»  — a?-(i»-»)+ar-(«-i)    dx   \,   ßn  ^    an     ^, 

o 
Posita  jam  «=1,   invenitor 

— T+^i— te='*8%-.    Ci>ß>l).        (7) 
o 

qaod  cum  formula  ab  Eulero  data  Gonsentit 

Quaeri  jam  potest»    num  quae   integraüa  formulis  (3)  et  (4) 
similia»  sed  iotra  limites  0  et  1  sumta,  reperiri  possiot.    Si  igitur 

►1  a:a-\(i—a!i) 


f 


dx 


prius  tractamus,  substitueudo  x  pro  a?^  formulaque  cognita  utenda 


''(^)=-<^+/'tS 


dx 


iDvenimus 


/■-;^^=.i,^(=±?)-z.(|.),.  .>..  ,s, 

0 

unde,  multiplicando  per  da  et  integrando  iotra  limites  a=:a,  0  =  8. 
prodit 

l-a:2i.  iiy 

a  a 

Quum  vero  sit 
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inveDitar 


.    (9) 


unde,  posito  n  =  2,  prodit: 

quae  formula  itidem  invenitur»  si  in  formula 

n      i=a  ^  n         /r+n  +  t\     (t  \  i\ 

H     2n     /H2n/ 

a  Cel^  Malmsten  data  (Theoremata  nova  cett    Cpsaliae 
1842.  pag.  8.  n<^.  11.)  ponantur  iii=ly  n=2,  i=/3  — 1,  r=a — 1. 


jiijp  '»»—1 


Si  in  integrali 


s 


l  +  ^(2«+l) 
o 


dx 


sobstitoitiir  x^^^  pro  x  et  formula  cognita  a  Legendre  data 


O 

adhibetur,  obtinemus 


J      .  l+«2ß«+»)  *^-4(2«+l)''*  l,  4(2n  +  l)y~'*V4(2«  +  l)y 
Moltiplicatione  per  i2a  et  integratione  nt  in  formala  (8)  Invenüor 
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»M^^-*-^-*)(l+J?^   da: 


f 


1  +aJJ{a»+i)  •  la; 


O 


=  ^    ^  4(2n  +  l)  y^  U(2ii  +  1)>/    V4(2n+l)y ^  W^n^^)) n^ 
/g  +  4n  +  4\     /    ^  +  2   \     /«+4n+2\  p/      /?      > 
H  4 (2fi  +  J) ;  ^4(2«  + 1)/  ^  M(2«+l)/  ^  W2»+l)/ 


nnde,  n  =  0  posito,  prodit 

1  a?^-i_a-«-i 


/ 


^dx^li,  (13) 


O 

quae  formola  invenitar  apud  Moigno  (Calc.  integr.  pag.  77.)  et 
jam  ab  Eulero  reperta  est.  lllad  integrale  invenitar  qnoqoe,  si 
in  formola  a  me  data 


/ 


I 

m  =  0  ponitur  et  x  pro  e"*  substituitur. 


II. 

Sinistmm  membmm  formalae  a  Legend re  datae 

/»  x^dx  TrSinog)  »>9>0 

1  +2a:Co8g)  +a:«  ""  SinqpSinaw*     l>a>  — 1 

0 

81  diasolvitor^  transit  in 

/*  ^<^ L  /*  *  ^<^ 

1  +  2arCo«g)  +  a?«V         1 +2a;Co89)  +  a?«' 

o  1 

Hoc  integrale,  posito  -  pro  x^  motatar  In 

X 

x^^dx 


/'rr 


o 
atque  ideo  est  ^ 

J      l+2xCo8q>  +  x^^^S\B(pS\nan      Vl>ö>-1/    ^  ^ 

Qaod  si  est  9  =  —  (m  et  n  =nunieris  integris  et  m  <  n), 
hae.  formalae  a  Legend  re  datae  valent 
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m-f  n  =nnni.  imp. 

^ x^dx 

l+2a:Co8  — +ar« 
n 

9 


2iiSin-^  P 
n 


m  -|-  R  =  nam.  par. 

1  +  irCos'^  +  a:» 

o 


11  Sin  —   '^ 
n 


(Quando  est  m-f't=' num.  par.^  necesse  est,  siDt  fit  et  n  numeri 
imparesy    quia   aliter  fractio    —   simplicior   reddi  polest). 

Mae  formulae  ciiiil  (.14)  conjunctae  soppeditant 

111+  it=  num.  tmp. 
^      ^.   am  7t 


-^■e^°)-^'(^)'-         <■»> 


f»  -f  n  =  num.  par. 


_^.(eif)_z.(t»),  „e, 

e  qaibas  formulis,  multiplicatione  per  da  et  integratione  intra  limi- 
tes  a^a,  a==ß    facta,   emergant 


*)  Hae    formolae   in   taboli«   C«i<  Bieren«  de  Haan   iiivi'niuntiir. 

«ed  factor  dextri  merobri  -—■ ,    —  retp.   d«e«L 

2«     n       ^ 
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m  -|-n  =nani.  imp. 

+  ^(«-±|=£)_z.(«^«)_^'(H£-«),, 

m-f  n=:nnni.  par. 
Sina;r  p=i  nj  \      n     J 


a 


/ 


Si  io  filnistro  membro  ponitar   a=z-^,  beneficio  formularum 


reperiuntar 


/'-(¥)="^ 


m -|- n=  Dum.  imp. 


Tra 


m-fn=  num.  par. 


/»  Sinntv  ,  ,,^. 


na 

n 


n— 1 


(l  >/?>«>-!). 
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Solutio    problematis    geometrici. 

Aoctore 

D*^.  Chrisiimno  Fr.  Lindmat^f 
hecL  Strengne«enti. 


Probl.  Triangulornm  .omnianiy  qaae  ejasdem  sint 
perimetri  (=2p)  et  in  eodem  circalo  (rad.  =r)  descripta 
sint,  maximam  et  minimam  invenire. 

Daobos  angalis  A'  qaaesiti  sr  ^y  iff  positis,  tertias  est 
=  7e  — (g>-|-^)  et  latera  opposita  ärSin^,  2rSin^,  2rSiD(9»-f^) 
resp.    Posita  igitur  superficie  ==  T,  habebimas 

r=:2ifSin9>Sin^Sin(9>-f^),    r(8iD9>-f  Sin^+SiD(9>  +  tf;))=fi 

yel,  pogitis 

T  p, 

u=:Sin9Sin^Sin(g>-f'4^)9  (1) 

Sin9»  +  SiD^  -|- Sin (g)  +  ^)  =  «•  (2) 

Vi  calcalns  facilior  fiat,  ponanias 

qi+ilfzs^2ae,   (p  —  '^  =  2y«  atqae  ideo  g>ssx  +  y,   '^ssx'-fff 

quo  facto  aequationes  (1)  et  (2)  mntantur  in 

tt=:  SiD  (x^y)Hm  {x^y)  Sin  2^7,    Sin  {x-{^y)  -f  Sin  {x-y)  -|-Sff»9af  taa«, 

Tel,  cognitis  formulig  utendis,   in 

u  =  (Cos  hf  -  Cos  «a?)  Sin  2ar ,  (3) 

2SiniBr(Co8|y;-f  Coso:)  =  a.  (4) 

Th«U  XXXV.  32 
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Ex  aeguat.  (4)  invenitur 

qaod  in  (3)  ductum  suppeditat 


a« 


u  =  2^  Cot  a:  —  2a  Cos«ar,  (6) 

unde  patet»  qaantitatem  a  esse  >2Sin2;r,  quoniarn  necesse  est» 
Sit  u  >  0.    DiffercDtiaodo  invenitur : 


(c) 


:73=     -5j7-y— +  8aCo8«jr-4a. 
oo:*  oin  "a; 

Posito  ^  =  0,   invenimus  aequationem 

8Sio»a:Coi«ar  =  a  (7) 

ex  qua  valores  maximo  et  minima  respondentes  deterroinandi  sunt 

Quia  est  o:  <  »   et  maximum  quantitatis  Sin'.rCos;t:  est  =-^1 

'  =  3V3  z 

necesse  est,   sit  a  ^  "o"'    Posito  Sln^'orrsj,  aequ.  (7)  transitio 

2*  -  4z«  +  4a«  =  0,  (?) 

cujus  radices  ope  tbeorematis  Cel'  Sturniii  excutiamus.  Itaqoe 
est  /][2)=:z*  — 42«+4a*,  prima  derivata  =/'(z)=42«— 122*,  et  resi- 
dua,  mutatis  signis,  /2(2)=32*  — 4a*,  /J(2)=3  — 2,  /*4(2)=4a*— 27. 

Duae   igitur   radices  aequationis  (8)  sunt  =3,   sl   est   a  =  — ^9 

et  duae  imaginariae.    Si   est  2=3,   A*^  ^^^  aequilaterum ,    qao 

3i/3 
majus  in  circulo  describi  non  potest.     Itaque  jam  ponamus  a<-^* 

Quoniarn  est  2  ==  4Sin*a:,  necesse  est,  sit  4>z>0,  et  ex- 
quirendum  est,  num  quae  radices  aequationis  (8)  intra  hos  limites 
cadant,  quamobrem  ponatur  z  =0,  4,  oo,  itemque  =3,  qui  valor 
maximo  quantitatis  Sin'jrCosj:  respondet.  Ita  oriüntur  hae seriös 
signorum : 

si  2  =  0  +    j.     -     +     — 

„    »  =  3  -    ±     +    ±     - 

„    f=4  +     +     +     -    — 

I 

„   «  =  oö  +     +    +    —    — 
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unde  apf»aret,  doas  es^e  radices  positivas»   quarum  utraqae  intra 

liniites  0  et  4  cadit,  altera  intra  0  et  3,  altera  iiitra  3  et  4  h.  e. 

n  7C  n  * 

q->j:>0,    9^^>t-     Quoniani  est   a  >  2  Sin  2a:,    ei^  aequa- 

tione  (!)  colligitur  esse  2Sin^a;>  1  vel  :r>|' 

Aequatio  (c)  cum  (7)  conjuncta  demonstrabit,    quando  sit  u 

mazinium  aut  mininiani.    Aequatio  (7)  dat  ^.   3    = ,  quod 

in  (c)  substitutum  8uppeditat 

^,  =  4a(4(;o.«x-l). 


n 


unde  intelligitur,  u  esse  maxlmam ,  si  e8t  ^>  »-»  minimum,  si  est 


Postremo  quaeri  potest,  quomodo  x^  y,  9»  ^  inter  se  cohae- 
reant.    Posito  in  (5)  8 Sin 'j; Cos j*  pro  et,  evadit 

Co8^  =  4Sin*a:Co6j;— Cosj:=3Co8;r  — 4Co8'a;  =  ^  Co%Zx, 
Sequitar,  ut  sit 

y  =  jr--3ar,   si  est  nr'^  ns'>  j* 
y  =  dA  — ff,   „     „    2  ^^^3* 
Posito  igitur  a?  =  «  —to  (**^  ^lo)»  ©^»dit  iy=:3to,  g)  =  j  +  2ti7, 

^*H>*  est  aequicmrum  et  latus  >  latere  A'  aequilateri. 
Posito  denique  ar  =  «  +  w,    invenitur    y  =  3t«,    9  =  s^  +  4w, 

^  =  Q-— 2fr,  jt  —  (9  +  ^)  =  Q — 2«?; 

^*"*  est  aequicruruin  et  latus  <  latere  ^*  aequilateri. 
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UebaDgsaafgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Dr.  Christian  Fr.  Llndman  in  Strengnä«  in  Seh wedrn. 

I.  Dato  latere  (=a)  triaoguli  aequicrnri,  variantibas  j^ero  ba«i 
angulisque»  in  venire  locum  georoetricom 

1)    puDctoruni»  ubi  altitudines  intersecante»  conveniant; 

(81  latus  a  est  axis  abscissaram  et  panctuiu,  ubi  latera 
conveniunt,  origo  coordinatanim  orthog.,  aeqaatio  loci 
quaesiti  est 

^  ö  +  ar     ' 

!2)   centrorum  circuli  inscripti* 

(Origiue  in  altero  lateris  puncto  extremo  collocata 
ab8cisfe(isque  positivis  sinistrorsum  sumtis»  idem  atque 
in  priore  problemate  locus  invenitur.) 

Cfr.  Franyoeur,  Cours  complet.  Brux.  1838.  Tom.  11.  pag.  382. 

II.  Curvatn  modo  inventani  rectificare  et  quadrare. 
(Superficies  intra  curvani  et  axem  abscissaruni   est  =  a' -p). 

III.  Qiiailratuni  in  curva  illa  describere. 

(Latus  quadrati  s=7V6.) 

IV.  Uadi<»  circuli  dato,  duas  reetas  iiiter  se  verticales  per 
datuni  punctum  sie  ducere,  ut  superficies ,  iis  circuloqae  content«, 
maximum  aut  minimuni  evadat. 

V.  Si  recta  quaedam  circulum  secat  in  punctis  ^  et  J?  et 
altera  recta  priori  verticalis  illam  secat  in  E  et  circulum  in  C  et 
Dy  semper  est 

ÄE*  +  ÄE*  +  CE*  +  D£;*=  quadrato  diametri. 

(Theorema  illud  in  Lexico  Klügeliano  reperitur  (Kreis» 
art.  48.) ,  sed  demonstratio  simplicior  fieri  potest.  Praeterea  theo- 
rema demonstrari  potest  utenda  Eucl.  II.  9.  aut  10. ,  prout  JE  iotim 
aut  extra  circulum  jacet.) 
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RI  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Uni»  iD  Anscbluss  an  meine  frühere  Mittbeilang  im  ersten  Hefte 
dieses  Tbeils  8.  115.  fernerhin  zu  zeigen,  wie  eifrig  jetzt  in  der 
herrlichen  Adria  Beobachtungen  über  Ebbe  und  Fluth  angestellt 
werden,  tbeile  ich  folgenden  Aufsatz  aus  der  Triester  Zeitung. 
1860.  No.  54.  mit.  Möge  dieser  Eifer  in  anderen  Meeren  Nach- 
ahmung finden.  G. 

Celier  Flntlipe^l  Im  adrimtUielieii  Meere. 

Ueber  die  Ebbe  und  Fluth  im  Mittelmeer  herrscht  noch  ▼öl- 
lige  Ungewissbeit.  Die  bisher  vollständigste  Sammlung  physika* 
lischer  Daten  über  das  Mittelmeer*)  ist  zugleich  eine  Sammlung 
der  widersprechendsten  Notizen  und  Behauptungen  über  die  Ebbe 
und  Fluth,  ein  beinahe  widerliches  Durcheinander  von  Angaben 
ohne  einen  leitenden  Faden.  Der  Verfasser  gab,  was  er  vorfand, 
und  er  fand  leider  vom  ganzen  Mittelmeere  keine  einzige  längere 
Beobachtungsreihe  über  diesen  Gegenstand ;  alles  bisher  zugäng- 
liche Material  beschränkt  sich  auf  Notate  einiger  englischer  und 
französischer  Schiffscommandanten,  welche  aber  jedesmal  nur  einige 
Wochen  umfassen ,  und  unter  einander  weder  örtlich ,  noch  zeitlich 
im  Zusammenhange  stehen.  Da  finden  wir  es  vor  Allem  sogar 
noch  streitig,  ob  täglich  zweimal  Ebbe  und  Fluth  eintrete,  wie  die 
Schulbücher  lehren,  oder  nur  einmal,  wie  viele  erfahrene  See- 
leute behaupten.  Bald  huren  wir,  das  Maximum  der  FluthhOhe 
betrage  nur  einen  Zoll,  bald  einige  Zolle,  bald  sogar  einige  Ellen, 
ohne  dass  die  Lage  der  Oertlichkeiten ,  (iQr  welche  jene  Angaben 
gelten  sollen,  irgend  einen  Erklärungsgrund  dieser  grossen  Ver- 
schiedenheiten darböte.  Einige  Referenten  haben  Newton 's 
Fluth  -  Theorie  so  unauslöschlich  inne,  dass  sie  mit  übermässiger 
Voreingenommenheit  nach  Syzygial-  und  Quadratur-Fluthen  spähen. 


*)  Das  Mittelmeer,  von  Dr.  C.  Bdttg;er.  Leipzig,  G.  Mayr.  1869. 
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und  z.  B.  fOr  Venedig  behaapten,  die  Springfluthen  gingen  bisirei- 
len  auch  3  —  4  Tage  dem  Voll-  oder  Neumonde  voraus!  Das 
ist  doch  etwas  stark,  die  Wirkung  noch  vor  der  Ursache  zu 
bemerken;  das  ist  viel  gebeimnissvoller,  als  der  Schatten,  wel- 
chen gewisse  Ereignisse  voraus  werfen  sollen!  Sir  Francis 
Beaufort  hingegen  bricht  resolut  mit  allem  GeschriebeoeD  und 
versichert,  dass  der  Mond  nicht  den  geringsten  Einflnss  auf  die 
mediterranen  Gezeiten  habe.  Von  der  Adria  erfahren  wir  nur, 
dass  im  Ganzen  nichts  zu  erfahren,  indem  nicht  einmal  von  Venedig 
regelmissige  Flnthregister  je  bekannt  geworden  seien.  Es  existirt 
zwar,  wie  ich  gehurt  habe,  eine  sogenannte  berechnete  Hafenzeit 
ffir  Venedig,  aber  kein  Schiffer  kann  sich  rühmen,  jemals  nack 
jener  Verberechnung  eine  Untiefe  passirt  zu  haben.  Diese  im 
Gebiete  der  physikalischen  Oceanographie  wohl  einzig  dastehende 
Resultatlosigkeit  rdhrt  offenbar  davon  her,  dass  bei  der  geringeB 
Differenz  der  mittelländischen  Gezeiten  von  ihrer  genaueren  Kennt- 
niss  ffir  die  Schifffahrt  sehr  wenig  Gewinn  zu  erwarten  ist,  und 
man  sich  desshalb  nirgends  die  IMfihe  stetiger  Beobachtungen  auf- 
erlegen wollte.  Allein  aus  dem  geringen  Interesse  der  praktischen 
Schifffahrt  (welches  übrigens  auch  mehr  angenommene  Manier  aU 
Berechtigung  ist  ....  Stapellaufen,  ....  versandete  KanSie, .... 
Barren  u.  s.  w.)  folgt  nicht,  dass  der  Gegenstand  ffir  immer  uner 
ledigt  bleiben  solle. 

Abgesehen  von  dem  praktischen  Interesse  fflr  Salinen,  meh*. 
rere  Arten  des  Fischfanges  u.  s.  w.  niuss  doch  auch  die  Wissen- 
schaft nach  der  Kenntniss  der  Gesetze  verlangen,  von  denen  die 
Bewegungen  eines  so  bedeutenden  Meeresabschnittes  regiert  wer- 
den. Dies  sollte  um  so  mehr  der  Fall  sein,  da  das  Mittelmeer, 
wie  man  schon  a  priori  sagen  kann,  jedenfalls  eine  ganz  eigene 
Ebbe  und  Fluth,  unabhängig  von  jener  des  atlantischen  Meeres, 
haben  muss.  Die  Fluth  dieses  letzteren  nämlich  erstreckt  sich 
nur  bis  gegen  Malaga  *) ;  von  dort  an  folgt  das  Mittelroeer  eige- 
nen Gesetzen ;  und  eben  desswegen  ist  es  noch  fraglich ,  ob  sieh 
überhaupt  die  bekannten  Grundsätze,  nach  denen  man  die  Gezei- 
ten des  offenen  Oceans  beurtheilt,  auch  auf  das  davon  abgeschlos- 
sene Becken  des  Mittelmeeres  anwenden  lassen. 

Ein  Umstand  ist  es  besonders,  auf  welchen  die  Physik  bis- 
her nicht  geachtet  zu  haben  scheint.  Die  Newton-Laplacesehe 
Theorie  setzt  bei  der  Erklärung  der  zweimaligen  Ebbe  und  Flotii 
wesentlich  ein  fiber  mehr  als  180  Längengrade  ausgedehn- 
tes  Meer  voraus.     Daraus  folgt  sogleich,    dass   nach    derselben 


*)  Dr.  Jilelc,  Oceanographi«.  k.k.  Staattdrnckerei.  WiesiaftT. 
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Theorie  daa  kleine  Mittelmeer  nur  einmal  täglich  Ebbe  und 
Fluth  haben  könne,  indem  es  von  ^der  zweimaligen  Flath  des 
Oceans,  wie  oben  erwähnt,  abgeschlo'ssen  ist,  in  sieb  selbst  aber 
nicht  die  Bedingungen  eines  secbsstfindigen  Gezeitenwecbsels  he* 
sitzt.  Dieser  meines  Wissens  trotz  seiner  Folgerichtigkeit  bisher 
ignorirte  Folgesatz  der  gangbaren  Theorie  verlangt  vor  Allem  Be- 
stätigung durch  regelmässige,  verlässliche,  jahrelang  fortgesetzte 
Beobachtungen.  Uebrigens  ist  es  auch  noch  nicht  flberflussig,  die, 
Newton'sche  Erklärungsweise  auf  ihre  Giltigkeit  zu  prCifen,  da 
Herr  V.  v.  Streffleur  in  einer  schon  vor  13  Jahren  veröflFent- 
lichten  Abhandlung  *)  mit  guten  Grdnden  nachweiset,  dass  bisher 
nur  die  Hohen  und  Zeiten,  nicht  aber  die  Richtungen  der  Fluth- 
wellen  erklärt  waren,  aus  seiner  eigenen  originellen  Erklärungs- 
weise aber  (durch  die  Fliehkraft)  sich  sowohl  die  Uebereiiistimmung 
mit  den  Mondesphasen  und  Culminationen ,  als  auch  alle  andern 
noch  controversen  ElgenthOrolichkeiten  folgerichtig  ergeben.  Diese 
zwar  wenig  beachtete,  aber  nie  widerlegte  Ansicht  verdient  eben- 
falls dine  eingebende  Prüfung  am  Mittelmeere. 

Aus  all'  diesen  Gründen  habe  ich  meiuestheils  seit  drei  Jah- 
ren im  Quarnero  Fluthbeobachtungen  mit  gleichzeitiger  BerGck* 
sichtigung  des  Luftdruckes,  des  Windes  und  selbstverständlich 
der  Mondesphasen  angestellt,  und  bin  daran,  meine  Resultate  zu 
veröffentlichen. 

So  sicher  aber  dieselben  ffir  den  Quarnero  gelten»  so  wenig 
können  sie  ausreichen,  um  daraus  auch  nur  über  die  Gezeiten  der 
Adria  mit  Sicherheit  abzusprechen,  noch  weniger  Aber  jene  des 
Mittelmeers.  Auch  ergibt  sich  zwar  ein  ganz  bestimmtes  Gesetz 
daraus,  und  die  Art  der  Beeinflussung  durch  verschiedene  Modi- 
ficatoren  des  Grundphänomens:  aber  es  ergibt  sich  noch  keine 
stichhaltige  Erklärung  dieses  letzteren  selbst.  Ich  muss  es  dem- 
oach  als  eine  sehr  grosse  und  dankenswertbe  Forderung  der  Wis- 
senschaft betrachten,  dass  Herr  Ritter  Smaich  von  Svet  Ivan, 
k.  k.  See-Sanitäts-  und  Hafen -Inspector  in  Fiume,  welcher  schon 
wiederholt  fiir  die  naturwissenschaftliche  Erforschung  dieser  Ge- 
genden in  liberalster  Weise  sich  bethätigte»  nun  auf  meine  Bitte 
auch  regelmässige  Fluthbeobachtungen  durch  das  Personal  des 
k.  k.  Sanitäts-  und  Hafenamtes  eingeführt  hat.  Das  Sanitäts- 
Wachlocal  liegt  unmittelbar  am  Meerbusen,  so  dass  der  Sanitäts- 
wächter den  angebrachten  Pegel  stets  vor  Augen  hat  Der  Null- 
punkt (der  mittlere  Stand  des  Meeres)  ist  von  mir  durch  mehrjflhrige 


*)  Die    Ertcheinongen    der  Ebbe    and    Fluth    unter  dem 
Einflnt«e  der  Rotation.    Wien  1847. 
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BeobachtungeD  festgestellt«  Die  Windriciitung  wird  bei  jeder  Be- 
obachtung (in  ZwiscbenräumeQ  von  1—2  Stunden  zwischen  K^ 
gang  und  Untergang  der  Soooe)  bemerkt  Der  Barometerstaai 
wird  an  der  meteorologischen  Station  unseres  Gymnasiums  beob- 
achtet. Für  die  Nachtstunden  wird  ein  Apparat  angebracht  wer* 
den,  aus  welchem  man  wenigstens  das  Maximum  oder  Mininun 
des  Meeresstandes  wird  entnehmen  können.  Für  Flume  also  wire 
^gesorgt  Aber  das  ist  noch  gar  wenig.  Lussin,  Pola,  Triest 
Venedig,  Zengg,  Zara,  Lissa,  Ragusa  wären  innerhalb  unser« 
Küsten  noch  sehr  wichtige  Stationen^  um  den  Gang  der  Fluth  xi 
verfolgen  und  zu  erklären.  Das  Hittelmeer  verlangt  ebenialls 
seine  Stationen.  Mochten  die  betreffenden  hochlOblichen  Hafen- 
Inspectorate,  Hafenämter,  die  Herren  Hafen -Commandanten  u.  s.w. 
wo  möglichst  im  Einvernehmen  mit  Professoren  der  Physik  und 
mit  Barometer- Stationen  ähnliche  Beobachtungen  veranlassen  und 
sie  consequent  überwachen!  Eine  Latte ,  welche  för  viele  Jahie 
ausreicht  und  zwölf  Bogen  Papier  jährlich,  sind  die  einzigen  spe- 
ciellen  Auslagen  für  diesen  Zweck.  Eine  Methode,  den  Nullpakt 
ohne  lang  vorhergehende  Beobachtungen  ausfindig  zumachen,  bio 
ich  erbStig,  auf  Anfrage  allen  jenen  mitzutbeilen ,  welche  sich  zo 
regelmässigen  Beobachtungen  verpflichten  wollen.  Ueber  den  Ort, 
wohin  die  Beobachtungen  am  zweckmässigsten  einzusenden  wären, 
lässt  sich  später  verhandeln.  Vorläufig  erkläre  ich  mich  bereit  ra 
allen  Auskünften  und  zur  Bearbeitung  der  Daten. 

Fiume,  den  I.  Märt  1860. 

« 

Dr.  J.  R.  Lorenz. 
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In  der  Macht  vom  2d8ten  zum  27steti  Mars  1860  starb  zu 
Pavia 

■f    Anton  Bordonii 

nachdem  er  eben  erst  zum  Sebator  ernannt  worden  war.  Derselbe 
war  Ehren -Director  der  matheyaatischen  Facultät  und  emeritirter 
Professor  der  Geodäsie  und  ^Hydrometrie  an  der  Universität  zu 
Pavia,  durch  verschiedene  treffliche  wissenschaftliche  Arbeiten 
vielfach  verdient.    Er  war  geboren  am  20sten  Juli  1789. 

Einen  mir  mitgetheilten  ausführlichem  Necrolog  des  trefflichen 
Mannes  wfiräe  ich  mit  besonderem  Danke  in  das  Archiv  auf- 
nehmen. G. 


Preisaufgaben  der  kaisierlicheii  Akl^demie  der  Wissen- 
schaften zu  Wien. 

\m    Axm   der   Cliemle. 

Unter  säromtlichen  bis  jetzt  bekannten  Säuren  gibt  es  keine, 
deren  Verhalten  zu  den  Basen  sich  so  mannigfaltig  und  zugleich 
von  den  übrigen  Säuren  so  abweichend  zeigt  als  das  der  Phos* 
phorsäure. 

Viele  Chemiker  haben  sich  mit  der  Erforschung  der  Eigen" 
thfimlichkeiten  der  Phosphorsäuren  beschäftigt  und  ebenso  merk« 
würdige  als  lehrreiche  Thatsachen  sind  dadurch  bekannt  geworden 

TU.  XXXV.  Hfl.  1.  1 
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Unsere  chemischen  Kenntnisse  von  diesen  Säuren  sind  aber  noch 
nicht  vollständig  und  es  gibt  noch  viele  unklare  Partien  und  so- 
gar Lucken  in  denselben.  Bei  den  gegenwärtigen  HilfsiDitteln  ist 
gegründete  Hoffnung  vorhanden,  dass  eine  wiederholte  und  wif^ 
cielle  Untersuchung  der  Reactionen  und  der  Salze  der  Phospbor- 
säurcn  dazu  iiibren  würde,  die  erwünschte  Aufklärung  und  Voll* 
ständigkeit  in  diesen  wichtigen  Theil  der  Wissenschaft  zu  bringet. 

Die  mathematisch -naturwissenschaftliche  Classe  der  kaiser- 
lichen Akademie  hat  daher  beschlossen,  folgende  Preisaufgabe 
zu  stellen: 

„Es  wird  eine  genaue  und  umfassende  Unter- 
suchung der  phosphoraauren  Salze  mit  beson- 
derer Berflcksichtigung  ihres  Verhaltens  bei 
Steigerung  der  Temperatur,  namentlich  eine 
genaue  Bestimmung  des  dabei  stattfindende! 
Wasserverlustes  gewünscht.'' 

Die  Untersuchung  der  Salze,  welche  sich  auch  auf  die  mi 
Basen  von  zusammengesetzten  RadicaUn  zu  erstrecken  hätte, 
musste  somit  nicht  bloss  eine  elementare  sein,  sondern  es  wäre 
dabei  vorzüglich  der  Wassergehalt  und  die  Temperatur,  bei  wel- 
cher die  einzelnen  Aequivalente  dea  Wassers  entweicheo,  an  be- 
rücksichtigen. Zur  besonderen  Empfehlung  würde  es  dieaei» 
wenn  die  Beantwortung  auch  eine  genaue  Untersuchung  der  Kry- 
stallgestalten  so  wie  der  optischen  und  anderen  physikalische! 
Eigenschaften  in  sich  schlösse.  Bb  wären  endlich  die  Varietäten 
der  einbasischen  Phosphorsäure  besonders  in's  Auge  zu  fassen. 
Theoretische  Gesichtspunkte  sind  nicht  ausgeschlossen,  es  whrd 
aber  besonderer  Nachdruck  auf  die  Ermittlung  sicherer  Thatsachen 
gelegt. 

Der  Einsendungstermin  ist  der  31.  December  1861.  Die  E^ 
theilung  des  Preises  von  150  k.  k.  osterr.  Mfinz-Ducaten  erfolgt 
bei  der  feierlichen  Sitzung  am  30.  Mai  1862. 

9.    Ana  der  Heeliaiiilc« 

Bei  der  Bestimmung  des  Nutzeffectes  einea  Waaaerrades, 
einer  Turbine  oder  eines  hydraulischen  Motors  überhaupt  kommt 
es  wesentlich  darauf  an^  die  in  einer  gewissen  Zeit  dabei  ver- 
wendete, d.  i.  die  vom  Motor  consumirte  Wassermenge  zu  inden, 
indem  sich  nur  aus  der  Vergleichung  dieses  bei  einem  gegebenen 
Gefölle  verbrauchten  Wasserquantums  mit  der  gleichzeitigen  Lei- 
stung des  Motors  oder  der  Kraftmaschine  dieser  Nutzeffect  an- 
geben läset. 
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puler  nlleii  Mitteln  aber,  ili«ee  Wassonoenge  eu  flnden,  ist 
r  dabei  liefolgte  Verfahren:  cnhveiler  in  den  Olier-  oder 
>  Unter -Citnal,  diirc))  ivelclieri  das  Wasser  dem  liydrauli- 
Hien  Motor  Kugelellet  wird  oder  davon  abflieftst,  einen  Qu«r- 
chneller  nder  Ueberrall  cinzuliauen  und  dns  Wasser,  welches 
Iber  diesen  nbßiesst  oder  überßilll,  lU  mtissen,  noch  dus  einfafhele 
nd  ansriibrtiarste.  bekanntlich  findet  man  die  per  Secunde  Aber 
Inen  oolchen  Ueberfaii  oder  Schicelter  üiessende  Wassermenge 
US  der  Formel: 

1  welcher  6  die  lichte  (horlaontalfi)  Breite  der  Oeffnung,  wenn 
ISD  nümlich  auf  den  Schwcller  zu  beiden  Seiten  Bretter  nder 
ogenaiHile  Flü|;elwande  anTselzt,  oder  wenn  dies  nicht  der  Fall, 
ie  lichte  Breite  des  Canulea;  k  die  H<ihe  des  noch  ungesenblen 
VaBserfpie^els  fiber  der  obersten  ICanle  des  nach  vorne  zu  ab- 
pschrSgtcn  Scbiveller^.  endlich  ffi  einen  Erriihrun[;8-Co«riicient«n 
zeichnet,  welcher  sirh  jedoch  mit  der  Hnhe  des  Sdiweller« 
her  dem  Grutidbrett,  der  Hübe  des  Wasserspiei^eh  über  dem 
chweller  oder  Ueberrall,  ndt  der  Ueschnindigkeit  mit  welcher 
aa  Wasser  an  diesen  anltOnimt,  sowie  auch  tioch  mehr  oder  we- 
iger  Bndert,  je  nachdem  der  Schweller  an  der  vordere»  Seite 
ocken  liegt  oder  ebenraU  vom  Wanser  benetzt  wird. 

Es  bedarf  übrigens  kaum  der  Erwähnung,  dass  das  Vorhanden- 
der  Nichtvorhandensein  vnn  Flügel  wunden  auf  diesen  CoOflicien« 
;ii  den  bedeutendsten  Einllusti  hat  und  diese  beiden  Fälle  gleich 
an  vorne  herein  gelrennt  werden  mUssen. 

Da  es  sich  nun  vnrzilglich  um  die  niCglichst  genaue  Bestini- 
lung  dieses  Erfahrungs-Co^flicienteii  aus  Versuchen  im  grossen 
der  natfirlicben  ftlaassslalie,  nändich  unter  snlchen  L'nistandeu 
aiidell,  wie  solche  eben  in  der  Anwendung  oder  Praxis  fttr  den 
ngedeulelen  Zweck  am  häuligslen  vorkommen,  indem  ein  Fehler 
eibst  erst  in  der  dritten  Deciraalslelle  dieses  Co£fGcienten  dert 
esuchten  Nulzeffect  schon  um  5  bis  lU  Procent  unrichtig  machen 
ann;  da  ferner  die  in  dieser  Kichtung  vorgenommenen  Bestim- 
lungeu  von  EyteltVein,  llidone,  Ca^tel.  Lebros  ,  Weiss- 
ach n.  A.  nicht  alle  eben  genannten  Umstände  berücksichtigen 
nd  selbst  die  in  der  neuesten  und  vollständigsten  Abhandlung 
na  Boileau  (Trail^  de  la  Mesure  des  eaux  courantes,  Paris 
ä64)  gegebenen  Coftflicienten  eine  Vergleichung  und  Bestfiligung- 
'0n0cheiietverlb  machen,  so  schreibt  die  kaiserliche  Akademie 
isenschaflen  einen  Preis  von  2U0  Stilck  k.  k.  österr.  Miinz- 
für  die  beste  preisWfJrdige  Abhandtungi 
aber    die    ße«  ll  m  muii  g    <i^'    P«'    Secunde    über 
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•inen  Schwjaller  oder  Deberfnll   mit  mmA  thai 

FIfigelwände  f liesaenden  oder  etflrsenden  Wnsr 

•ermenge,  unter  Berackelchtigang  mllor  <eMe 

erwähnten)  in  der  AnefAhrnng  im  Grosse«  refr 

kommetiden  Fllle 

»  ... 

au0,  woia  selbetveretSndlich  nur  Verraehe  Im  Grienen  edir  ri^ 

tfirlichen  Maaestabe  (Uhren  kQnnen. 

Der  Einaendangstermin  tat  der  31.  Üeeember  I8Bt.    Mt'lr- 

theilnng  des  Preia^  findet  in  der  feierliehen  Sttsmig  mm  "^  **^' 
1863  Statt. 


Die  om  einen  Preia  irerbenden  Abhandlmgen 
Namen  d^  Terfaaaera  niebt  entiialtenj  aind  niict^  wie 
dblicby  mit  einem  Wahlepmcbe  in  ▼eraebeo.  Jeder 
hat  ein  veraiegeiter»  mit  demaeliien  Motto  veieehener  Zettflil' 
anliegen»  der  den  Namen  dea  Verfaaeera  enthilt»  In  der 
fanden  feieriieben  Sitiung  eröffnet  der  Veraitaende  d 
ten  Zettel  jener  Abhandlung,  weicher  der  Preis  saerinnst 
und  verkflndet  den  Namen  des  Verfaaeera.  Die  übrigen  feaüji 
werden  onerGffnet  verbrannt»  die  Abhandlungen,  sber  ssfbew^h^ 
bia  deren  VerfiuMer  aie  xorfidc  verlangen.  ; 

Theilnng  einen  Preiaea  unter  mehrere  Bewerber  fsdel  rfdÜ 

Statt. 

Jede  gekrönte  Preisschrift  bleibt  Eigenthum  des  Verfeatos- 
VVunscht  es  derselbe,  so  wird  die  Schrift  von  der  Akademie  ab 
abgesondertes  Werk  in  Druck  gelegt.  In  diesem  Falle  erlillt  der 
Verfasser  fünfzig  Exemplare  und  verzichtet  auf  daa  Eigenthaa» 
recht. 

Abhandlungen»  welche  der  Veröffentlichung  wfirdig  sind,  ebst 
jedoch  den  Preis  erhalten  zu  haben,  können  mit  Einwilligung  du 
Verfassers  entweder  in  den  Schriften  der  Akademie  oder 
als  abgesondertes  Werk  herausgegeben  werden. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  wtiß 

Physik.  -;!7 

Almanacb  der  kaiserlichen  Akademie  der  WIsiMI* 
Schäften  in  Wien.    Neunter  Jahrgang.    1850.  r^f^ 

Auch  dieser  Jahrgang  des  Almanacba  der  icaiaerUcheB  iiha- 
demie  der  Wissenschaften  in  Wien,  dessen  achten 
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Li lernri schert    Reriebt   Nr.  CXXI.  S.  6.    anEOzcigeu   «las    Ver- 
^n   fiatten,   ^ielit   wieder   ein   oehr  errreuliches   fiiltl  von  der 
Ben     ThätiE>keit     dieser     hnhen     gelehrten     Körperschaft     in 
)     Theilen    der     in    ihr   Geliiet    gehQrenden    Wissenschaften, 
Sk      der   \Vicbli,Qkeit   ihrer   Arheileo,   und   von   dem  grossen  Auf- 
^'«'■Bvv-ung,    welchen    die    NVi^senschurteN    dadurch    in   Oeslerreich 
Kkon    i;e>Tunnen   halieti   und    fortwütirend    immer    mehr    nchuieo, 
"c^b«!  namcntlifii  auch  das  Hervortreten  einer  nicht  geringen  An- 
^Kkl   jiin^erer   Talente,   deren    Arbeiten   in   den  Sitzungshericbteii 
V^^uffentlicbt   werden,   einen  Jeden,  der  an  den  Fortschritten  der 
^^seen  sc  haften   wahrhaft  Theil  nimmt,  mit  Freutje  erfiillen  muss. 
'■^s   ist  auch  der   beste  Beweis,    wie    trefflich   und  mit  welchem 
^^'Oseen   Erfolge    die    kaiserliche   Akademie    der   Wissenschaften, 
-  '^bcn    ihren   anderen   auf   die  WeiterfGbrnng   der  Wissenschaften 
^^™    sich  ßeiug  habenden  {^rossen  Obliegenheiten,  auch  den  Theil 
**™»es   Berufs,   welchen    wir  keint;s»c^s   als  den  unwichtigsten  zu 
''•"'**tracbtun   geneigt  sind,  nüniüch  eben  die  möglichst  grosse  Ver- 
'^'eitung  der   Wissenschaften  unii  ileranziehnng  und  Ermunterung 
'"^  'Ingerer    Talente    zur   tüchtigen   und    kräftigen   Arbeit    auf   deren 
'^^Weilem  Felde,  m  erfüllen  bemühet  ist. 

*        Der   vorliegende    Jahrgang    ist   stiirke»    wie   die    sämmtlichen 
CrUhcren,  indem  derselbe  sich  diesmal  auf  xwei  feierliche  Silzun- 
■^Iteni   die  vom  31.iVlai  I85S   und   die   vom   30.  Mai   IH5U,    bezieht, 
also  auch  zwei  Berichte  der  Sekrelürc  über  die  Arbeilen  der  Aka- 
■^^dvmie  in  dem  Zeiträume  von  zwei  Jahren  enthält,  wo  namentlich 
^^filr  die  Leser    des.Arpbivs   die  beiden  Berichte  des   6eneral-Se- 
L,^  Itretars,  —  des  Herrn  Professor  8chrÖtter,  —  welche  ein  höchst 
^  BRitiehendes  Ürld   von  der  Thatigkeit   der  Akademie   auf  dem  Ge- 
biete der  mathematischen  und  Kalur  -  Wissenschaften  liefern,  von 
grossem  Interesse  sein  werden.     Aber  auch  ausser  diesen  Berich- 
ten über   die   ungemein    vielseitigen    und   weit  ausgedehnten   Lei- 
stungen der  Akademie  enthält  dieser  Jabrfratig  zwei  Reden,  welche 
wir  wegen   ihres   lehrreichen   und   interessanten    Inhalts    der  Auf- 
oierksamkeil  unserer  Leeer  besonders  em|ift;hlen,  nämlich: 

I.  Vortrag  des  Präsidenten  der  kaiserlichen  Akademie,  Herrn 
Ur.  Andreas  Freiherrn  von  Raumgartner:  llehe-r  den 
Gleist  der  Slnturforscbnni;  oiiHerer  Xeit  und  Ihre  Be- 
cultalci 

3.  Vortrag  des  wirklichen  Rlifglicdes  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften.  Herrn  Director  K.  von  Littrnn  : 
PrIvMUelstiuiffen  üuf  astronomiaelieiu  Clrblete*). 

*)   XI    .   Arrliiv    l'liKil   \\\\\.   Nr.  \ll. 
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Ueber  den  interessanten  Inhalt  der  zweiten  dieser  beideo 
Reden  haben  wir  ans  schon  früher  ausgesprochen.  Was 
die  erste  betrifft,  so  ist  dies<4be  ein  neues  Zeugniss  too 
deoi  tiefen  geistigen  Gehalt  ihres  berühmten,  von  uns  auch 
persönlich  hochverehrten  Verfassers.  Wir  halten  es  in  diesem 
Falle  für  ganz  fiberflOssig,  etwas  Weiteres  über  diese  Rede  w 
sagen,  möchten  jedoch  diejenigen  Naturforscher,  welche  eioem 
krassen  Materialismus  huldigen  und  in  dem  Irrthume  befangeu 
sind,  auch  die  geistigen  Processe  auf  Bewegung  der  Materie  ia< 
ruckfQhren  zu  wollen,  auf  den  Schluss  dieser  schonen  Rede  drin« 
gend  hinweisen  und  aufmerksam  machen.  Wenn  der  geehrte 
Herr  Verfasser  auf  S.32.  sagt:  y,Eine  Behauptung,  welche 
die  mehr  als  1000jährige  Ueberzeugung  der  flber%vi^- 
genden  Mehrzahl  der  Menschen  erschüttert,  die  den 
moralischen  Werth  unserer  Handlungen  in  Frage  stellt 
und  selbst  für  den  Bestand  der  bürgerlichen  Gesell- 
schaft keineswegs  ohne  Bedeutung  ist,  sollte  füglich 
nicht  ausgesprochen  werden,  wenn  man  sie  nicht  aaf 
sehr  überzeugende  Gründe  stützen,  alle  Schwierig- 
keiten beseitigen  und  die  Widersprüche  zu  beheben 
vermag,  in  denen  sie  mit  anderen  ausgemachten  Wahr- 
heiten steht'S  so  unterschreiben  wir  diese  Worte  aus  dem 
Grunde  unsere^r  Seele.  Auf  einer  wie  schwachen  und  unsicheren 
Basis  aber  die  Ansichten  der  materialistischen  Naturforscher  un- 
serer Zeit  ruhen,  haben  wir  in  der  Kürze,  und  zugleich  allgemein 
verständlich,  nirgends  so  schlagend  nachgewiesen  gefunden,  als 
in  dieser  schonen  Rede.  —  Schon  deshalb  möchten  wir  nament- 
lich auch  alle  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten,  welche 
am  meisten  dahin  zu  trachten  haben,  ihre  Schüler  vor  solchem 
krassen  Materialismus  zeitig  zu  bewahren,  dringend  bitten,  sich 
mit  derselben  In  eingehender  Weise  bekannt  zu  machen. 

Worauf  wir  schon  bei  den  früheren  Jahrgängen  mehrfach  hin- 
gewiesen haben,  dass  dieser  Almanach  wegen  der  vielen  dario 
enthaltenen  literarischen  Notizen  auch  als  ein  wichtiges  Hülfs- 
mittel  zur  Geschichte  der  Literatur  zu  betrachten  ist,  gilt  natür- 
lich auch  von  diesem  Jahrgange  ganz  in  der0(»lben  Weise« 


Arillimetik. 

üeher  Kapitalien-' und  Rentenversicherungen.    Von 
V \m\  Hciüsicr,  Lehrer  der  Klementar-Mathematik  an  der 


.s^ 
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ommiituil-Oberreiilschul 
Abgedruckt  aus  dem  Pro 
ealschule  und  durch  Zu» 
ermehrt).     Wien.     Sallma 


luT  der  Wieden  in  Wien, 
inime  der  Wiedener-Ober- 
e,  Beispiele  un<1  Titbellcit 
r  und  Komp.  1860.  8. 
DiesB  kleine  Schrift  eiitbSIt  eine  sehr  deutliche  und  (erfind-* 
che.  zu^leii-h  in  roehrfacher  Weise  eigenthümliche  Darstelluni; 
es  auf  dem  Titel  i;enaimlen  (äegetislandes,  tvobei  der  Herr  Ver- 
lader sich  zugleich  bemüht  hat,  alle:^  das  zu  erläutern,  nax  kudi 
'ersländtiiss,  ohne  auf  andere  Schrirtea  über  politische  Arilh- 
letilc  tturfickgeben  zu  müssen,  erforderlich  ist,  eine  Behandlungs- 
eise,  welche  dem  Zwecke  einer  Schulscbrirt  jedenfalls  Kehr 
ohl  entspricht.  Er  enttviclcclt  deshalb  zuerst  die  all^enieirien 
rincipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  giebt  dann  die  all- 
emeinen Begriffe  über  Slethlichkeit,  erläutert  die  Principien  der 
erschiedeneii  Sterblichkeitütafeln,  und  zeigt  hierauf  die  Ännendung 
er  Weh  risc  heil)  lichkeilsrechiiung  auf  das  Leben  der  Itlenscbcn. 
ach  diesen  allgemeinen  ivis^eoscbaftlicbeu  Grundlagen  geht  er  ' 
ndann  zu  den  Lebensversicherungen  und  dereu  Berechnung  nach 
en  verschiedenen  Modilicaliotien  liber,  erläutert  die  Berechnung 
Dreh  zweckmässig  getvählte  Beispiele,  und  fügt  am  Ende  sieUeu 
afeln  bei.  worunter  die  älcrbüchkeilstafeln  nach  Süssmilcb* 
nd  Deparcieui.  Mit  der  eiri^chlugeDden  Literatur  zeigt  er  sichi  ' 
berall  vollkommen  hckniinl,  und  gtebt  seiner  iSchrifE  auch  da- 
iirch  noch  einen  besonderen  Werlh,  dass  er,  ivas  anderwärts 
vch  nicht  geschehen  sein  diirfle,  die  Berechnung  der  von  der, 
esdlscban  „der  Anker"  in  Wien  eröffneten  Ueberlebens- 
ssoci  a  tioncn  in  eingehender  Weise  erläutert.  Wir  glauben 
über  diese  hier  in  einem  besonderen,  vermehrten  und  vervoll- 
DDimnelen  Abdrucke  vorliegende  Scliulscfirift  unseren  Lesern 
iir  Beachtung  um  so  mehr  empfehlen  zu  diirfeo,  weil  das  weitere 
lingehen  auf  den  betreffenden  Gegenstand  namentlich  hei  dein 
lalhematlschen  Unterrichte  auf  Realschulen  aus  einem  doppellen 
iesichtspunkte  als  sehr  wfinschenswcrth  erscheint:  einmal  iiJim- 
cb  tvegen  dessen  grosser  Wichtigkeit  für  das  sociale  Lehen, 
nd  zweitens  weil  jedenfalU  alle  hierher  gehörenden  Aufgaben  in 
leorelischer  Rücksicht  als  treffliche  Uehiingsmiltel  beim  nialhe- 
latiscben  Unterrichte  seh  schon  langst  geltend  gemacht  haben. 


Teorica  e  Pratica  del  regolo  calcolatore  per  Quin- 
ino  Sella.  Torino.  Stamperia  Reale.  1851).  (Taschen- 
uchformat). 

Wir  besitzen,  besonders  auch  in  Uciitschland,  schon  mehrere 
.nleilungen    zum    Gebrauch    des    sogenauntcn    Rechen  Schiebern 
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(Sliding«rale.  —  R^gle  a  calcal.).  namentlich  eine  sehr  vorzügliche 
von  dem  der  Wisseiiscbaft  leider  zu  früh  entrissenen  trefflichen 
Schulz  von  Strassnicki«  Die  vorliegende  Schrift  des  Uem 
Professor  Quintino  Sella  in  Turin  tritt  diesen  Schriften  nicht 
nur  in  der  würdigsten  Werse  zur  Seite,  sondern  zeichnet  sich 
auch  in  mehreren  Beziehungen  vortheilhaft  aus.  Wir  heben  io 
dieser  Rücksicht  zunächst  im  Allgemeinen  hervor:  die  grosse  Deot* 
lichkeit^  mit  welcher  dieselbe  verfasst  ist,  und  die  grosse  Voll- 
ständigkeit« mit  welcher  sie  sich  über  alle  Theile  der  Arithmetik, 
der  rechnenden  Geometrie  und  Trigonometrie  verbreitet;  femer 
die  grosse  Umsicht,  mit  welcher  die  Theorie  des  Instruments  ent- 
wickelt und  dasselbe  rücksichtlich  der  Genauigkeit,  welche  es  zs 
gewähren  im  Stande  ist,  in  seine  gehurigen  Gränzen  gewiesen 
worden  ist;  aber  eben  so  trefflich  ist  die  äusserst  übersichtliche 
praktische  Anordnung«  welche  es  möglich  macht,  jederzeit  Ulx  den 
betreffenden  Fall  die  praktische  Regel  mit  grosser  Leichtigkeit 
aufzufinden;  endlich  ist  auch  noch  die  in  allen  Beziehungen  treff- 
liche und  überaus  elegante  äussere  Ausstattung  hervorzuhebeo, 
welche  das  Büchlein  zu  einem  wahren  Taschenbuche  fär  jeden 
Praktiker  macht.  Dass  eine  bildliche  Darstellung  ^des  Rechen- 
schiebers auf  einer  besonderen  Tafel  in  sieben  Figuren  nicht  fehlt, 
brauchen  wir  kaum  besonders  zu  erwähnen.  Endlich  sind  in  der 
Parte  quinta  noch  verschiedene  andere  mechanische  Uülfsmit- 
tel  zur  Ausführung  von  Rechnungen  unter  den  Namen  Regele 
calcolatore  di  o"*,  51;  Regolo  calcolatore  a  scale  ripie- 
gate;  Regolo  in  cartoue  del  Laianne;  Aritmografi;  Ta- 
vola  calcolatrice  del  Laianne  besehrieben  worden.  Eine 
Nota  sul  nume^odi  casi  che  si  possono  presentare  nell* 
esecuzione  di  uu  calcolo  col  regolo  und  des  in  praktischer 
Rücksicht  besonders  instructiven  Quadro  del  regolo  calcola- 
tore beschliesst  das  in  allen  Beziehungen  zur  Beachtung  zu  em- 
pfehlende Werkchen. 

Wir  würden  einer  mit  Unternehmungen  dieser  Art  sich  be- 
schäftigenden deutschen  Buchhandlung  die  Veranstaltung  einer 
Uebersetzung  ganz  in  derselben  äusseren  Form  und  trefflichen 
Ausstattung,  wie  das  Original  aus  der  Stamperia  Reale  in  Turin 
hervorgegangen  ist,  empfehlen.  G. 


Geometrie. 

Analytische  Entwickelung  der  Sätze  über  die  Trans- 
versalen  und   merkwürdigen  Punkte   des   Dreiecks  aus 
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allgemeioen  Priocipieo.  Voo  iriei^iuaiiii,  ordentlichem 
Lehrer  am  katholischen  Gymnasiam  (zuKöln).  (Schal- 
programm) *). 

Der  Herr  Verfasser  dieses  lesenswerthen  Programms  hat,  wie 
schon  dessen  Titel  besagt«  die  Lehre  von  den  Transversalen  und 
merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks  aus  allgemeineren  Principien 
wie  bisher  abzuleiten,  überhaupt  zu  verallgemeinern  gesucht«  wo- 
bei er  sich  einer  gemischten  geometrisch  -  trigonometrischen  Me- 
thode bedient.  Dabei  geht  er  nach  Vorausschickung  einiger  we- 
niger bekannten  goniometrischen  Formeln  und  der  Auflösung  von 
vier  Aufgaben  über  die  Maxima  und  Minima  mit  Hülfe  der  Diffe- 
rentialrechnung hauptsächlich  von  der  Aufgabe:  Das  Dreieck, 
welches  durch  die  drei  Dorohschnittspunkte  dreier 
Transversalen«  deren  jede  die  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks durchschneidet«  bestimmt  wird«  mittels  der  Be- 
stimmungstücke des  Dreiecks  auszudrücken«  welche  auf 
zwei  verschiedene  Arten  aufgelost  wird«  aus«  und  schliesst  dann 
an  diese  allgemeine  Aufgabe  die  specielleren  Betrachtungen  nnter 
den  folgenden  Rubriken  an:  Tranairerflalen »  die  dureli  die 
Kcken  des  Dreleelu  ir^lien*  A.  Im  Allgemeinen.  B.  Im 
Besonderen.  —  Transversalen^  welelie  dureli  die  lEIt- 
ten  der  Selten  des  Ureleelu  ipelien.  A.  Im  Allgemei- 
nen. B.  Im  Besonderen.  —  Dass  die  Abhandlung  neben  be- 
kannten Sätzen  und  Relationen  auch  manche  bisher  noch  unbe- 
kannte enthält«  ist  bei  dieser  verallgemeinerten  Behandlungsweise 
natürlich  y  und  dieselbe  kann  jedenfalls  als  ein  guter  Beitrag  zur 
Theorie  des  ebenen  Dreiecks  betrachtet  werden«  weshalb  wir 
auch  wünschen«  dass  es  der  Herr  Verfasser  nicht  an  dem  hier 
Mitgetheilten  bewenden  lassen  möge«  wozu  er  nach  der  Schluss- 
benierkung  durch  die  Beschränktheit  des  Raumes  für  jetzt  ge- 
zwungen wurde. 


Astronomie. 

In  dem  Lections- Verzeichnisse  der  theologisch  -  philosophi- 
schen Akademie  zu  Münster  für  das  Wintersemester  ISJJ  hat 
Herr  Professor  Dr.  Ueis  seine  Beobachtungen  über  den  Glanz 
des  veränderlichen   Sterns  Mira   Ceti  aus  den  Jahren  1840  bis 


*)  Das  nna    tätigte  niltgeiheilte    E%einplar   hat  keiiiea   Haiipttitol, 
weabalb  wir  die  Jahressabi  onzugcben  ausser  Stande  sind. 


10  Uterariieher  Berteki  CXXXVU. 

1869  in  instructiver  Weise  sosammengesteilt  und  daraus  allgemeine 
Resultate  grezogen,  weshalb  dieses  Programm  solchen,  die  sich 
mit  ähnlichen  Beobachttingen  beschSftigen  oder  zu  beschiftigea 
beabsichtigen^  zur  Beachtung  zu  empfehlen  ist.  Eine  graphische 
Darstellung  der  Beobachtungen  ist  ebenfalls  beigefugt. 


Nautik. 

Nautical    Monographs.     No.  1.     Observatory»    Wa- 
shington.   Octoher,  1859.    4. 

Mit  dieser  ersten  Nummer  beginnt  das  National- Observatöriam 
zu  Washington  unter  der  Direction  des  hochverdienten  Herrn 
Maury  eine  Reihe  nautischer  Monographien^  auf  die  wir  ihrer 
Wichtigkeit  fOr  die  Schifffahrt  wegen  dringend  aufmerksam  machen. 
Natürlich  kann  hier  nicht  der  Ort  sein,  auf  Einzelnheiten  einzo- 
gehen,  indem  wir  uns  damit  begnügen  mflssen,  den  Inhalt  im  All- 
gemeinen anzugeben.  Die  vorliegende  Nummer  hat  die  Deber- 
schtifl: 

Tlie  windfl  at  sea;  iltelr  mean  €irectlon  mmA  aiumal 
averai^  duratlon  fronoi  eacb  ot  tlie  fbnr  ^tuarters; 

mit  folgenden  Unterabtheilungen: 

Winds  and  calnis  in  the  Atlantic  Ocean.  —  W^inds 
and  calms  in  the  Pacific  Ocean.  —  Winds  and  calms 
in  the  Indian  Ocean.  —  Winds  and  calms  in  the 
West  India  and  China  8eas. 

Graphische  Darstellungen    sind   auf  vier   Tafeln    überall  in 
instructiver  Weise  beigefügt. 


Physik. 

Anfangsgründe  der  Physik.  Von  Andreas  Ritter 
von  Ettingshausen,  k.  k.  Regierungsrath  und  Profes- 
sor. Vierte  Auflage.  Mit  150  Holzschnitten.  Wien. 
C.  Gerold's  Sohn.    1860.    8*). 

Dieses  so  eben  in  einer  vierten  Auflage  erschienene  Lehr- 


*)  Frühere  Aufl.  c.  Literar.  Ber.  Nr.  XV.  S.  237.  —  >r.  XXVII.  S.404. 
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Imch  der  Physik,  dessen  erste  Auflage  im  Jahre  1S44  etschVcn. 
gebürt  EU  d«r  im  (>atixeii  leider  nur  aehr  i^eringen  AiiKuhl  treff- 
licher Bücher,  welche  die  Pliysik  vom  ätrengeii  elemenlnr- ma- 
theinatiBcheii  SlQndpunkte  aus  behandeln,  und  nimmt  unter  den- 
Hclben  jedenfalls  eine  der  ersten  Stellen  ein.  Was  man  tdu  sehr 
tvenigen  physikalischen  Lehrbtichern  sa^en  kann,  Ifisst  sich  von 
itiesem  sagen:  dass  nämlich  in  deniselhen  kein  Satx  vorkommt, 
welcher  nicht  innerhalb  der  Grunzen,  die  sich  das  6uch  gesteckt 
hat,  fsireng  bewiesen  wäre.  Und  dass  in  dieser  Beziehung  alle 
Partien  der  Physik  müglichat  gl  eich  massige  Berücksichtigung  ge- 
funden haben,  kSnneo  wir  unsere  Leser  versichern.  Was  die 
■DSthernntische  Behandlung  an  sich  betrifft,  so  ist  diesetbe  —  ganz 
mit  Recht  in  einem  solchen  Buche,  —  weniger  eine  analytische,  a\» 
geometrische,  und  erinnert  in  dieser  Beziehung  rücksichtlich  ihrer 
Eleganz  und  Strenge  lebhaft  an  verschiedene  treffliche  Muster  aus 
lilterer  Zeit,  wie  wir  dieselben  namentlich  von  einigen  englischen 
und  hollfindischen  Mathematikern  und  Physikern,  die  ja  in  dieser 
Uarstellungs weise  bekanntlich  immer  vorzugsweise  Meister  ge- 
ivesen  sind,  besitzen*).  Zunächst  ivegen  dieser  ganz  strengen 
nmihemaliBchen  Haltung  ist  das  Buch  ein  überaus  werlhvolles 
und  lehrreiches  und  muss  namentlich  allen  Lehrern  an  höheren 
ünterrichtsattstulten  dringend  zur  Beachtung  empfohlen  werden, 
so  wie  wir  von  uns  selbst  freudig  bekennen,  dass  wir  dasselbe, 
eben  co  wie  schon  in  seinen  früheren  Auflagen,  anch  in  dieser 
vierten  Auflage  von  Neuem  mit  grossem  Interesse  gelesen  und 
der  dem  verehrten  Herrn  Verfasser  eigenen  geometrischen 
enge  und  Eleganz  wahrhaft  erfreut  haben.  In  der  That  wQssten 
elben  keine  Partie,  welcher  wir  den  Vorzug  geben 
«olllen,  wollen  jedoch  die  elementare  Darstellung  der  Theorie  der 
schwingenden  Bewegungen  als  eine  ganz  besonders  zu  beachtende 
hervorzuheben  uns  erlauben.  Ausser  diesen  grossen  Vorzügen 
rQcksichtlich  der  mathematisch on  Behandlung  zeichnet  sich  dieses 
Doch  aber  auch  durch  Vollsläudigkeil,  grosse  Bestimmtheit  und 
Klarheit  in  der  Darlegung  der  Naturgesetze  aus,  und  Ifisst  da,  wo 
.499  Experiment   in   sein  Recht  tritt,  auch  keineswegs  die 


*)  Ohne  anf  Newton'*  UD*lerbliuhe«  Work 
lickaonllioh  diu  geometrliclie  ilebaiidlungiwetic  in  ihrer  hiichdog  Vu- 
leni  auftritt;  ohne  tle^  in  ilieicr  Beziehung  uDÜbertrQlTcneii  Werke  von 
JlajK'"*  '"  g^ilHnken;  vill  ieli  imter  «ielcii  anderen  nnr  eins  nn  die 
Inirndoi-tio  ad  (»rHiu  fh  jiicHin  vimKeÜ  «riiint-rn,  wvnn  divürllic 
■tmh  mit  den  *a  rhtn  genannten  Meialerwerken  natürlich  gar  nicht  *ii 
tnr){l  Heben  i>t. 
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mentelle  Seite  4ler  Wbsenschaft  nnberftcksichtigt,  f^o  das»  dasselbe 
aoch  in  dieser  Beziehung  alle  Empfehlung  verdient.  Abbildan- 
gen  und  ausfOhrlichere  Beschreibungen  von  Instrumenten  enthält 
dagegen  das  Buch  nicht,  was  wir  bei  seiner  vorherrschend  streng 
theoretischen  und  mathematischen  Natur  nur  vollkommen  billigen 
können.  Wenn  auf  den  österreichischen  Lehranstalten  dem  phy- 
sikalischen Unterrichte  solche  streng  mathematisch  gehaltene 
Lehrbücher,  wie  das  vorliegeude,  und  einige  andere»  rgleicbfalb 
von  österreichischen  Gelehrten  verfasste  treffliche  Werke  von 
derselben  Tendenz  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  so  muss  es 
auf  diesen  Lehranstalten  mit  dem  physikalischen  Unterrichte  je- 
denfalls sehr  gut  bestellt  sein,  namentlich  gegenüber  den  physika- 
lischen Vorträgen  auf  manchen  sonstigen  deutschen  Universitäten, 
in  detien  häufig  von  nichts  weniger  als  von  Mathematik  die  Rede 
ist  Mehr  In's  Einzelne  über  dieses  in  vierter  Auflage  vorliegende 
Werk  einzugehen,  würde  unnütz  sein,  da  es  aus  seinen  früheren 
Auflagen  gewiss  schon  in  einem  grösseren  Kreise  bekannt  ist 
Aber  nochmals  wollen  wir  dasselbe  allen  unseren  Lesern  dringend 
ziir  Beachtung  empfehlen,  und  zwar,  — *  wit  wiederholen  es,  — 
hauptsächlich  wegen  der  in  ihm  befolgten  überaus  eleganten  ma- 
thematischen, vorzugsweise  geometrischen  Darstellung,  welche 
auch  für  jeden  Mathematiker,  welcher  Sinn  für  mathematische 
Strenge  hat  und  dieselbe  namentlich  aus  Aem  Studium  der  grie- 
chischen Geometer  und  neuerer  Mathematiker  aus  der  strengen 
Schule  kennt,  im  höchsten  Grade  lehrreibh  ist.  Wir  halten  die- 
ses Werk  für  eine  wirkliche  Bereicherung  der  physikalischen 
Literatur  und  wünschen  dem  Herrn  Verfasser,  noch  recht  viel« 
Auflagen  desselben  zu  erleben. 

Die  Thermoelektricität  Erster  TheiL  Von  Dr. 
Wilhelm  Rollmann.  Programm  des  Gymnasiums  zu 
Stralsund  von  Michaelis  1859.    4. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  den  Zweck  seiner  Abhandlung  selbst 
auf  folgende  Art  an:  „Thermoströme  können  entstehen  I)  zwi- 
schen Metallen,  2)  zwischen  Metallen  und  Elektrolyten  und  3)  zwi- 
schen Elektrolyten.  —  In  vorliegender  Abhandlung  Gndet  man 
eine  geschichtliche  Darstellung  der  Thermoelektricität  der  Metalle 
(Elektromotoren  erster  Klasse).  Die  Thermoketten  aus  einem 
Metall  und  einem  Elektrolyten  und  aus  zwei  Elektrolyten  (Elek- 
tromotoren zweiter  Klasse),  so  wie  die  Maassbestimmungen  aller 
drei  Arten  von  Thernioströmen  bleiben  einer  späteren  Mittbeilang 
vorbehalten,  da  die  gegebene  Zeit  zur  Bearbeitung  des  Ganzen 
nicht  ausreichte.*^  —  Jedenfalls   enthält  diese    Abhandlung  inner- 
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halb  der  Gränzen,  welche  der  Herr  Verfasser  sich  zu  stecken  ge- 
nuthigt  genesen  ist,  eioe  fleissige  ZasaminensteilnDg  der  bishe- 
rigeo  Arbeiten  liber  den  fraglichen  Gegenstand,  and  verdient  der 
Beachtung  emf>fohlen  zu  werden,  weil  man  schwerlich  an  einem 
anderen  Orte  alles  Bekannte  so  vollständig  beisammen  finden  wird 
wie  hier.  Wir  wünschen  deshalb  auch,  dass  sich  ihm  bald  Ge- 
egenheit  za  einer  Fortsetzung  seiner  Arbeit  darbieten  möge. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXlll.  S.9.) 

Band  XXXV.    1859. 

Nr.  10.  Rohrer:  Ueber  Regentropfen  und  Schneeflocken. 
(Mit  2  Tafeln).  S.21].  —  Murmann:  (Jeber  die  Bahn  der  Eu- 
ropa.   S.  230. 

Nr.  11.  Haidinger:  Der  Meteorsteinfall  von  Hraschina 
bei  Agram  am  26.  Mal  1751.  (Mit  1  Tafel).  S.361.  —  Burg, 
Kitter  v.:  Untersuchungen  über  die  Festigkeit  von  Stahlblechen, 
welche  in  dem  Eisenwerke  des  Herrn  Franz  Mayr  in  Leoben 
für  Dampfkessel  erzeugt  werden.    S.  452. 

Nr.  12.    Jeitteles:    Bericht  über  das  Erdbeben  am  15.  Jftn-* 
ner  1858  in  den  Karpatfaen  und  Sudeten.     (Mit  1  Karte).    S.511. 

Band  XXXVI.    1859. 

Nr.  13.  Sachs:  Ueber  einige  neue  mikroskopisch- chemische 
Reactioosmethoden.  (Mit  2  Tafeln).  S. 5.  — Stefan:  Über  das 
Dulong-Petit*sche  Gesetz.    S.  85. 

Nr.  14.  Haidinger:  Zwei  Mittheilungen  ^1.  Commodore 
V.  Wüllersdorf:  Zur  Vertheilung  der  Winde  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde.  S.  145.  *—  Maury:  Schreiben  an  Herrn  Com- 
modore v.  Wüllersdorf- UrbtiiV.  S.  173.).  —  Blaserna:  Ueber 
den  inducirten  Strom  der  Nebenbatterie.    S.209. 

N  r.  16.  K  r  e  i  1 :  Magnetische  und  geographische  Ortsbestim- 
mungen Im  südlichen  Europa  und  auf  einigen  Küstenpunkteu 
Asiens.  S.  323.  —  Prestel:  Beobachtungen  über  die  mit  der 
Hohe  zunehmende  Temperatur  in  der  unmittelbar  auf  der  Erd- 
oberfläche ruhenden    Region    der    Atmosphäre.     (Mit  2  Tafeln). 
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S.384.  -^  lieslhiiber:    Bendit  Qber  die  am   2L   umi  Ml 
1859  SU  Kremsrofinster  beobachteten  Nordlicbter.  S.  419.  — 
cbenbauer:    Deber  die  Theilang  des  elektrischeD  Streois; 
—  Wiukler:    Anazag  aus  der  för  die  Denkschriften  besi 
Abhandliiog:  Allgemeine  Transformation  der 
integrale.    iS.'454. 

Nr.  17.    Haidinger:    Das   zvreite  Jahr  der  Erdami 
Sr.  Majestät  Fregatte  Novara«    S«  5. 

Nr.  18.  V.  Lang:  Bestimmung  der  HaaptbrechuogsezpoM»! 
ten  von  Galmei  und  unterschwefelsaurem  Natron.  S.  379.  —  Sti*| 
fan:  Ueber  ein  neues  Gesets  der  lebendigen  Kräfte  in  bew^j 
FiCssigkeiten.    S.  420. 

Nr.  20.    Blaserna»  Mach  und  Peterin:   Ueber  elektriicki 
Entladung  und  Induction.    S.  477.  —  J.  J.  ▼.  Tsdhudi:    Ucbs 
einige  elektrische  Erscheinungen  In  den  Cordilleras  der  Westkul 
Sud-Amerika*s.   S.  575.  —  Fritsch:  Instruction  für  phänologiscb' 
Beobachtungen  aus  dem  Pflanzen^'  und  Thierreiche.    S.  691. 

Nr.  22.  J.  J.  V.  Tschudi:  Ueber  ein  meteorisches  Pbii»* 
men.  S.  787.  -^  Haidinger:  Mittheilungen  Von  Herrn  J.  F.  Jt* 
fius  Schmidt  fiber  Feuermeteore.    S«  803. 

Nr.  23.  Schoidaritsch:  Untersuchungen  tiber  die  sped- 
fische  Wärme  des  Alkohols  von  verschiedenen  Concentrationsgre 
den.  (Mit  2  Tafeln).  S.39.  —  Unger:  Botanische  8treifzuge 
auf  dem  Gebiete  der  Culturgescbichte.  IV.  Die  Pflanzen  de« 
alten  Aegyptens.    (Mit  9  Tafeln).    S.  69. 

Nr.  24.  Niemtscbik:  Ueber  die  directe  Constructions-Me 
thode  der  vertikalaxigen  Krystallgestalten  aus  Krystallivinkeln. 
(Mit  3  Tafeln).  S.  231.  —  Reitiinger:  Note  fiber  eine  Beobach- 
tung bei  Elektrisir  -  Maschinen  mit  swei  Glasscheiben.  8.  360.  — 
Weiss:  Ueber  die  Bahn  der  Ariadne.    S«  365. 

Nr.  25.  Freiherr  v.  Baumgartner:  Ueber  den  Grund  der 
scheinbaren  Abweichung  des  mechanischen  Wärme- Aequivalente» 
bei  verschiedenen  Gasen.  S.397.  *-  Simetka:  Dietrinären  Zahl- 
formen  und  Zahlwerthe.    S.  390. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhmischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1859.  Joli— De^ 
comb  er.    Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXIV.  S.  15. 

S.  62«    Berr  Pierre  sprach  fiber  die  von  Herrn  Dr.  M«. Reh« 
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\f  ip  Lemberg  «iiigefiMMlton  und  in  der  Sitznng  vorgelegten 
^tographien  von  verschiedenen  Regentropfen  and  Schneeflocken» 
^iche  vom  October  lß58  bi«  April  1859  beobachtet  worden  sind. 
^Aie  Mittheilung  eines  betreffenden  Aufsatzes  wäre  gewiss  wün* 
fhenswerth).  :— S.  62.     Mittheilungen  des  Herrn   Matzka  über 
le~  verallgemeinerte  Sinasboussole,  worüber  wir  hier  nichts  wei- 
sagen,  da  die   betreffende  Abhandlung  im  XXXIV.  T  heile 
es  Archivs  Nr.  VI.  S.  33.  vollständig  abgedruckt  worden  ist. 
S.  86.    Herr  Pierre  besprach    das  Bourdon'sche  Metallharo- 
leter  und  stellte  dasselbe  namentlich  vom  mathematischen  Stand- 
.punkte  ausfuhrlicher  dar,  die  physikalische  Würdigung  desselben 
^iner  weiteren  Miltheiluug  vorbehaltend.    Auch  über  diesen  Gegen- 
stand dürfte  eine  ausführlichere  Mittheilung  wfinschenswerth  sein. 


*  Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern  ai»s  dem  Jahre  1859.  Nr. 424— 539.  Mit  2  Tafen. 
Bern  1859.    (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXI.  S.  10). 

L.  R.'  V.  Fellenberg:  Ueber  ein  Aräometer  für  Dichtigkei- 
ten, welche  nur  um  weniges  die  des  Wassers  übertreffen.  Nr.  424 
—  426. 

H.  Wild:  Notiz  über  ein  neues  Photometer  und  Polarime- 
ter.   Nr.  427— 429. 

H.  Wild  und  G.  Sidler:  Bestimmung  der  Elemente  der 
erdmagnetischen  Kraft  in  Bern.    Nr.  430— 434. 

Em.  Schinz:  Die  durch  Blasen  erzeugten  Aspirations- Er- 
scheinungen.   Nr.  437—439. 

H.  H.  ^Denzler:  Ueber  den  Einfluss  der  Achsendrehung 
der  Erde  auf  die  stromenden  Gewässer.    Nr.  437—439. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Baruaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4«     (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXV.  S.  13.). 

No.  6.    (Novembre  e  Dicembre  1859). 

Fondamenti  di  una  Teorica  generale  delle  funzioni  di  una 
variabile  complessa  di  B.  Riemann»  Traduzione  dal  Tedesco. 
(Continuazione  e  fine).  p. 337.  —  Addizione  alla  Nota:  Sopra 
aicune  proprietä  della  propagazione  della  corrente  elettrica  nei  fili 
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telegrafici*  dedotte  dalla  Teoria  dl  Ohm  del  Sig.  Filippo  Kel- 
ler, p.  357.  —  Note  «tar  r^qination  des  differences  poar  me 
äquation  doou^e  de  d^gr^  qaelconqoe  par  Mr.  A.  Cayley.    p.  366. 

Riirtst»  biblloyraplileB,  Serie  ordinate  per  fattoriali  io- 
versi.  Articolo  del  Prof.  A.  Ge.oocchL  p.  367.  —  Pabblicazioni 
recenti.  p.  385.  —  Errata  Corrige  del  tom.  1^.  p.  386.  —  Indice 
generale,    p.  387. 


A  n  as  e  i  g  e. 

Von  Herra  Dr.  W.  Lehmann  wird  eine  antf ährlichere  Besprechung 
der  Schrift  de«  Herrn  Professor  Mossbrugger  in  Aaraa  über  die 
„Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  aller  Grade. 
Aar  au.  1859'*  deren  Existens  ich  in  der  rorigen  Nummer  des  Literar. 
Ber.-^  jedes  Urtheils  über  dieselbe  mich  übrigens  damals 
anadrficklich  enthaltend*)  — -  Torlänflg  ansuzeigen  mich  für  rer- 
pflichtet  hielt  I  in  der  nächsten  Nummer  des  Literar.  Ber.  erscheinen. 
Dieselbe  noch  in  die  Torliegende  Nummer  aufinnehmen,  war  bei  ihren 
Kingang  nicht  mehr  möglich.  G. 


•)  S.  Literar.  Her.  Nr.  CXXXVL  S.  4. 


■  1 
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Literarischer  Bericht 

CXXXVIIT. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

I 

Beiträge  zur  Terminologie  der  griechische»  Ma- 
thematiker von  Dr.  J.  H.  T.  Mfiller^  Obemchulrath  und 
Director  des  Real-Gyronasiuma  zu  Wiesbaden.  Leip- 
zig.   Teubner.    1860.    8<>. 

Der  Herr  Verfasser  täuscht  sieh  gewiss  nicht,  wenn  er  auf 
S.  5.  dieser  kleinen  Schrift  sagt:  ,,es  werde  vielleicht  manchem 
Philologen  wie  Mathematiker  nicht  unwillkommen  sein,  die  tech- 
nischen Ausd rocke,  welche  in  den  mathematischen  Werken  der 
Griechen  vorkommen ,  nach  einem  wissenschaDlichen  Plane  geord- 
net und  %vo  nuthig  selbst  durch  Figuren  erläutert,  als  ein  Ganzes 
vor  sich  zu  haben.''  Auch  kann  man  dem  Plane,  nach  welchem 
er  eine  solche  Terminologie  mit  einstweiliger  Uebergehnng  der 
Arithmetik,  welche  durch  Nesselmann's  ausgezeichnete  Ge- 
schichte der  Algebra  bei  den  Griechen  schon  eine  sichere  Grund- 
lage erhalten  habe,  zu  bearbeiten  gedenkt,  nur  Beifall  geben, 
besonders  auch  nach  der  in  diesen  >, Beiträgen"  vorliegenden 
Probe,  in  welchen  er  sich  auf  die  Behandlung  der  Kui^el,  des 
Kegels  und  Cylinders,  des  parabolischen  und  hyperbolischen 
Konoids  und  derSphäroide,  unter  Einschaltung  des  lediglich  hierfOr 
Erforderlichen  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  beschränkt  hat. 


Arithmetik. 

AaflSsang  j^er,  alge)>raischen.   Gleichungen    aller 
.To»  J^,]H«^:fc]Uigj^er,    Lehrer  der  Mathematik 

> 
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an  der  Kantonsschule  zu  Aarau.     Aarau  bei   H.  R.  Sau- 
erländer.     1859.    4». 

Der  Verfasser  glaubt  die  allgemeine.  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  gefunden  zu  haben.  Er  hat  nicht  direet 
versucht«  die  Schwäche  des  Abel'schen  Beweises  der  Cnniog* 
lichkeit  der  gedachten  Auflösung  nachzuweisen,  sondern  glaubte 
sich  darauf  beschränken  zu  dürfen,  jenen  Beweis  durch  die  That 
zu  widerlegen.  Er  ward  durch  die  Resolvente  der  allgemeinen 
kubischen  Gleichung  auf  folgende  Induction  geführt : 

Die  gegebene  Gleichung  des  nten  Grades,  nach  W-egschaf 
fung  des  mit  der  n  —  Isten  Potenz  der  Unbekannten  niultiplicir- 
ten  Gliedes,  sei 

x^  =  A^a^-'^  +  A^x^-^  f ....  +  An^9X^^  /l«-iar+  /!„,     (I) 

die   Hülftgleichnng   aber   (welche  der   Verfasser   fifr    die   Resol- 
vente hält): 


+Q(n-2)fiy"  +  Q(n-a)ii+iy*-*  +  0(n-a)iii«y"-*+ . . . 

+Q(ti-i)ii» 


wo 


Q-44  =  -T-'  +  ^P»-i, 


öf 4=  -V^  +^»/*«-l  +  ^4'*«+  AtPn+l  +  AtPn+* 

"2 


Q{n-l)n-2  =  An  P(«-«)ii~«  +  Am^lP{u^^)n-l  +  An-tPin^V^n  »     -il 
<?(«-l)n-l=  AuP{m^9)n-l+      Am-^P(m^<-    -*^'^^ 

j 

0(11-1)«    =  ilfi#V 
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letzt  ist,  and  Pn-i^  Pn,  /^i-fi ,...., /'(ii-«)ii  noch  ara  bestimmen 
d.  Soll  der  Zweck  erreicht  werden^  dass  die  Resoivente  eine 
ficbang  desn— -Isten  Grades  sei,  so  sind  die  (n — 1)(?i— 2)  Gros- 
i  P«-i,  P„,  Pfi-i-i, ...., /^(n— 2)11  durch  die  (n  — J)(n — 2)  linea- 
Gleichungen : 

Qii+l  =0,      Qti-l-2  =0,  ....,  02n-l  =  ü, 
Q2fi-|-1  =  0,      Q2n4-a=0y  ....,  <?8w-l=0. 


bestimmen.     Dadurch  gehe  die  Gleichung  (2)  in  die  Gleichung 

. . . .  ±  Ä(«-3)ny**  T  ß(n  -2)iiy"  i:  /?(«- J)»  (3) 

r,  welche  in  Beziehung  auf  y"  vom  n  —  Isten  Grade  ist.     Wird 

die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des  n  —  Isten  Gra- 

vorausgesetzt,  so  können  die  n — 1   Werthe   der   Unbekann- 

y^  der  Gleichung  (3)  als  bekannte  Grossen  angesehen  werden^ 

che  in  allgemeinen  Ausdrücken  als  Functionen  von  A^,  A^,,.„,jin 

gestellt  werden  können.    Zieht  man  aus  diesen  n  —  1  Werthen 

fiten  Wurzeln,   und  multiplicirt  man  alle  diese  nten  Wurzeln 

einer  und  derselben  iiten  Wurzel  aus  1  (z.  B.,  wenn  ii=3  ist, 

(^eder  alle  mit  1,  oder  alle  mit  5 ,     oder    alle    mit 

— ^ ),  so  werden  dadurch  von  den  (« — l)w  Werthen  der 

gekannten  y  der  Gleichung  (3)  n  —  l  Werthe  herausgehoben, 
se  seien 

ffi  =  Si (A^ 9  A^9 . . . . ,  An) ,     y^^ M% (if a 9  2f 3 , . . . ,,  Af^ , ..... 

yn  - 1  =^  yn—-\  \A%  5  A<^  y  . . . . ,  An) , 

ihre  Summe  werde  mit  Syi  bezeichnet.     Der  Verl'usser  leitet 
ans   der   l'heorie  der  symmetrischen    Functionen   eine   iden- 
he  Gleichung 

-  .       •  vr- 

•■  ^ '  - 


^x 
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ab,   welche  för  n  =  3  in 

(^i  +  y«)*  =  3yiyt  (^1  +ya)  +  ^i*  +  y«'  (5) 

und  filr  n  =  4  in 

+  (yi*+y«*+ V)*-2(V+yiHy.*)  (6) 

übergeht.  Aue  dem  Umstände,  daes  fOr  ii=3  die  Coefficieofet 
der  Gleichung  (1)  eich  aus  den  Coefficienten  der  ihr  conforaien 
Gleichung  (4)  auf  dieselbe  Art  ableiten  lassen,  u-ie  die  CoefVcieB* 
ten  der  Gleichung  (4)  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1), 
folgert  nun  der  Verfasser  durch  Induction,  dassauch  f&r  it=4,  5, 6,. 
die  Coefficienten  der  Gleichung  (1)  sich  aus  den  Coefficienten  der 
Gleichung  (4)  auf  dieselbe  Art  ableiten  lassen,  wie  die  Coefficiei- 
ten  der  Gleichung  (4)  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1), 
und  dass  daher 

^f\  (Vi  (yi>  ysf  ••••»  »«-O*   —  v«(yi » y»» ... .,  yii-i), 

VsCyi» y« »y«-i)> •••.»  T 9^-i(yif yt. .....y«-!)) 

eine  Wurzel  der. Gleichung  (I)  sei;  ja  er  folgert  die  Identität 
der  Gleichung  (1)  mit  derjenigen  Gleichung,  welche  sich  ans  (4) 
so  ableiten  Ifisst  wie  (4)  aus  (1),  aus  der  Conformitfit  der 
Gleichung  (1)  mit  der  aus  (4)  abgeleiteten. 

Auf  das  Uebereilte  dieser  Folgerungen  machte  mich  zuerst 
Herr  Ür.  Stader  in  Berlin  aufmerksam  (dem  ich  das  IHoss- 
foruggersche  Werk  lieh,  gleich  nachdem  ich  es  aus  dem  Ruch* 
handel  empfangen),  indem  er  die  erwfihnte  Induction  für  eine  un- 
vollkommene und  irrige,  den  Schluss  von  der  Conformität  zweier 
Gleichungen  auf  ihre  IdentitSt  aber  für  einen  solchen  erklärte, 
welchen  der  Verfasser  selbst  als  trögerisch  anerkennen  roiisse,  da 
er  selbst  (der  Verfasser)  die  Nicht- Identität  der  unter  sich  con- 
formen  Gleichungen  (1)  und  (4)  wenigstens  ßirn  =  3  (wo  er  selbst 
den  in  der  Gleichung  (5)  vorkommenden  Coefficienten  3^,^,  nicht 

8 

=i4^^  sondern  = \ — ^  fand,  so  dass  also  die  numerischen 

Werthe  von  A^  und  ^y\y^  entgegengesetzte  Zeichen  haben)  her- 
aushob.    Herr  Dr.  Stader   fürchtet  jedoch,    dass  diese  Bemer- 
kungen den  Verfasser  höchstens  von  der  Un^ewissheit, -nicht 
von    der   entschiedenen   Falschheit   seines    Resultats    und  .i 
überzeugen  rauchten,   dass  seine  vermeinte  Erfindmip 
schung  sei.  ^      »     ... 


UierariMCker  BericJU  CXXXVUl.  5 

•  l)a68  letzterer  Zweck  erreicht  werde,  dazu  giebt  e«  nach  met* 
ner  unmaassgeblichen  Meioaiig  kein  leichteres  Mittel  als  ein  von 
Herrn  Dr.  St  ad  er  nicht  vorgeschlagenes,  nämlich,  ffir  n,  A^,  A^f"9  An 
bestimmte  nnmerlsche,  möglichst  einfache  Werthe  tu  substitulren. 
Ich  setze  n==4  (wodurch  die  Gleichung  (2)  In 

Übergeht).    Ffir  A^,  A^,  A4  wähle  ich  Werthe,  welche  den  Glei- 
cbuDgeo 

yi*=i.  »*♦=!.  yi*=i  (8) 

Genfige  tbuu ;    ich  setze  mir  nämlich  vott  die  Gleichung 


:«=3v3.a:»+3  V2V3+.V"2V3 +  3.«+3 


(9) 


ZU  lösen.  Die  Gleichungen  (8)  geben  vier  Werthe  von  yi,  vier 
Werthe  von  y^  und  vier  Werthe  von  ^3;  unter  diesen  hebe  ich, 
damit  sie  alle  mit  einer  und  derselben  vierten  Wurzel  aus  1  mul- 
tiplicirt  erscheinen,  die  Werthe 

yi=i»  »t=i»  af8=i 

heraus.  Diese,  in  die  Gleichung  (6)  substituirt,  .verwandeln  die 
letztere  in 

(yi+y«+y8)*=6(yi+y.+y8)*+8(yi+y«+y8)+3.  (lO) 

Auf  ähnliche  Art,  wie  die  Gleichung  (7)  aus  (1)  gebildet  ist,  lässt 
sicli  aus  (10)  die  Gleichung 


d.  i. 


x»=:3:..3.^<«-«-^^>L-j;^4'. 


17  ^ 

'     —  ^*       54*  +16 


bilden,    welche  ^ 

glebt.    Entstände  nun  die  Gleichung  (0)  aus  (10)  ebenso  wie  (10) 
ans  (9),  so  müsste,  wie  man  ans  der  Gleichung  (6)  erkennt, 

-48  =  8ii^x,,    also  il,*= 409021 VV 

e  leliter«(|^rich|iog  durch  Substitution  der  (aus  (9) 
JM^Om^Sk)  nnvMvben  Werthe  in 
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i:^V^ 


V3  +  V^2i/3  +  3)*=4096.~  (12) 


und  dann  (indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (12)  durch  3 
dividirt,  und  nachher  beiderseits  8](2i/3-f  I)  sabtrahirt)  in 

1 08  V^  V^2i/3  +  3  =  176  ^  162  V3  ( 13) 

übergeht.  Da  nun  175  =  V30625  und  I62v3  =  v78732  ist,  m 
ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (13)  negativ»  während  die  linke 
positiv  ist.  Dieser  Widerspruch  zeigt,  dass  die  Gleichung,  welche 
aus  (10)  auf  dieselbe  Art  entsteht,  wie  (10)  aus  (9),  nicht  mit 
(9)  identisch  ist,  dass  also  Herrn  Mossbrugger's  Methode  nicht 
einmal  biquadratische  Gleichungen  richtig  iHst. 

Diese  wohlgemeinten  Weisungen  glaubte  ich  dem  vorliegen- 
den Werkehen  zum  Abschiede  nicht  vorenthalten  zu  dürfen. 

Spandow,  den  2.  Juni.  1860. 

Dr.  Jacob  Wilhelm  Heinrich  Lehmann. 


Maclitrair  bu  der  v^raielieiideii  Reeeiiflfon. 

Direkter  und  allgemeiner  Beweis,  dass  der  Mossbrug- 
ger'sche  Algorithmus  zur  Auflosung  der  algebraischen 
Gleichungen  aller  Grade  nicht  einmal  die  Gleichungen 

de«   vierten   Grades    richtig    lüst. 

Von  H«rrn  Doctor  Stndcr  In  li erlin. 
Die  zu  lösende  Gleichung  hat  die  Form: 

(1) a;*=Äa:*+Ci:  +  iD, 

die  erste  Hülfsgieichung  lautet : 

(2)  .    .  yi«=Z>y8_^[.2(ßZ>-C«)«-C*].yH^. 

«voraus,  wenn  ^i*,  y^,  y^*  die  Wurzeln  dieser  in  Ansehung  von 
y*  cubischen  Gleichung  bedeuten ,  sieb  die  Relationen : 

ß = »1*  +  »t* + y»*. 


t. 


i       -U 
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ergeben.     Die  zweite  Gleichang  vierten  Grades  ist: 

(4) a;*=Ä|a;«+Cla:  +  Di, 

worin : 

(6)  .  .    j  Ci  =8yiy2ys» 

gesetzt  worden,  damit  sie  durch  ^=yi -f^s -f  ^s  befriedigt  wird. 
Die  zweite  Hülfsgleichiing  heisst: 

(6)  x»«=A^«-^4[2(ÄiA-^^)*-C|*].**  +  ^I* 

worin,  wenn  i^*,  2^,  13*  die  drei  Wurzeln  dieser  uacti  :|*  riibi- 
aeheo  Gleichung  bezeichnen,  die  Beziehungen: 

(7)  !  ^4[2(Äiüi-<i*)«-Ci*]=i,S*+i,*«3*+V*,*. 


/  ^ 


gelten.     Endlich  heisst  die  dritte  Gleichung  vierten  Grades : 

(8) a:*=:Ä,,a:»+C^  +  Z>^, 

^orin 

(9)  .  .    \  C„  =8z,*tZs, 

'  D„  =  (I,«  + 1,'«  4  Sa*)»  -  Mh*'  +  H*  +  '3*) 
gesetzt  worden,  damit  ihr  durch  :2r  =  2|  -f  22-f  *8  Geniige  geschieht. 
Nun  geht  des  Verfassers  Behauptung  dahin,  dass 

sei.  Zur  Widerlegung  dieser  Behauptung  wird  der  Nachweis  ge- 
nügen,  dass  Cf,  nicht  gleich  C  sein  kann;  und  zwar  gelingt  dies 
einfach  dadurch,  dass  man  C  und  €„  explicite  als  Funktionen 
4er  Coefficienten  Bi ,  Cj ,  Z>i  darstellt  und  den  Beweis  liefert,  das» 
lUsse  Funktionen  von  einander  verschieden  sind.  Am  raschesten 
•  -h  der  fragliche  Ausdruck  für  (7^. 

A9>  Wf.^  /-  . 


9  utirmiKätr  Maiat  VJL^^rai. 


(A) ^•  =  »•■^1 

Oim  tat  die  tmte  der  gesacktes  ReUtiMw«.    INc  ■■iai  < 
■ick  aar  felgcade  Weise. 

Aas  der  «rsten  asd  driHea  Gleidiaag  ia  ^>  f«^ : 

daker  ist  aack  (3): 

(U) »=^^^i^- 

Di«  letzte  GleiebiiDg  ia  (3)  vertmaden  mit  4er  cweitcn  Gl 
-n  (5)  giebt: 

(^•  =  »•.55. 

Wird  aas  dieser  Gleit-haag  vennüge  (11)  das  D  eliniairt. 
fert  sie,  nach  B  aurgelSst,  die  Relation: 

(12) B=^*'g~*"'V'2B,t-80i. 

Ua  nach  der  vrsleii  UleichuDg  io  (5): 

«o  erbBK  man  durch  Quadriren ; 

oder  vermöge  (10): 

SiW  +  yi'ja"  +  ffa V= 16 ■ 

Durch  abermaliges  Quadriren   Tolgt  hieraus : 

(B,*-HD,\* 
16 )  -^t^Si^Sa^hHlh 

oder,  nenn  man  rechts  die  beziehüchen  Werthe  a««  Ql)  < 

und  gleichzeitig  auf  die  miltlere  üleichung  in  {3)  achtetl 
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den  hierin  die  in  (II)  und  (l'i)  für  D  und  B  gel'uiidenen 
■he  eingetraf;en,  ao  ßihrt  die  iiacb  C  aufgelüBte  Gleichung 
die  iiacfa^itelietide ; 

^dies  ist  die  ziveiie  der  gesuchten  beiden  ReUlioiien.  Ufilt 
>  beide  Nesullute  in  (A)  uiid  (B)  neben  einander,  so  über- 
lan  sich  augenblicklich,  dass  C„  nicht  =  C  sein  kann; 
"^«in  »ührend  C  von  allen  drei  CoeliQcienlen  B^,  d  und  Z>,  ab- 
^^«»gig  iai,  erscheint  C„  gfinzlicb  unabhängig  von  C,.  Be- 
!^^«6«  der  Ausdruck  Ifir  C  dieselbe  Eigenschal't ,  so  niäsate  sich 
— ^  durch  irgend  eine  Transformation  daraus  von  selbst  entfernen 
^**3|Br  ivenlgstene  niüesle  der  Ausdruck  für  C  so  beschaffen  sein, 
I  er   für    C,  =0  sich   entueder  unmittelbar  in  den  fijr  C„  ge- 

■llfinen  verwandelte  oder  die  unbestimmte  Form  ^  annähme,  ico- 

iaber  gleichfalls  als  wahrer  Werth  sich  der  von  C^  zu  ergeben 

ichts  von  dem   findet  Statt,  indem  C  ffir  Cx  ^U 


ndlich   I 


wird. 


*  Hieraus   ist  klar,    dass    daa   Mnsebrugger'sche  Verfahren, 
iefaes  zwar  die  Lösung  der  cubischen  Gleichungen  richtig  finden 
ll ,  schon  bei  Lösung  der  Gleichungen  vom  nScbst  höheren  Grade 
be  Dienste  kündigt 
[  Berlin,  den   12.  Juni  1860.  Dr.  Slader, 


Mathematische  Lehrslunden  von  K.  H.  Schellbach, 
fcofessor  der  Mathematik  am  Königl.  Friedrich- Wi|. 
»Ims-Gymnaisiuni  und  an  der  Künigl.  Kriegs- A  kademie 
zu  Berlin.  Aufgaben  aus  der  Lehre  vom  Grössten  und 
Kleinsten.  Bearbeitet  und  herausgegeben  von  A.  Bode 
und  F..  Fischer,  Dr.  phil.     Mit  ti  Figurentafeln.     Berlin. 


Re 


S". 


Wir  beeilen  uns,  die  Leaer  des  Archivs  so  bald  als  möglich 
auf  dieses  so  eben  erschienene  Buch  aufmerksam  zu  machen, 
welches  nir  fiir  ein  treffliches  Hdlfsmittel  zur  Förderung  des 
mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts  halten.  Gewisa 
gcrden  die  Leser  sich  erinnern,  dass  wir  schon  oft  die  Ansiebt 
^|[es]>rochen  haben,  dass  Lehrsfitze  und  Aufgaben,  welche  man 
ut  jarcb  die  llälfemltlel  der  sogenannten  höheren  Anslysis  zu 
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beweisen  und  aufzuh'isen  pflegt,  mittelst  elemeDtarer  Meibate 
bewiesen  und  aufgelöst,  ein  treffliches  Hfilfsmittel  zur  BeiehHg 
des  Unterrichts  und  zur  Bildung  des  mathematischen  Geiste«  oii 
Scburf8inn$  der  Schüler  sind ;  auch  haben  wir  selbst  ja  sdMS 
einige,  diese  Tendenz  habende  Aufsätze  und  Beiträge  im  Archiv 
geliefert.  Deshalb  haben  wir  uns  sehr  gefreut,  dass  wir  io  di^ 
ser  ausgezeichneten  Schrift  eine  gleiche  Ansicht  vertreten  fiodeir 
indem  dieselbe  eine  reiche  Sammlung  interessanter  Aufgaben  fiber 
die  Maxinia  und  Minima  enthält,  welche  sämmtlich  durch  elemea* 
tare  Methoden  zunächst  für  die  Zwecice  des  Unterricht«  gelM 
werden,  and  auch  schon  mit  Gluck  und  Erfolg  bei  dem  Unter- 
richte wirklich  benutzt  worden  sind.  NatQrlich  können  wir  hier 
diese  Aufgaben  nicht  einzeln  angeben,  und  mfissen  uns  begDflgea, 
zu  bemerken ,  dass  dieselben  aus  den  Gebieten  der  Geometrie  odt 
Einschlusfr'  der  Stereometrie  and  beider  Trigonometrien,  der  Me- 
chanik ,  der  Physik  mit  Einschluss  der  Astronomie ,  und ,  —  unter  der 
Ueberschrift:  Vermischte  Aufgaben,  ^  aas  der  Theorie  der  kiirse- 
sten  Linien  und  der  Isoperimetrie  mit  sehr  umsichtiger  und  kenat- 
nissreicher  Auswahl  entnommen  sind.  Die  elementaren  Metlio- 
den  selbst,  welche  bei  der  L5sung  dieser  Aufgaben  in  Anwendung 
gekommen  sind,  haben  die  Herren  Verfasser  sehr  zweckmässig 
den  Aufgaben  selbst  jederzeit  vorangestellt  und  überall  «sehr  deut- 
lich erläutert.  Demnach  sind  zuerst  Functionen  betrachtet  wordeo, 
aus  deren  Gestalt  sich  durch  blosse  Umformung  ihre  grSssten  and 
kleinsten  Werthe  ergeben,  und  hierauf  Functionen,  deren  grusste 
und  kleinste  Werthe  in  bekannter  Weise  durch  Auflösung  qua- 
dratischer Gleichungen  gefunden  werden.  Sodann  wird  eine  allge- 
meine Methode,  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  beliebiger 
Functionen  mit  einer  Veränderlichen  zu  finden,  gelehrt.  Man  weiss, 
dass  vor  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  verschiedene  be- 
deutende Mathematiker  Methoden  zur  Bestimmung  der  Maxima 
und  Minima  auf  elementarem ,  d.h.  von  der  noch  nicht  erfände* 
nen  Differentialrechnung  unabhängigem  Mege,  angegeben  habeo. 
Dahin  gehört  zunächst  die  Methode  von  Fermat,  welche,  nur 
auf  ganze  rationale  Functionen  sich  erstreckend,  zwischen  dem 
Maximum  und  Minimum  nicht  zu  unterscheiden  vermochte.  Die- 
sen Uebelständen  suchte  Hudde  durch  eine  allgemeinere  Methode 
abzuhelfen,  und  Huygens,  der  bekanntlich  sich  nie  recht  mit 
der  Differentialrechnung  befreunden  konnte,  gab  die  schärfere  Be- 
gründung der  genannten  Methoden.  Tschirnhausen  führte  die 
Aufgabe  über  die  Maxima  und  Minima  auf  die  Bestimmaog  des 
Punktes  einer  Curve  zurück,  in  welchem  die  Berührende  der 
scissenaxe  parallel  ist.  Herrn  Professor  Sc  hell bacb'a  em 
allgemeine  Methode  dürfte  nach   aosf rec  Ifeipoi 
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Methode  die  meiste  Aehnlichkeit  haben ,  naturlich  bei  vOllif^  selbst- 
stSndIger  und  immer  sehr  instractiver  Anwendung  auf  die  vielen 
einseinen  interessanten  hier  gelösten  Aufgaben,  wobei  auch  noch 
Das  besonders  lobend  hervorgehoben  werden  muss,  dass  überall 
zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  gehörig  unterschieden  wird, 
und  dass  auch  eine  grossere  Anzahl  von  Aufgaben  mit  mehreren 
Verfinderlichen  nicht  fehlt.  Die  Natur  unserer  literarischen  Be- 
richte gestattet  uns  nicht,  auf  weiteres  Detail  einzugehen,  und 
wir  müssen  uns  daher  begnügen,  alle  Lehrer  nochmals  auf  diese 
sehr  ausgezeichnete  Schrift  dringend  aufmerksam  zu  machen,  und 
Herrn  Proft^ssor  Schellbach  zu  danken,  dass  er  die  Veröffent- 
lichung dieser  Resultate  seiner  Studien  gestattete.  Ja  wir  wuss- 
ten,  um  endlich  auch  noch  dies  zu  bemerken,  kaum  eine  Samm* 
lang  von  Aufgaben  Ober  die  Maxima  und  Minima  zu  nennen,  welche 
wir  mehr  als  diese  jungen  Studirenden  der  Mathematik ,  die  ihre 
ersten  Studien  in  der  Differentialrechnung  vollendet  haben,  em- 
pfehlen konnten,  um  Ihre  Krfifte  an  der  Auflösung  dieser  Auf- 
gaben nach  den  Methoden  der  Differentialrechnung  zu  versuchen. 
Dies  gilt  neben  den  geometrischen  namentlich  auch  von  den  in- 
teressanten physikalischen,  mechanischen,  astronomischen  und 
anderen  9  eine  gewisse  Bedeutung  für  die  Praxis  habenden  Auf- 
gaben ,  die  sich  in  dieser  lehrreichen  Sammlung  finden  *). 

Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
Gleichungen.  Von  Simon  Spitzer^  Professor  an  der 
Wiener  Handeis- Akademie.     Wien.    Gerold.    1860.    S^. 

Sowohl  in  diesem  Archiv,  als  auch  in  anderen  mathematischen 
Zeitschriften  hat  Herr  Spitzer  verschiedene  werthvolle  Unter- 
suebungen  Ober  den  auf  dem  Titel  genannten  wichtigen  Gegen- 
stand geliefert  Diese  zerstreo'ten  Arbeiten  legt  er  dem  Publikum 
hier  In  einer  geordneten  Sammlung  vor,  vermehrt  mit  einigen  noch 
nicht  veröffentlichten  Untersuchungen,  und  hat  dadurch  einen 
jedenfalls  sehr  werthvollen  Beitrag  zur  Integration  der  Differen- 
tial-Gleichungen geliefert,  wofiQr  wir  ihm  im  Namen  der  Wissen- 
schaft nur  danken  können.  Im  ersten  Abschnitte  wird  die  Inte- 
gration der  Diffierential- Gleichungen  von  der  Form 


*)  Wir  hab«B  dlete  Srhrift  niiter  die  Rubrik   ,,  Arithmetik^*   aafge- 

■ten,    wenn  sie  aach  fast  eben  lo  gut  unter  die  Rubriken  ,,Ge4ime- 

iPhjeik*'  a.  •.  w.  "bitte    p^ebracht   werden    können.     Unter   die 

Sadbto  SchiHlM'^  jil  nie  abiichtlicb  nicht  gebracht  worden. 


* 
-^t- 
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in  welcher  a^f  a^,  a^\   62,61960  CoDttaoteo  sind,   geliefert, 
trotz  der  verdienstlichen  Arbeiten   anderer    Mathematiker 
Spitzer  noch  eine  reichliche  Nachlese  fibrig  gebiiebeo  iat 
zweite  Abschnitt  ist  der  Integration  der  Gleich uuj 


»g 


gewidmet,  welche  früher  von  Scherk,  Jacobi,  Lobatto,  Ptti- 
val  schon  in  der  einfachferen  Form 

von  Kummer  für  ein  positives  ganzes  m,  von   Liouville  ahr 
der  Form 

behandelt  worden  ist.    Herrn  Spitzer  gelang  es,    Gleiehnag« 
von  der  Form 

zu  integriren»'in  allen  den  Fällen,  wo  r  ganz,  positiv  und  gftaer 
oder  gleich    -^  ist;    ferner  in  den  Fällen,  wo  ebenfalls  r  ganz  m^ 

positiv,  aber  kleiner  als  ^    ist;    dann   noch  in    einigen  anderai 
Fällen,  wo  r  ein  Bruch  mit  dem  Neoner  2  ist. 

Möge  die  Schrift  die  recht  sehr  verdiente  Beachtung  fiadeo. 


Logarithmisch-trigonometrische  und  andere  für 
Rechner  nützliche  Tafeln.  Zunächst  fär  Schaler  teeii- 
'nischer  Bildungsanstalten,  so  wie  für  praktische  Rech- 
ner überhaupt,  von  Dr.  M.  Rühlmann,  Professor  an  der 
polytechnischen  Schule  zu  Hannover.  Sechste  Auf- 
lage.   Leipzig.  Arnold.  1859.    20  Ngr. 

Diese  in  kleinem  Format  nach  Art  der  La  Lande 'sehen  Ta- 
feln gedruckten ,  in  der  logarithmischen  und  trigonometrischen  Tafel 
bis  auf  sechs  Decimalen  gehenden  Tafeln  enthalten  viel  Nützliches 
und  verdienen  wegen  ihrer  Bequemlichkeit  praktischen  Rechnern 
recht   sehr  empfohlen  zu  werden.     Die  Logarithmen   gehen   bis 
10080,  in  der  trigonometrischen  Tafel  schreiten  die  Winkel  vflj^ 
Minute  zu  Minute  fort.    Für  ganz  besonders  dankenswerth  MIlHi 
wir  Tafel  111.,    die    wirklichen   Längen   der  tr 
trischen  Linien  von  Minute  zu  Minute  ffi* 


^* 
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Besser  =1  enthaltend,  H-elche  bekanntlich  in  den  meisten 
Sammlungen  dieser  Art  fehlt*),  und  doch  in  vielen  Fflilen  der  gewöhn- 
lichen,  nicht  die  grosste  Genauigkeit  erstrebenden  Praxis»  wie  man 
wohl  in  neuerer  Zeit  immer  mehr  und  mehr  erkennt,  iveit  mehr 
Bequemlichkeit  gewährt  wie  die  Tafel  der  Logarithmen  der  trigo- 
nometrischen Linien.  Wir  würden  diese  Tafel  nur  bis  4,  höch- 
stens 5  Decimalen  gegeben  haben,  was  in  den  Fällen  der  Praxis, 
wo  man  liberhaupt  die^e  Tafeln  in  Anwendung  bringen  mochte, 
hinreichend  sein  dürfte*  Indess  kann  ja  nun  Jeder  so  viel  Deci- 
malen weglassen,  wie  er  fSr  gut  findet.  Vielleicht  mOchte  es rath- 
saro  sein,  von  dieser  Tafel  III.,  bis  4,  höchstens  5  Decimalen 
abgekürzt,  einen  besonderen,  wenige  Groschen  kostenden  Abdruck 
m  veranstalten,  was,  um  nur  eines  Falls  zu  gedenken,  u.  A.  Hir 
die  jetzt  mit  vollem  Rechte  immer  mehr  in  Aufnahme  kommen- 
den und  sich  Geltung  verschaffenden  Inndwirthschaftlichen  Lehr- 
anstalten und  Akademieeii  gewiss  sehr  nützlich  sein  und  Beifall 
finden  dürfte,  weil  nach  unserer  Ueberzeugung  es  ganz  unzweck- 
mässig sein  würde,  —  selbst  bei  dem  Unterrichte  in  der  Trigo- 
nometrie —  auf  diesen  Lehranstalten  die  Schüler  viel  mit  den 
Logarithmentafeln  zu  quälen,  weil  gerade  hier  nur  eine  in  jeder 
Beziehung  mnglichst  einfache  und  möglichst  wenige  Vorkenntnisse 
(also  etwa  nur  eine  gründliche  Kenntniss  der  Lehre  von  den  Deci- 
maihrüchen)  voraussetzende,  dessenungeachtet  aber  überall 
geistig  anregende  und  bildende*^)  Theorie,  und  eine 
dieser  entsprechende  eben  so  einfache.  Überall  möglichst  rasch 
zum  gesuchten  Resultat  führende  praktische  Anwendung  ***) 
dem  mathematischen  Unterrichte  den  gehörigen  Erfolg  sichern 
kann.  Wir  wiederholen  daher,  dass  wir  einen  beson- 
deren Abdruck  von  Taf.  III.  in  der  oben  angegebenen 
Weise  für  sehr  wünschenswerth  halten,  nm  so  mehr, 
weil  solche  Tafeln  verhältnissniässig  noch  selten  sind. 
Ausserdem  enthält  die  vorliegende  Sammlung  von  Tafeln  noch  eine 
Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  100, 
eine  Tafel  der  Kreisumßinge  und  Kreisinhalte,  so  wie  der  Qua- 
drate,   Guben,    Quadrat-  und   Cubikwurzeln   der  als   unbenannte 


*)  Die  «chnnen  englischen  Tafeln  Ton  Sherwin,  anch  die  recht 
nten  Tafeln  von  Hantichl  enthalten  dieiielben.  aber  in  dem  gewöhn- 
liehen anbei|uemen  Format. 

**)  Was  ■elliHt  auf  «nlchen   rein  prnlctisrhen  Lehranstalten  nament- 
bei^m   mathematischen  Unterrichte   immer  ein   Haaptgesichtaponkt 
i;Md  bleiben  muss. 

Aber  nnr  keine  xn  liandwerktmässigen  gnnz  mechanischen  llülfs- 
"nannte  ,, Knechte*'  und  anderer  Trödel  dieser  Art. 
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,«—«-._  — —        ■■■^■t  -M  Gauss'sche  Tafft  tm  ttt 
B  4m-  HAIm»  nlttobt  dca  Ba*-oine(ers,  ^ontomctriiH'be  mi 

_^ «trlMhe  Pemein,   da«  Tafel  einiger    oft  vorkomtBeDdcB 

ZiUenWMtb«  nnd  •!««  aw«dniHl|l  verrasste  EHnlpitun;!. 

Abria*  d*r  Jlksskand«:    V'oh  Johann  Rok»«'    Wiei 
Gerold.    IMft    & 


Bai  dar  WiebUffkeU  «iaar  gaDaaar«n  Keontois«  d< 
fb  Jadaa  in  der  JetxiRan  Zeit  baltea  wir  uns  verpachtet.  Lehm 
•of  di«a«  kMna  Schrift  aofaMrkaua  zu  machen,  nclchf  aar  Bot 
04  Saiten  alle«  Erforderliche  nach  den  neuesten  Bestimiaan^n 
Uriiart,  aaneatllcli  aoeh  mVt  beaoadtrer  liückBicIit  auf  die  Zoll- 
nnd  HOnareraüia- Staaten.  Der  lobalt  ist  folgender:  I.  2«it(ia- 
heiteo.  II.  B«K*°  end  Wlnkelaaaae.  IlL  Ma«s-,  Gewicbt»-  oad 
Hdaxelohelten  dca  natriacheD  (nen  fraiixüsischen)  MaBF^system*. 
IV.  Haaa-(  Geiricbta-,  MOna-  nndMengeneinheiten  <Ich  Kaisei- 
thomv  Oaatorreich  ao<d  deren  Vargleicbung  mit  den  nielrisclieii 
MaiaM.  V.  Meaa-,  Gewicfcta-  and  Miinxeiiiheiten  rertcchinle- 
noff  Staaten  and  Stidle  (Baden.  Bayern,  Belgien,  BraunxcbHci^ 
Brewan,  Dftneinark,' Frankfort  a.  M.,  Frankreich,  Criecheniutd. 
GrosabrilasnioK,  Uambnnt,  H<diandiKircfienKtaat.  K»lii,  Läbtdu 
Heldaib'' NordäfMrika.  Portngal,  Preusseo,  Uussland.  8acbM«. 
Sardliilta,  l^weden,  Schweil,  Siailien,  Spanien,  Toobsna,  Tflr 
kei,  Wflrtemberg,  Zoll-  und  Mdnavcreins  KlaatttO.  V|.  Wirk- 
liche GrSaae  Terscbiadener  LSngeDinaaase  (durch  gedrockla  gendi 
Linien  dargeatelll)-  VII.  Specifiacbea  Gericht  oder  üicfati  var 
acbiedener  KOrper.  —  Wir  geateben,  d«as  ima  dieses  klebte  BmI 
viel  besser  gefallen  nnil  praktischer  (feschienen  bat»  aJe  viele  ■■■ 
dere  dieklribige  Bücher  dieser  Art, 


Physik. 

Von  den  Veranchen,  »eiche  biaber  gern 
die  Hohe  unserer  Atmoaphäre  zd  bestimmcr 
Schlestcice.  (Programm  des  Gymn&aiuras  i 
von  Ostern  1800.)    Lnckan-    Entlentner.     1860 

Der  Herr  Verfaiser  hat  in  diesem  Prognimm  pt»c  Kaie  b«  1 
'ttamBtenatellung  der  verschiedenen,  zur  BestiniTiuin^  der  flSha  dv  J 
Atmoapfalre  bisher  angewandten  Methoden  gt^tielien,  und 
ben  mit  Sachlienntnias  genauer  diakulirl.  Ein«  »ehr  verdlM 
BerechunDg  der  bekannten  Lambert'scben  Dämr" 
achtungen,  namentlich  in  Besag  aif  4|e  * 
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Herr  Schlesicke  auf  meine  Veranlassang  schon  frfiher  in  den 
von  mir  heranspegebenen  „B^^^i'^ST^n  sur  meteorologischen 
Optik.  ThI.  I.  Heft  II.  Leipzig.  1848.  8.  252. <'  nach  mei- 
nen in  der  Abhandlung:  ,,  17 eher  die  Lehre  von  der  Däm- 
merung a.  a.  O.  S.  194.*'  gegebenen  Formeln  geliefert,  und  da- 
durch den  Beweis  geführt,  dass  auch  die  zweite  D.^mmerung,  eben 
ao  wenig  wie  die  erste,  genügend  mit  einander  libereinstimmcnde 
Werthe  für  die  Hnhe  der  Atmosph.'ire  giebt,  wenigstens  bei  Zu- 
srundelegung  der  Lambert'schen  Heobachtunß<*n ,  welche  aber, 
so  viel  ich  weiss,  immer  noch  die  einzigen,  einiger  mästen  brauch- 
baren sind ,  welche  es  giebt.  Auf  diese  seine  selbststfindige  Arbeit 
hat  Herr  Schlesicke  mit  Recht  in  dem  vorliegenden  Programm. 
das  ich  der  Beachtung  der  Leser  empfehle,  besondere  Rücksicht 
genommen. 

Nautik 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  nautischen 
Astronomie  in  der  kais.  kon.  Marine.  Von  Dr.  F.  Schau b, 
Direetor  der  kais.  kün.  Marine-Sternwarte  in  Triest. 
Zweite  Auflage.    Wien.    Gerold.     1800.    8. 

Die  erste,  185*3  erschienene  Auflage  dieses  vortrefflichen 
Leitfadens  für  den  Unterricht  der  nautischen  Astro- 
nomie ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXV.  S.  1.  —  8.6.  in  Verbiu- 
doDg  mit  den  eben  so  vortrefflichen  Nautischen  Tafeln,  der 
k.  k.  Kriegsmarine  gewidmet.  Triest.  1853.  12^.,  deren 
Herausgeber  bekanntlich  Seine  kaiserl.  koiiigl.  Hoheit  der  durch- 
lauchtigste Herr  Erzherzog  Ferdinand  Maximilian  von  Oesterreich 
Ut«  mit  verdientem  Lobe  angezeigt  worden,  und  wir  haben  schon 
damals  hervorgehoben,  wie  sehr  sich  dieser  Leitfaden,  bei  aller 
seiner  Kürze,  Einfachheit  der  Darstellung  und  Richtung  auf  das 
Praktische,  namentlich  durch  streng  wissenschaftliche  Haltung  und 
systematische  Anordnung  vor  vielen  andern  Büchern  über  nautische 
Astronomie  auszeichnet  *),  Eine  Bearbeitung  dieses  Leitfadens 
in  italienischer  Sprache  ist  hierauf  im  Jahre  1856  erschienen  und 
von  uns  im  Literar.  Ber.  Nr.  CVIII.  S.  8.  angezeigt  worden.  In  der 
vorliegenden  zweiten  Auflage  des  ursprünglichen  deutschen  Werks 
hat  nun  der  Herr  Verfasser  den  in  der  ersten  befolgten  Gang  mit 
Recht  im  Wesentlichen  ganz  beibehalten,   bat  aber  an  mehreren 


*)  AU  ein  anderes  eben  so  wiKsenschaftürh   ^ehaltenrs,    sich   nicht 
^   Hess   anf   nantische  Astronomie,    sondern   auf   die    ganze  Schifffahrts- 
"  ~  I  eratreckeodes  Werk  haben  vir  schon  öfcors  vorxiij^sweise :   Traite 
ilsire  de  Navigation   |iar  V.  Caillct  bezeichnet. 
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Stellen  einige  erlSaternde  Zusfitoe  lor  Erleichteranfc  des  Veratiiil 
nisses  beigeRigt,  und  anch  den  Stoff  durch  Hinxof&gung  eioiga' 
neuen  Lehren  vermehrt.  Bei  der  Zeitbentimmung  durch  correep» 
dirende  Hoben  ist  nfimlicb  neben  der  Mittagsverbeefferang  nun  aad 
die  Mitternachtsverbeaserung  aufgenommen  worden.  Femer  iil 
die  Berechnung  der  Breitenverbeaaerung  aus  zwei  beobachtetfli 
Hohen  mit  Benutzung  der  Tafel -Differenzen  der  Logarithmen  bifr 
gefügt,  und  endlich  hat  nun  auch  bei  den  Mond  -  Distanzen  dk 
wichtige  Borda'ache  Methode  mit  Recht  Aufnahme  gefaodca, 
weil  diese  Methode»  wenn  man  auch  jetzt  verschiedene  neuere 
gute  Methoden  besitzt,  doch  schon  wegen  ihrer  Klassicität  vei 
historischer  Wichtigkeit  ist.  Eine  besonders  wichtige  Bereicheni^{ 
gegen  die  erste  AufllEtge  hat  die  neue  Auflage  durch  Beißiginf; 
einer  Reihe  von  Hiilfstafeln  erhalten,  durch  welche  der  Leser  ia 
den  Stand  gesetzt  wird,  alle  im  Buche  behandelten  Aufgaben  n 
losen,  ohne  anderer  Behelfe,  als  einer  Logarithmentafel  und  aa- 
tOrlich  einer  Ephemeride  zu  bedflrfen.  Die  Zahl  der  Tafeln  ist 
21,  nfimlicb:  L  Verwandlung  der  mittleren  Zeit  in  Sterozdt 
IL  Verwandlung  der  Sternzeit  in  mittlere  Zeit.  lU.  Mittlere  Re- 
fraction.  IV.  Correction  der  Refraction  fQr  Temperatur.  V.  Cor- 
rection  der  Refraction  fOr  Barometerstand.  VL  Kimmtiefe.  VIL  Halb- 
messer und  HOhenparallaze  der  Sonne.  VIII.  Logarithmen  filr 
correspondirende  Sonnenhohen.  IX.  Redoction  auf  den  Meridian. 
X.  Breitenbestimmung  durch  den  Polarstern.  XI.  VergrOsserung 
des  Mondhalbmessers.  XII.  Verkürzung  des  vertikalen  Halbmes- 
sers von  Sonne  und  Mond.  XIII.  VerkSrzung  des  schrägen  Halb- 
messers von  Sonne  und  Mond.  XIV.  Correction  der  Horizoatil- 
parallaze  des  Mondes  wegen  Abplattung  der  Erde.  XV.  Unterschied 
der  geographischen  und  geocentrischen  Breite.  XVI.  Erste  Ver- 
besserung der  durch  Approximation  berechneten  wahren  Distanz. 
XVII.  Zweite  Verbesserung  der  durch  Approximation  berechneten 
wahren  Distanz.  XVIII.  Halber  Tagebogen.  XIX.  A.  Morgen- und 
Abendweite.  B.  Correction  der  Morgen-  und  Abend  weiten  wegen 
Refraction  und  Kimmtiefe.  XX.  Halbmonatliche  Ungleichheit  der 
Zeiten  des  Hochwassers.  XXI.  Vergleichung  einiger  Lfingenmaasse. 
Wie  viel  NGtzliches  diese  Tafeln  enthalten ,  sieht  man  ans  diesem 
Verzeichnisse.  Wir  empfehlen  das  Buch  nochmals  recht  sehr, 
und  wflnschen,  dass  es  auch  in  dieser  neuen  Auflage  fortfahren 
möge,  zur  tüchtigsten  wisf^enschaftlichen  Ausbildung  der  «Ister- 
reichischen  Marine  zu  wirken,  um  so  auch  das  Seinige  dazu  bei- 
zutragen, dass  die  Bestrebungen  des  trefflichen  hochgestellten 
Mannes,  welchem  der  Herr  Verfasser  es  mit  Recht  gewidmet  kat^* 
mit  immer  schönerem  Erfolge  gekrönt  werden.  ''^'^ 


^ 
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Aobng  Juni  d.  J.  starb  zu  Pavia  der  aasgezeichnete  Physiker 
and  Mathematiker,  Professor  an  der  dortigen  Universität, 

Johann  Joseph  Belli, 

corretpoodirendes  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  In 
•"Wien  aod  vieler  anderer  gelehrten  Gesellschaften,  gehören  am 
SBsten  November  1791  in  Calasca  in  Piemont. 


Mathematischer  und  physikalischer  Unterricht 

Die  ans  gütigst  mitgetheilte 

Anzeige  der  Vorlesungen  der  Grosshersoglich 
Badischen  Polytechnischen  Schale  za  Carls- 
rahe für  das  Jahr  1860—61 

liefert  von  Neuem  ein  sehr  ansiehendes  Bild  von  der  grossartigen 
Einrichtang  dieser  berflhmten,  von  einer  grossen  Anzahl  von  Schü- 
lern besuchten  Lehranstalt  und  der  Vollständigkeit  des  Unter- 
richts an  derselben.  Die  Schule  enthält  drei  allgemeine  ma- 
thematische Klassen;  ferner  sieben  Fachschulen,  nämlich  eine 
Ingenieurschule»  Bauschule,  Forstschule,  Chemisch- 
technische Schule,  Maschinenbauschule,  Handels-* 
schale  und  eine  Postschule;  endlich  eine  aus  zwei  Klassen 
bestehende  Vorschule;  jede  Klasse  und  Fachschule  hat  ihren 
■  besonderen  Vorstand.  Ausserdem  fehlen  Allgemein  bildende 
Carse  in  grosser  Anzahl  keineswegs,  und  praktische  Uebun- 
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gen  jeder  Art  natürlich  noch  weniger;  eben  so  siud  SanunlaDgei 
und  Institute  in  grosser  Anzahl  und  mit  vortrefflichster 
tung  vorhanden.  Die  Aufnahmsbedingungen  sind  au^führfich 
getheilt,  mit  einem  vollständigen  Verzeichnisse  aller  ao  der  A» 
stalt  wirkenden  Lehrer,  Vorstände  und  Directoren  nebst  den  iha« 
zagetheilten  einzelnen  Unterrichtszweigen. 

Indem  wir  für  die  Mittheilung  dieses  Programms  unsern  verUi^- 
lichsten  Dank  aussprechen,  ersuchen  wir  zugleich  die  Vorstfiade 
anderer  polytechnischer  Lehranstalten  recht  sehr  um  ähnliche 
Mittheilungen,  Ober  deren  Eingang  wir  jederzeit  im  Literari<:clieD 
Bericht  die  gebührende  Anzeige  machen  werden.  Bei  dem  grossen 
Antheile,  welchen  wir  an  allen  solchen  von  der  Zeit  uiiabweislick 
geforderten  Lehranstalten  nehmen,  haben  alle  Mittheilungen  dieser 
Art  für  uns  ein  grosses  Interesse,  und  wir  glauben  uns  nicht  n 
irren,  wenn  wir  annehmen,  dass  viele  Leser  unserer  Zeitschrift 
sich  in  gleichem  Falle  beOnden,  und  für  solche  Mittheilangen  wie 
vorstehende  uns  danken  werden.  G. 


Geschichte  und  liiteratiir  der  Mathematik  und 

Physik. 

Librorum  in  Bibliotheca  speculae  Pulcovensis  aono 
1858exeunte  conten forum  catalogus  systematicus.  Eden- 
dum  curavit  et  praefatus  est  Otto  IStruve',  munere 
directoris  speculae  Pulcovensis  fungens,  Acaderoiae 
imperialis  scientiarum  Petropolitanae  socius.  Petro- 
poli.    1860.    S^maj. 

Wir  beeilen  uns  die  Leser  des  Archivs  auf  diesen  so  ebea 
erschienenen,  970  Seiten  im  grossten  Octav- Format  umfassenden 
Catalog  der  grossen  mathematisch-astronumisch-physikalischen  Bl* 
bliothek  der  Pulkowaer  Sternwarte  aufmerksam  zn  machen,  welcher 
keineswegs  ftlr  einen  blossen  Bfichercatalog  zu  halten,  sondern 
nach  unserer  Meinung  vielmehr  als  ein  sehr  wichtiges  HGlfsmittel 
für  die  Kenntniss  der  älteren  und  neueren  Literatur  der  genaDii- 
ten  Wissenschaften  zu  betrachten  ist,  für  dessen  Publication  Herr 
Otto  Struve  jedenfalls  den  grussten  Dank  und  die  grGsste  An- 
erkennung verdient.  Weshalb  dieser  Catalog  nach  unserer  Mei* 
nung  flir  die  mathematisch -astronomische  Literatur  so  wichtig  ist 
wird  sich  sogleich  ganz  von  seihst  ergeben,  wenn  wir  Ober  seine 
Einrichtung  etwas  genauer  berichtet  haben  werden. 


uterarischer  Bericht  CXXXIX.  3 

Der  grosse  Reichtham  der  hier  verseichneten  Schriften  aus 
allen  Jahrhnnderten  findet  in  der  Zahl  von  970  Seiten  im  i^rossten 
Octav- Format 9  welche  der  Catalog  umfasst,  ohne  weitere  Aus- 
einandersetzung seine  Hestätigung.  —  Hiernach  nl»er  ist  haupt- 
sftchlich  die  his  in*s  kleinste  hefail  gehende  systematische  An- 
ordnung hervorzuhehen,  so  dass  ein  Jeder,  wer  sich  Gber  irgend 
eine  Partie  eine  literarische  Uebersicht  verschaffen  und  die  in 
dieselh«  einschlagenden  Schriften  kennen  lernen  will,  den  betref- 
fenden Artikel  bloss  aufzuschlagen  braucht,  um  seinen  Zweck  auf 
der  Stelle  zu  erreichen.  Wer,  um  nur  ein  Beispiel  anzuführen, 
aber  die  Conieten- Literatur  Belehrung  sucht,  tindet  auf  S.  761  — 
818,  also  auf  57  Seiten,  das  Verzeichniss  einer  Sammlung  von 
Schriften  über  die  Cometen,  welche  gewiss  die  gn'issto  und  voll- 
■tXridigste  ist,  die  es  überhaupt  giebt.  Hier  tindet  er  nun  aber 
im  Speciellcn  wieder  zuerst:  Generaliora  de  Cumetis.  Dann 
Cometae  periodici,  worin  alle  mit  Sicherheit  als  periodisch 
erkannte  Cometen  (acht  an  der  Zahl)  nach  ihren  einzelnen  Ent- 
deckern in  chronolosischer  Fulire  verzeichnet  sind.  Den  Reihen 
dieser  Cometen  beginnt:  Cometa  Halley  nach  folgenden  ein- 
leinen  Hauptabschnitten:  Apparitiones  antiquiores,  Apparitio  1531, 
Apparitio  1607,  Apparitio  1682,  Apparitiones  175U  et  1835  atque 
disquisitiones  recentes.  Allein  über  diesen  Cometen  sind  132 
Schriften  verzeichnet.  Auf  die  periodischen  Cometen  folgen  Co- 
metae reliqui,  worin  die  Literatur  über  wenigstens  150  nach 
der  Zeitfolge  geordnete  Cometen  enthalten  ist.  —  Endlich  muss 
nun  aber  noch  ein  Umstand  hervorgehoben  werden,  welcher  die- 
sem Catalog  einen  besonderen  sehr  grossen  literarischen  Werth 
verleihet.  Es  sind  niimlich  in  demselben  nicht  bloss  alle  einzeln, 
abgesondert  für  sich,  erschienenen  Schriften,  sondern  auch  alle 
wichtigeren  Abhandlungen,  die  in  den  im  Besitz  der  Bibliothek  der 
Sternwarte  beündlicben  Journalen  und  Zeitschriften,  so  wie  in  den 
Schriften  gelehrter  Gesellschaften  und  Akademieen  abgedruckt 
sind,  verzeichnet,  wodurch  derselbe  ein  wahres  Repertorium  für 
solche  Abhandlungen  und  eins  der  wichtigsten  literarischen  Hülfs- 
niittei  namentlich  für  alle  diejenigen  geworden  ist,  welche  sich 
nicht  selbst  in  den  Besitz  solcher  grossen  Sammelwerke  setzen 
oder  eine  unmittelbare  Einsieht  in  dieselben  verschaffen  können. 

Die  Beschr&nktheit  des  Raumes  verbietet  uns,  mehr  zur  all- 
gemeinen Charakterisirung  dieses  wichtigen  literarischen  Werkes 
in  sagen,  weshalb  wir  uns  begnügen  müssen,  nur  noch  die  fol- 
gende Cebersicht  der  Hauptrubriken  des  Inhalts  mitzntheilen : 
C*to1o|^iifi  llbronini  mnjorum.  p.  1 — 262.  —  Anctores  cln<- 
sici,  graeci  et  roinani,  mathematici,  astronomi,  physici,  alii,  se- 
cnndum  ordinem  alphaboticnni.  —  Opera  auctoniin  recentiorum  se- 
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candum  ordinem  alphabeticum.  —  Lexica  diaciplinamni  mathenafi' 
carum  et  physicamm.  —  Math  es  is.  p.  33^60.  (CursDs  et  tm 
peiidia  Matbeaeos  universae.  Anaiysia  finitorani.  Geometria.  Titj 
gonometria.  Analysis  infinitorum.  Theoria  combinatoria.  Calcd* 
probabiÜtatia  et  Mathesis  foreasia.'  Mechaotca.  Tabolae  nathOH 
ticae.)  —  Astronomia.  p.  70 — ^200.  (in  33  einzelnen  UnteraMU' 
VlnDgen).  —  Geodaeaia.  p.2ül-2U.  —  Physice.  p.  2I5-8L 
(mit  Einscbluaa  der  Optik).  —  Libri  periodic!  et  Acta  ••- 
cietatum.  p.232 — ^246. —  Historia  literaria  et  rel.  p.2l7- 
262.  —  €*talogiui  libroniin  mtnoram  et  dlflsertatl^Baa- 
p.  265-818.  et  p.  83J-857.  —  Discipliuae  matbematicic 
p.  265 — 319.  (in  11  Unterabtheilungen).  —  Disciplinae  astron»- 
micae.  p. 319— 389.  (18  Unterabtbeilnngen).  —  Catalogifiia 
rum,  Epbemerides,  Tabuiae.  p.390— 404.  —  Terra.  p.404- 
463.  —  8oi  et  iona.  p.464 — 479. —  Eciipses»  occultatloneif 
transitoa.  p. 480— 507.  —  Determinatio  locorum  geogra- 
phica. p.508— 526.  —  Planetae.  p.526-548.  -  Steilae  Hxae. 
p.  548— 577.  —  Obaervationea  earumque  aubsidia.  p.  578* 
637.  —  Disciplinae  physicae.  p.  637— 706.  (24  (Joterabthci- 
iungen).  —  Historia  literaria.  p. 706^760.  (Buchst  intereasaat 
ist  in  dieser  Abtheilang  die  Biographia,  in  welcher  biographi* 
sehe  Schriften  fiber  angefthr  420  mehr  oder  weniger  berfibaifo 
Mathematiker,  Astronomen,  Physiker  und  Künstler  verzeichoetsind, 
jedenfalls  eine  fär  die  Geschichte  der  genannten  Wisaenschafteo 
buchst  wichtige  Sammlung).  —  Cataiogus  dissertationan 
oometographicarum.  p.761 — 818.  —  Ein  bSchst  vollständiges» 
nach  den  Autoren  geordnetes  Register  auf  107  Seiten  beacbliesst 
das  wichtige  Werk. 

Es  wird  uns  sehr  freuen,  wenn  es  uns  gelingt,  durch  die 
obigen  Mittheilungen  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  auf  iu 
vorliegende  wichtige  literar  -  historische  Werk  zu  lenken.  Die 
Vorrede  liefert  auf  8. 1. — XXIV.  eine  ausfflhrlicbe  Darlegung  über 
die  Art  der  Anfertigung  desselben  und  die  Entstehung  der  jedeo- 
falls  sehr  merkwürdigen  Bibliothek  der  Sternwarte  zu  Puikowa. 
Wir  haben  den  auf  die  Herausgabe  dieses  Werkes  verwandten 
Fleiss  und  die  grosse  Umsicht  und  Gelehrsamkeit,  mit  welcher 
dieselbe  bewerkstelligt  worden  ist,  lebhaft  bewundert^  und  sagea 
Herrn  Otto  Struve  im  Namen  der  Wissenschaft  den  w&rmsteB 
Dank,  dass  er  sich  dieser  mflhevollen  Arbeit  so  erfolgreich  unter- 
zogen hat  e  runer  t. 
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Arithmetik. 


>  aller  Zahlen  von  \  bis 
iieter,  B»umeiiiter,  Köret- 
[lie  fiel  zu  rechnen  bähen, 
ricfati>;er  Uesullnte  bei'tn 
01denburg(Schulxe'sche 


uiliplicationa-Tabe! 

Ein  iiairBhuch  rar  g 

und  Sberbuupl  all 
^  ach»  et  leren    ErliiD{;ui 
Ultipliciten  undÜividir 
Bocbbandlung).    1860.    8. 

Uiese  Mgltiplicalionstareln,  deren  Einricbtuog  uns  einfach  und 
:u  sein  scheint,  enthalten  anmillelbar  die  Producte  mit 
ni  f>aiizzabliE^ii  Factiiren,  tvenn  der  eine  der  beiden  Factoren 
At  grliescr  nis  SOO,  der  andere  nicht  crüsser  als  54KI  ist.  Will 
1  Pfoducte  mit  grösseren  Facloren,  die  nicht  mehr  innerhalb 
r  GrSnten  der  Tafel  liegen,  bilden,  eo  musB  man  sich  hieriu 
ft*niiter  einfacher  Hüllsmiltel  bedienen,  zu  deren  Anwendung 
I  ObrigOns  nur  kurze  Einleitung  eine  znecboifissige  Antveisuug 
"Mit  Diese  Tafeln  gehen  nicht  so  fveit  wie  die  in  zweiter 
ilQage  erschienenen  bekannten  Crelle'schen  Tafeln,  ihr  Format 
l'sbeT  weit  bei|uemer,  bei  (ibrigens  völlig  untadelhafter  äusseren 
Wtattung;  auch  mOcbte  die  den  Tafeln  gegebene  Ausdehnung 
£die  meisten  praktischen  Arbeiten  hinreichend  sein.  Ueber 
E-dberaus  einfache  Einrichtung  giebt  die  Einleitung  die  nütbige 
ikonfU  Der  Herr  Verfasser  oder  Herausgeber  hat  sich  nirgends 
Im  Vorwort  wird  aber  bemerkt,  doss  die  Einrichtung 
Uis  der  Einrichtuni;  der  schon  im  Jahre  1805  in  Paris  in  kl.  4". 
erschienenen  Tables  de  multiplication  —  (die  uns  nicht  neiter 
heknnnt  geworden  sind)  —  ähnlich  sei,  welche  nicht  bloss  in  Frank- 
reich, sondern  auch  bei'm  preussischen  Kataster  in  Rheinland  und 
Westphalen,  und  ebenso  bei  der  allgemeinen  Landesvermessung 
Im  Grossherzogthum  Oldenburg,  inabesondere  hei  Flfichenberech- 
nangen,  mit  Vorliebe  gebraucht  würden,  indem  bei  derartigen  Ar- 
beiten selten  grössere  Factoren  in  Frage  kümen.  Für  die  Correct- 
heit  wird  garantirt.  Uns  selbst  haben  diese  Tafeln  recht  wohl 
gefallen,  wir  halten  dieselben  liir  recht  praktisch  und  empfehlen 
•i«  daher  zur  snrglaltigen  Beachtnng,  indem  wir  bei  dieser  Ge- 
legenheit zugleich  auch  die  empfeblenswertbe,  die  2.  3,  4,  S,  6, 
7.  8.  gfncben  aller  Zahlen  von  I  bis  lOOUOO  enthaltende  Pro- 
ductentafel  von  C.  A.  Bretschneider.  Hamburg  and 
Uotfaa.  1841,  welche  im  Literar.  Ber.  Nr.  111.  S.  50.  ange- 
teigt  norden  ist.  aber  nicht  die  wohl  verdiente  hinreichende  Ver- 
I  >,brcilung  gefunden  zu  haben  scheint,  wieder  in  Erinnerung  bringen 
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Astronomie. 

Grosse  Sonnenfinsterniss  vom  18teii  Juli   1860. 

Die  grosse  d^oniientiosteroiss  vom  töten  Juli  1860  hat  eiMi 
ungewöhnlichen  Eifer,  eine  ungewöhnlich  grosse  BetheiliKuog  W 
ihrer  Beobachtung,  namentlich  in  den  Gegenden ,  wo  sie  tiW 
war,  hervorgerufen.  Es  scheint  daher  wohl  angemessen,  in  diesm 
literarischen  Berichten  über  dieselbe  einige,  Mittheilungen  za  na 
eben  aus  Journalen  und  Zeitschriften,  welche  nicht  jedem  Leser 
des  Archivs  leicht  zugänglich  sein  durften,  freilich  mit  grfMtr 
Einschränkung,  welche  durch  den  geringen  Kaum  uns  onahwdii' 
lieh  geboten  ist.  , 

Fragt  man  zunächst  nach  der  Ursache  des  so  grossen  Eifer» 
bei  der  Beobachtung  einer  keineswegs  sehr  ungewOhnlicheu  & 
scheinung,  und  ob  derselbe  in  einer  solchen  Weise  berechtigt  eeii 
so  müssen  wir  diese  letztere  Frage  jedenfalls  aus  vollster  Ueber 
Zeugung  bejahend  beantworten.  Denn  können  %vir  irgendwie  elDigf 
Hoffnung  haben,  über  die  eigenthiimliche  Natur  unsers  Centrd- 
körpers  einigerniassen  Aufscbluss  zu  erhalten,  so  ist  dieselbe  le* 
diglich  aus  der  sorglaltigen  Beobachtung  totaler  Sonnen OnsteniiMe 
zu  schöpfen.  Soll  aber  diese  Hoffnung  auf  einem  sicheren  F»- 
damente  ruhen,  so  wird  es  natürlich  zunächst  und  vor  allen  Din- 
gen darauf  ankommen,  Aber  den  Grund  der  bei  totalen  Sonnea* 
finsternisMen  dem  Beschauer  sich  darbietenden  grossartigen  Er- 
scheinungen, namentlich  darüber  zu  gehöriger  Klarheit  zn  kommen. 
wo  dieselben  ihren  eigentlichen  Sitz  haben,  oder  —  mit  anderes 
Worten,  •—  ob  dieselben  der  Sonne  angehören  oder  den 
Monde.  Denn  nur,  oder  wenigstens  vorzugsweise,  dann,  wenn  dai 
Erstere  der  Fall  ist,  wird  die  oben  angedeutete  Hoffnung  wirkliche 
Berechtigung  in  sich  tragen,  wogegen  im  letzteren  Falle  die  Er 
scheinungen  in  Rücksicht  auf  die  Sonne  nur  mehr  secnndlrer 
Natur  sein  würden. 

Was  also  nun  die  Frage  betrifft,  ob  die  bei  totalen  Soo- 
nenfinsternissen  sich  darbietenden  so  unendlich  gross- 
artigen Erscheinungen,  die  sogenannten  Pro  tuberan- 
zen, die  Corona  u.  s.  w.  der  Sonne  angehören  oder  den 
Monde;  so  wird  auf  deren  Entscheidung  die  Beobachtung  totaler 
Sonnenünsternisse  zunächst  ihr  Augenmerk  zu  richten  haben.  In 
der  That  ist  bisher  immer  das  Erstere  angenommen,  der  Grund 
der  Protuheranzen,  der  Corona  u.  s.  w.  in  einer  die  Sonne  umge- 
benden besonderen  Atmosphäre  oder  Photosphäre  und  dergl., 
welche  begreiflicherweise  nur  bei  totaler  Verünsterung  der  Sonne 
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zur  Erseheinang  kommen  kann,  gesucht  worden,  und  nur  erst 
späterhin  hat  sich  hieneben  eine  zweite  Ansicht  geltend  zu  machen 
Tersuchty  nach  welcher  die  genannten  Erscheinungen  hioss  opti- 
eeber  Natur  sein,  auf  Licht- Interferenzen,  Licht- Beugungen  an 
den  Mondhergen  u.  dergl.  beruhen,  in  Bezug  auf  die  eigenthfim- 
licbe  Natur  der  Sonne  also  durchaus  nur  secundär  sein  sollen» 
Bei  dem  grossen  Interesse,  weiches  ich  von  jeher  an  den  in  Rede 
stehenden  Erscheinungen  genommen,  habe  ich,  so  viel  es  mir 
irgend  möglich  gewesen  i^it.  Alles,  was  über  dieselben  zu  meiner 
Kenntniss  gelangt  ist,  sorgfältig  zu  verfolgen  gesucht,  habe  aber 
nirgends  einen  nur  mit  einiger  wirklich  Gberzeugenden  Kraft  für 
die  letztere  Ansicht  sprechenden  triftigen  Grund,  sondern  bis  jetzt 
meistens  in  dieser  Beziehung  nur  allgemeine  Redensarten  gefun- 
den, und  gestehe  gern,  dass  ich,  die  unendliche  Grossartigkeit 
der  hier  dem  erstaunten  Beobachter  im  Welträume  sich  darbieten- 
den Erscheinungen  vollkommen  begreifend,  schon  aus  allgemeinen 
Gründen  zu  einer  in  Bezug  auf  diese  Grossartigkeit  so  wenig 
wahrscheinlichen  Ansicht  mich  nie  auch  nur  im  Entferntesten  habe 
bekennen  können,  ohne  übrigens  dabei  das  Recht«  welches  in  der 
Naturwissenschaft  jede  Ansicht  hat,  den  Versuch,  sich  geltend 
zu  machen,  wagen  zu  dürfen,  auch  nur  im  Geringsten  und  einen 
Augenblick  zu  verkennen  oder  in  Zweifei  ziehen  zu  wollen. 
Will  man  aber  nun  gar  daraus,  dass  sich  etwa  durch  optische 
Versuche  in  physikalischen  Kabinetten  auf  einer  hölzernen  Kugel 
und  dergl.  einigermassen  ähnliche  Erscheinungen  hervorrufen  las- 
sen, nun  gleich  ohne  Weiteres  den  Schluss  ziehen,  dass  diesen 
Erscheinungen  jene  unendlich  grossarticrcn  Erscheinungen  im 
Welträume  congruent  sind:  so  beruhet  ein  solcher  Schluss 
wahrlich  auf  einer  sehr  schwachen  Logik,  über  die  hier  nichts 
weiter  zu  sagen  ist.  Nur  Beobachtungen  der  totalen  SonnenGn- 
sternisse  selbst  sind  geeignet  und  berech tigt«  eine  einigermassen 
sichere  Entscheidung  herbeizuführen,  und  solche  Beobachtungen 
dGrfen  nicht  mit  Fernröhren  von  ganz  untergeordneter  Wirkung, 
wie  sie  allenfalls  jeder  Liebhaber  der  Astronomie  besitzt  oder 
sich  leicht  zu  verschaffen  im  Stande  ist,  angestellt  werden,  son- 
dern erfordern  grossartigere  Hiilfsmittel,  wie  sie  zu  meiner  grossen 
Freude  in  der  That  auch  bei  der  Finsterniss  vom  18.  Juli,  im  rich- 
tigen Verstfindniss  der  Sache,  wirklich  vielfach  in  Anwendung  ge- 
bracht worden  sind,  wobei  der  treffliche  Director  der  Sternwarte 
in  Madrid^  Herr  Antonio  de  Aguilar,  in  einer  die  wärmste 
Anerkennung  verdienenden  Weise,  hulfreiche  Hand  geleistet  hat^). 


*)  H.  ■.  s.  B.   den   Bericlit  dea   burähiiiten    üircctors   der  Siernwartt* 
det   Collegio   romaiio   (in    lloni)    Herrn   P.  Augclo    Servlii   (dclls 
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Sehr  beherzigenswerth  ist  gewiss  fllr  solche»  nur  mit  Hfllfsmitteh 
von  ganz  untergeordneter  Bedeutung  versehene  Beobachter,  dera 
Beobachtungen  eben  deshalb  gar  nicht  berechtigt  sind  Ikel 
Dlni^n*)  mitzusprechen,  und  nur  sehr  wenig  Glauben 
nen,  das,  was  Herr  Le  Verrier  in  der  Sitzung  der  Pariser  Ak» 
demie  der  Wissenschaften  vom  13.  August  1860  in  dieser  Bettehaf 
mit  vollstem  Rechte  sagte,  worfiber  der  Cos  mos  17«.  VoL  7'Li- 
vraison.  p. 224.  folgende  Mittheilung  enthält:  »,M.  Le  Territi 
exprime  ensuite  quelques  doutes  ou  quelques  craii« 
tes:  la  suprise  et  le  fiilble  powolr  optiqtite  de  lesr 
lunetie  auront  pu  tromper  quelques  astroDomes,  etil 
est  convenable  de  ne  se  fier  qu*  aux  instruments  de 
pulssance  süffisante  et  aux  mesures  prises  par  dei 
astronomes  exerc^s.''  Welche  Ansicht  Herr  Le  Territf 
über  die  Erscheinungen  selbst  hat,  werden  wir  nachher  sebes. 

Wie  ist  denn  nun  die  obige  Frage  durch  die  Betr- 
achtungen der  Finsterniss  vom  18.  Juli  entschiede! 
worden»  so  weit  die  Nachrichten  bis  jetzt  reicbenf  wer- 
den die  Leser  des  Archivs  fragen.  Ein  erster  In  vieler  Besie- 
hung sehr  interessanter,  verständig  verfasster  Bericht  von  einsB 
ungenannten  Uannoveraner  findet  sich  in  der  BerÜDisches 
(Vossisehen)  Zeltung.  1860.  Nr.  178.  Mittwoch  dea 
1.  August.  Erste  Beilage.  S.  2.  Darin  heisst  es  wörtlich 
also:  »»Für  die  Wissenschaft  ist  aus  diesen  Beobach- 
tungen zunächst  festn^estellt  —  mindestens  waren  die 
Astronomen,  welche  am  Abend  des  18.  in  Vittoria  eise 
Versammlung  hielten,  darüber  einig,  —  dmss  die  Fve» 
tiiber*nBen  der  Soniie  »n^eiidren  und  niebt  etw*  dcai 
Monde  oder  uMserer  Atmosph&re»  wie  bis  jetit  tob 
manchen  Astronomen  angenommen  wurde.  Die  Protv- 
beranzen,  welche  zu  Vittoria  beobachtet  wurden  —  es 
erschienen  nach  Eintritt  der  totalen  Finsterniss  noch 
drei  —  standen  fest  wie  ungeheure  Berge  im  gllnsend- 
sten  Lichte,   und  der  Mond  zog  über  sie  hinweg.  —  Da 


compagnia  di  G«iü),  in  den  Compte«  rendua.    1860.    Tom.  LI.  No.&. 
p.  156.  160. 

*)  Solche  mit  nur  gans  geringen  Femrohren  Tersehene  Liebhaber 
der  Attrononiie  mögen,  wenn  lie  Teratändig  im  Dienste  der  Wiaeeiiechaft 
arbeiten  und  wahrhaft  Anerkennungtwerthes  für  diecelbe  leUten  wollea, 
den  im  Archiv  ThL  XWIV.  S.  249.  Nr.  XII.  mitgetheilten  tchönea  Aaf- 
•ats  de«  Herrn  von  Littrow.  und  einen  lehrreichen  Aofeati  Ton  Ar. 
gelauder  iui  Jahrliuche  fnr  1844.  Iler»u«gegei>en  von  Scha- 
macher.     Stuttf^art  und  Tiiliin^eu      184i.     S.  122.  beherzigen. 
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.  dach  wohl  niancliein  der  muNdüfichligen  Harren  das 
E  etwas  geLtnprt  hali«n,  als  unser  1'cabani  in  stiller  Majest.^t 
die  uiiverrilckt  reätstehenden  ProtuberanEeii  binwegiog!  — 
1  in  der  schon  envühiilen  Sitzung  der  Pariser  Akademie 
r  Uablnel  den  Bericht  des  flerni  (iold  st-h  roidt  gelesen 
:  M.  1j«  T«rrler  demande  ä  resumer  au  tablettu, 
l'aide  de  figures,  l'ensenible  des  pheDoni«>nes  ob- 
ees,  et  les  r^snltats  ac^uie  <(ui  eii  soot  les  conad* 
«nces,  en  ce  4|ui  concerne  au  moins  les  [irolub^- 
il  cnnsidvre  oeulea  aujourd'hui,  laiaaant 
atre  occassion,  s'ilya  lien,  la  discossion 
oncenie  l'anräole.  Ce«  r^aaltat«,  an  nain- 
i  de  deux,  Bout  ImpartantH ,  le  premler  e«t  que  lea 
rtnberances  rouc^a  aont  de«  nuni^es  flottnnta  daaa 
*  aCmosph^re,  le  eeeond  qae  ces  noage«  appartlea- 
1  &  ratmosph^rc  solulre  ou  an  aolell* 
Von  dem  grtissten  Interest^e  ist  der  von  Bertn  äecchi,  wel- 
cher za  Desierto  de  las  Palmas,  vielfach  unterslDtit  Fon 
Berru  Aguilar,  beobachtete,  der  Pariser  Akademie  erstattete  Be- 
iricht  (Comp  t es  reiidus  a.  a.  0.  p.  156.).  Dieser  Beriebt  ist  im 
vorliegenden  Falle  um  so  wichtiger,  weil  UerrSeccbi  namentlich 
in  uptiecb -astronomischen  Dingen  eine  der  grünsten  und  ersten, 
Bll|{emein  und  freudigst  anerkannten  Autoritfiten  ist.  Aof  p.  160. 
sagt  der  genannte  berühmte  Astronom:  „Dans  ces  moments- 
lik*),  ma  convictian  sur  la  nature  de  ce  (jue  je  voyais 
fnt,  t|ue  le  phenoraene  4tait  r^el  et  que  je  voyais  Trai- 
ment  des  flamraes  dans  l'atmosph Jire  tmlaire  et  des 
Duages  suspendus  dans  ces  flamnies;  II  m'aiiralt  ^t^ 
fanpOHHible  d'Uuaglner  autre  rlioiie,  camme  pnr  exemple, 
qne  cela  püt  ^tre  an  pbenomiaC  qaelconque  de  dlf- 
foaetlon  od  de  refraction." 

„Tia  ^raduatlon  al  nette  et  le  melani^e  mI  sensible 
de  la  luinl^re  de  coulenr  fleur  de  p^cber,  avec  le  blanc 
de  ce  qae  noaa  appelona  photoaph^re,  etalt  d'un  ca- 
rart^re  tont  antre  que  eelnl  que  J'aie  vn  dana  le«  ph^- 
nam^nex  de  dilTraetlon,  d'iaterf^rence  et  de  refrairtloB, 
et  tont  ä  falt  hors  de^  lünitea  dea  Ulaaloiia  qaelconque«. 
Je  ne  doute  dono  pai«  qu'elle«  ne  solent  reellement 
proprea  »u  solell,  et  la  structare  de  cea  nuagea  aoa- 
pendu«  achivp  de  fortlAer  na  couvlctlon." 


')  AU    ■!•: 
snigl  hatten 
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In   einer   weiteren    Mittheilun^  in    den    Comptes    rendift 
1860.    Nr.  8.  p.  276.  ^ebt  Herr  Secchi  auch  von  Versuchen  Niek- 
richt,  die  er  angestellt  hat,  und  sagt  a.  A.  p.  277.  Folgendes:  „La 
couronne  eile-ni^me  pr^s  du  bord  solaire  et  les  prota- 
berances  ont  öt^  tout  k  fait  inimitables  a%'ec   les  dif- 
r^rents   nvoyens,   que  j'ai   essay^s:    les    frangee   aieii 
produites  a  Textörieur  sont   tr^s   limitees   et  d'us  ca- 
ract^re  tout  ä  fait  diCförent  de  la  couronne;  et  \e»  pro- 
minences  que  j'ai  produites  avec  des  bouiea  couvertef 
de  cristaux   et  d'autres  matieres  ont  etä  aussi    d'uie 
teinte    et    de    caracteres    optiques    parfaitement    diffe- 
rents  des  protubörances  solaires,  et  je  n'ai  pM  reafsir 
4  rieM  prodnire  de  eemblable.<<    Gewiss  eine  sehr  wichtige 
Uittheilung  von  einem  so  ausgezeichneten  Beobachter. 

Ein  so  bestimmt  ausgesprochenes   Urtheil   einer    der   erstoi  ■ 
Autoritäten  in  diesen  Dingen  ist  doch  wohl  maassgebend  und  Ikr 
jetzt  entscheidend;    auf  so  gewichtige   Autoritäten    mufs 
und  Icann'man  sich  im  vorliegenden  Falle  vorläufig  aber 
allein   verlassen. 

Ich  bedauere  9  dass  die  Beschränktheit  des  Raums  mir  wei- 
tere Mittheilungen,  die  ich  späteren  literarisclien  Berichten  vor- 
behalten musSy  für  jetzt  nicht  gestattet.  Indess  sind  solche  An- 
toritäten  wie  die  vorhergehenden  schon  völlig  hinreichend,  am 
uns  für  die  Richtigkeit  des  nach  der  Mittheilung  unsers  obigen 
Hannoveraners  von  dem  am  Abend  des  18.  Juli  in  Vittoria  zusam- 
mengetretenen astronomischen  Congress  gethanen  Ausspruchs  liir 
jetzt  eine  nicht  abzuweisende  Gewähr  zu  leisten: 

„dass  nftndieh  die  Protuberansen    der  Seaae 
and  aielit  dem  ]!Ioade  angehören.** 

Besondere   Mittheilungen  über  die  Corona  oder  Aureole  behaltet» 
wir  uns  vor. 

Wir  freuen  uns  dieses  Resultats  wahrhaft  im  Interesse  der 
herrlichen  astronomischen  Wissenschaft,  da  wir  uns  nun  mit  noch 
grösserem  Muthe*)  der  oben  ausgesprochenen  Hoffnung  hingeben 
könoen«  dass  fortgesetzte  eifrige  und,  so  oft  sich  Gele- 
genheit  darbietet,  wiederholte  Beobachtungen  totaler 
Sonnenfinsternisse  su  sicheren  Aufschlüssen  Ober 
die   eigentliche  Natur  unseres  CentralkTirpers   fuhren 


*)  Den  wir  ärrig^Kn»  xm  verlieren  \\\%  jetzt  nie  irgend  weiche  Ursach 
oder  Veraula«suDg  gehabt  haben. 
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werden.  Natfiriicb  werden  diese  Erecheinnngen,  nachdem  man 
SU  dem  obigen  Resultate  gelangt  ist«  immer  noch  an  Interesse 
gewinnen  und  noch  mehr  wahre  Astronomen  als  schon  jetxt  an 
ihrer  genauen  Beobachtung  Anregung  und  Aufforderung  finden. 

Grunert 

Nachschrift 

Herr  Faye  in  Paris  gehurt  auch  zu  den  Anhängern  der  so- 
genannten optischen  Theorie,  worüber  er  sich  im  Cos  mos. 
1860.  17^  Vol.  II^Livr.  p. 326.  ausspricht  Der  Herausgeber, 
Herr  Moigno,  lugt  seiner  Mittheilung  Folgendes  bei:  „  M.Faye. 
on  le  voity  est  impitoyable.  11  nie  tout,  atmosphöre  solaire,  nua- 
ges  roses  etc.  etc.;  il  räpousse  carräment  les  conclusions  qu*ont 
tir^es  spontanäment  de  ce  qu'ils  ont  vu,  M.  le  Verrier,  M.  War- 
ren  de  la  Rue,  le  R.  P.  Secchi,  etc.  etc.'*  Dieses  Negiren  ist 
freilich  eine  sehr  leichte  Sache,  und  es  ist  gut  und  ganz  recht, 
dass  Herr  Moigno  Herrn  Faye  so  abfertigt 


Nachdem  ich  vorstehendes  Referat  nach  den  mir  bis  jetzt 
vorliegenden  glaubwürdigen  und  beachtungswerthen  Mittheilungeo 
so  eben  geendet,  geht  mir,  wahrscheinlich  von  ihrem  Verfasser, 
Herrn  Professor  Plantamour  in  Genf,  dem  ich  daffir  verbind- 
lichst danke,  die  folgende  Schrillt  zu: 

Observation  de  Täclipse  totale  du  soleildulS.  Jnil- 
let  1860  k  Castellon  de  la  Plana  (Espagne),  par  H.  le 
Professeur  Plantamour. 

Dieser  in  vielGsM^her  Beziehung  interessante  Bericht  eines 
aasgezeichneten  Astronomen  verdient  jedenfalls  Beachtung  vor- 
züglich auch  deshalb,  weil  derselbe  mit  einem  nach  der  gege- 
benen Beschreibung  jedenfalls  vorzüglichen  Instrumente  (une 
exellente  lunette  de  Ramsden,  appartenant  ä  Tohservatoire, 
d'une  Ouvertüre  de  58  millinietres ,  ä  laquelle  ^tait  adapt^  un 
micrometre  ä  angle  de  position,  avec  un  oculaire  de  Merz 
donnant  un  grossissement  de  trente  fois  etc.,  natürlich  mit 
genauer  parallactischer  Aufstellung,  die  hier  nie  entbehrt  werden 
kann)  beobachtete.  Dieser  Schrift  sind  auch  drei  sehr  schöne 
farbige  Zeichnungen  beigegeben,  welche  derselben  noch  einen 
ganz  besonderen  Werth  verleihen,  so  dass  dieselbe  unter  allen 
Bedingungen  zu  sorgfältigster  Beachtung  empfohlen  werden  muss, 
wenn  sie  auch  für  jetzt  wohl  nur  als  eine  vorläufige  Mitthei- 
lang  zu  betrachten  ist.  Nachdem  ich  so  eben  vorher,  gestutzt 
auf  Aussprüche  und  Mittheilungen  allgemein  anerkannter   Astre- 
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nomeo»  meine  Ueberzeugaiig  dahin  ansgesprochen  habe»  daesüt 
Protnberansen  u.  8.  w.  der  Sonne  anf^ehSren,  ist  es,  nachdeiü  wk 
jetzt  eben  erst  die  vorliegende  Schrift  zugegangen»  einem  so  tick- 
tigen,  von  mir  jederzeit  hochgeachteten  Astronomen,  wie  Hsim 
Professor  Piantamonr,  gegenfiber,  meine  Pflicht,  zu  bemeifai^ 
dass  derselbe  durch  seine  Beobachtungen  jetzt  za  der  enfgagct- 
gesetzten  Ansicht  gekommen  zu  sein  meint     Auf  S.  &  heisst  et: 
yjl  est  resultö  pour  moi,  de  Tobservation  de  l^clipse  du  18.  JaüH 
Timpression  d'autant  plus  vive  que  je  m*y  attendais   moiiis,  ^ 
tous    ces  ph^nom^nes»    tels    que  la  couronne,    les    faiseoftoz  ift 
rayons  et  les  protnb^rances  ne  sont  pas  des  phönomtees  exislait 
r^ellement  autour  du  soleil,  qui  deviennent  visibles  parce  qoe  k 
lune  Cache  le  disque  m^me  du  soleil,  et  qui  changent  seulemeBt 
par  le  fait  que  cet  ^cran  en  masque  ou  d^masque  altemativeoMit 
teile  on  teile  partie,  mais  que  ce  sont  des  ph^nora^nes  iomiaesK 
produits  par  l'ecran  qui  s'interpose  dans  la  direction  des  rayoai 
solaires,  et  que  leur  modification  dopend  de  ia  position  plus  oi 
moins  rapprochäe  de  Fobservateur  du  cdne  tangent  aax  disqoei 
da  soleil  et  de  la  lune.'' 

Der  Herr  Verfasser  fllhrt  auf  S.  9.— S.  11.  die  GrOnde,  die 
ihn  zo  vorstehender  Ansicht  bestimmen,  theilweise  gestfltst  mC 
sorgftitige  Rechnungen  an,  worin  wir  ihm  aber,  hier  für  jetzt  der 
Beschränktheit  des  Raums  wegen  nicht  weiter  folgen  kSaneo,  soa* 
dem  die  Leser  auf  die  beachtenswerthe  Schrift*)  selbst  verweisee 
müssen,  nachdem  wir,  ein^m  so  ausgezeichneten  Beobachter  und 
Astronomen  gegenüber,  der  Pflicht,  auch  unserer  eigenen  Ae- 
sicbt  entgegenstehende  Ansichten  hier  mitzatheilen,geD6gt 
haben,  indem  wir  an  diesem  Orte,  unsere  eigene  Ueberzeagong 
übrigens  nie  zurückhaltend,  bei  solchen  Dingen  vorzuge- 
weise  und  zunächst  hier  nur  als  Berichterstatter  auftreten  können. 
Wir  danken  Herrn  Piantamour  nochmals  für  die  uns  mitgetheiito 
Schrift,  wenn  wir  uns  auch  nicht  zu  seiner  Ansicht  bekennee 
künnen.  G. 


Vermischte  Schriften. 

onatsbericht   der   Kunigl.    Preuss.   Akademie  der 
Wissenschaften  in  Berlin.    S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVI. 

S.U. 

Februar  1860.    Hagen:    (Jeher  Wasserwellen  bei  begrenz- 


*)  Wahrtcbeinlicb    beiondera   abgedruckt   aua   der   Bibliolh^qae 
anivereelle. 
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t«f   and  vonstanler  Tiere.     S.  SI—liÜ.      [Herr  H.    schliesst   seine 
kurze  Mittheilung  mil  den  Worten:  „Ee  entsteht  daher  die  Frage, 
ob  unler  Zagrundelegun^  elliptischer    Bahnen    der  ge» metrischen 
ßfldiiignng  —  (dass  in  der  Wassi-rmasse  nirgend  ein  leerer  nnum 
und  nirgend  Ueberroilung  eintreten  darQ  —    genügt    und  zugleich 
dkseibe  Schwingungszeit  \<Ax  alle  unter  einander  liegende  Schich- 
ten dargeiitelll  werden  kann.     Es  ergieht  sich,  duss  dies  ullerdinge 
mfi^lich  ist,  trenn  1)  die  aUsolute  lieschwindigkcil  jedes  Wasser- 
tbeitchens   cmistant,   und  '2)  die   Differenz  znischen  den  grossen 
niul  kle.inen  Aien  in  allen  Uahrien  deeselben  Syalems  gleichfalls 
coostaiit  iof'J.  —  D<>VL>:     Ueber  die  baromelriscfaen  Extreme  des 
Jahres    185!«.     S.  83—86.      (Das    Jahr    l%9  zeichnet  sich    durch 
^nngevrGhnlicbe  Schwankungen   des   LuDdrucbs   sus,  was  es  wGn- 
Hftkmswerlh  nincbt,  dass   diexe  einer   umfassenden   Untersuchung 
^^Karworfen    werden.      Die    Ergebnisse    der    Ueobachtungen    des 
^^ffeuBsiechen  meteornlngischen  Institut»,  welches  ^urddeutschland 
mit  Ausnahme  Sathsenx  utnfasst,  liefert  Herr  D.    in   diesem  Aof- 
satze).  —   Dove:     Ucbt-r  die  Nichlidentität  der  Abgüsse  verschie- 
dener Aletalle  in  derselben  Form.     S.  87. 

MHrz  1860.     Dove:     Ueber  die  Darstellung  der  Inlerl'erens- 
F^rben  aus  den  Interferenzen    in  verschiedener   homogener   Be- 
^^^Khtung  und  künstliche  Nachbildung  des  Dichroismus.    S.  104— 
^^^8.     (Eines  kurzen   .\uszugs  ist  dieser  interessante  Aufsatz  nicht 
^HpHg;  sein   Inhalt   ist  durch  seine  Ueberschrift  mit  hinreichender 
^Veatlichkeit  bezeichnet).  —  Ehrenberg:     Vorläufige  lUittheilung 
über  einen   sehr   merkwürdigen    Meteorslaubfall  in  Jerusalem  mit 
grOMsem  Orkan  am  8—9  Februar  d.  J.     8.  |-il.  -  Enckc:  Ueber 
die  Auf-  und   Untergänge  der  Sterne  und  der  Sonne  bei   den  Al- 
ten.    S.  Vli—X'.VA.     (Eine  zwar  nur  kurze,   aber  gründliche  ünter- 
sncfaung  über    den    fraglichen    Gegenstand,  fiher  den    bekanntlich 
namentlich  schon    J.  P.  Pfaff  eine  sehr   werthvolle   Abhandlung 
g:eiierert  hat). —  Dove:    Ueber  Dichroismus.    S.  135.  —  G.  Rose: 
Bemerkungen   fiber  das    Vorbonimen    des    Diamants  in    Brasilien. 
8.  137.  —  Ehrenberg:     Ueber   znei  Staub-Meleore    aus  West- 
phalen   und   Syrien  sammt  deren   Vergleichung  mit   dem    Passal- 
staube and  mit  zwei  neuen  centralafrikaniocben  Oberflächen-Erden. 
S.  137—157.  —    Dove:     Ueber    die    pnlarisirende    Wirkung    des 
Anelfayj>t,  in  der  Richtung  der  Axe  desselben.     S.  157. 

April  1860.  Du  Bois-Reyroond :  Ueber  ein  durch  den 
Strom  hervorgerufenes  Widerstandsphünomen  an  den  feuchten  po- 
rüean  K<irpern.  S.  172.  —  Ehrenberg:  Beiträge  zar  Bearlbci- 
Inng  der  wunderbaren  japanischen  Glaopßanze,  der  sogenannten 
Coiallenthier-Gattiing    Hyalonema   und    der  Familie    der    Uyalo- 
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chaetiden.  S.  173—182.  (Wenn  auch  vreniger  in  den  Kreis  dm 
Archivs  gehörend,  doch  allgemein  interessant,  weil  Henr  E.  aof 
S.  181.  die  sogenannte  wunderbare  japanische  Giaspflutte*  einso 
federbaschartigen  and  Icostbaren  Schroock  der  dortigen  Eininik 
ner,  aaf  S.  181.  (ür  ein  japanisches  Kunstprodoet  erklärt).  -~ 
Reuschle:  Tafeln  der  Zerfällung  aller  Primzahlen  innerhalb 
des  ersten  Tausend  in  ihre  aus  eilffen  ond  ans  dreizehnten  Wv^ 
zeln  der  Einheit  gebildeten  primären  coniplexen  Primfactoreo,  v•^ 
gelegt  von  Herrn  Kummer.  S.  190 — 199.  (Fort8etzung>;,4er  Ot- 
ter dem  13.  Juni  und  14.  November  vorigen  Jahres  mi^getheUtw 
Tafeln).  —  Ehrenberg:  Ueber  den  am  24. — ^25.  Januar  Utt 
auf  das  amerikanische  Schiff  Derby  hei  den  Capverden  gefaUesea 
Passatstaub.    S.  203— 208. 

Mai  1860.  Dieses  Heft  enthält  keine  in  den  Kreis  des  Ar- 
chivs gehurenden  Aufsätze;  jedoch  wollen  wir  aufmerksam  ma- 
chen auf:  Bunsen:  Ueber  ein  neues  dem  Kalium  nahestehende« 
Metall,  mitgetheilt  von  Herrn  du  Bois-Reymond.    S. 221 — ^223. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  puhblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Roma.    4».    (S.  Literar.  Ber.  Nr.CXXXVlI.  S.  15.) 

Nr.  1.  (Gennaro  e  Febbraro  1860.)  Memorie  intomo  ad 
aicune  questione  Matematicbe  di  A.  Dorna.  p. 5.  —  Applicazione 
del  discriminante  nullo  alle  risoluzioni  di  aicuni  problemi,  di  H. 
Aszarelli.  p.  16.  —  Memoire  sur  la  theorie  g^m^trique  des 
surfaces  du  second  ordre.    Par  Ch.  Meray.    p.  30. 

Rivista  bibIto|^aplitca.  Formole  per  determinare  quaati 
siano  I  numeri  primi  fino  ad  un  dato  limite.  Articolo  del  Prof. 
Genocchi.  p.52.  —  Lettera  del  Prof.  Giusto  Bellavitis  al 
Prof.  B«  Tortolini.    p. 60.  —  Pubblicazioni  recenti.    p. 64. 

No.  2.  (Marzo  e  Aprile  1860.)  La  Teorica  delle  funzioni 
ellitiche,  e  sue  applicazioni.  MonograOa  del  Prof.  Enrico  Betti. 
p.65. 

Preisaufgaben  der  Königlichen  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  BrGssel. 

1.  G^näraÜser  le  tbäorerae  de  Sturm  en  Ti^tendant  ä  an  sy« 
st^me  de  deux  equations  a  deux  inconnucs. 

2.  Tronver  et  discuter  Tintefirrale  de  l'eqnation  des  iignes  de 
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conrbure  h  ta  fsurface  lien  g^m^trique  des  points  dnnt  la  somme 
de«  distancea  a  deux  droites,  qui  8e  coupent,  est  conatante. 

3.  Deterniiner,  a  Faide  d'experieoces  nouvelles,  si  une  quan- 
tit^  doniiöe  de  travail  m^canique  peut  developper  constamment 
une  m^me  qaantitö  de  chalenr,  et  reciproquenient  si  une  meine 
qoEDtite  de  chaleur  est  ausceptible  de  produire  la  m^me  quantitö 
de  travail  möcanique. 

4»  j.On  d^mande  8i  le  principe  de  Joule  est  applicable  aux 
effets  de  la  poudre  dans  les  bouches  de  feu.  Dans  la  neg^ative 
OD  dans  raffirmative ,  d^terminer  les  conditions  des  niouvements 
des  gaz  produits  par  1^  d^flagration  de  la  poudre  dans  Tarne  des 
boQches  k  feu  et,  subfiidiaircment,  dans  d'autres  circonstances. 

Le  prix  du  concours  pour  la  premiere  et  la  troisieme  question 
sera  de  quinze  cents  francs;  Ic  prix  pour  la  deuxi^me  et  pour  la 
quatrieme  sera  de  niille  francs. 

• 

Les  coiicurrents  addresseront  leurs  ouvrages  au  Departement 
de  rnterieur*)  avant  le  20.  Septembre  1862. 

Le  jugement  du  concours  se  fera  conforroömeut  aux  disposi- 
tions  qui  regissent  les  concours  pour  les  prix  quinquennaux  ^tablis 
par  Tarret^  royal  du  6.  Juillet  185L 

Sitzungsberichte  der  k.  buhmischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1860.  Januar  — 
JuDi.    Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVIl.  S.  14. 

8.  IL  Herr  Pierre  besprach  den  bekannten  Leidenfrost- 
sehen  Versuch  und  wies  ihn  ebenfalls  demonstrativ  nach.  Man 
hat  bisher  geglaubt,  dass  bei  diesem  Versuche  zwischen  der  Flfis- 
eigkeit  und  den  Wänden  des  stark  erhitzten  Gef&sses  gar  keine 
Berührung  stattfindet.  Dies  ist  jedoch  nach  Herrn  Pierre  nicht 
richtig,  vielmehr  scheint  nichts  Übrig  zu  bleiben,  als  eine,  wenn 
auch  sehr  geringe  Adhäsion  zwischen  Metall  und  Flüssigkeit  bu- 
zageben.     Des  Weiteren  wegen  müssen  wir  auf  die  Mittheilung 


*)  Cs  sind  dies  nnmlich  ausserordentliche  Prei-iaiif^aben,  die  durch 
ein  hesonderes  arrdtd  royal  vom  31.  Mai  1860  gestellt  werden.  Da- 
her die  Einsendung  an  dns  Ü/^partctnent  de  l'int^rieur.  In  dem 
arrf^tö  royal  vom  20.  Novcrobre  1851  heisst  es:  Tont  oiiTrage  est 
admis  au  cnnrours  s'il  est  publik  en  Belgiqiie,  s'il  est  entie- 
renient  arlievc  ,et  si  Tauteur  est  Beige  de  naissanrc  nn 
naturalis^. 
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selbst  verweisen.  —  S.20.  Herr  ksis.  Rath  Kolik  hielt  einei 
Vortrag  fiber  den  llteo  Grundsatz  des  Enklides  and  ▼ersnditi 
denselben  auf  neue  Art  zu  beweisen.  Der  Beweis  stCtst  sid^ 
wie  schon  früher  ähnliche  Beweise,  auf  die  Vergleichnng  anca^  1 
lieber  Winkelräuine.  Der  vor  drei  Jahren  verstorbene  Profetsoi 
Joseph  Ladislav  Jandera,  welcher  die  Mathematik  aa  dar 
Universität  In  Prag  länger  als  50  Jahre  mit  solchem  Erfolge  lehrte^ 
dass  die  Mehrzahl  der  mathematischen  Lehrkanzeln  in  der  Mo- 
narchie von  seinen  Schfilern  besetzt  werden  konnte,  hat  wk 
vielfach  und  langjährig  mit  der  Aufsuchung  eines  bflniBgen  Be. 
weises  für  das  Ute  Axion  beschäftigt,  bis  jetzt  aber  nichts  fßm 
seine  Untersuchungen  bekannt  gemacht»  weshalb  allerdings  Hü- 
theilungen  aus  den  hinterlassenen  Papieren  dieses  sehr  grfindliehei 
Mathematikers,  welche  sich  in  den  Händen  des  hochsvflrdigeB 
Herrn  Strahover  Prälaten  Dr.  Hieronymus  Zeidler  befiodes, 
wfinschenswerth  sein  würden.  —  S.  92.  macht  Herr  KarlinskiHit» 
theiinngen  über  den  neuen  Planeten  Hestia  und  über  dessen  Anf* 
findung  in  geschichtlicher  Beziehung,  indem  er  zugleich  von  Um 
berechnete  oskulirende  Elemente  dieses  neuen  Planeten  giebt  — 
S.  93.  Von  dem  k.  k.  Artillerie-Hauptmann  Herrn  August  Kriii, 
welcher  mehrere  Jahre  hindurch  als  Artillerie- Instrocteur  in  Te* 
heran  fungirte  und  die  Würde  eines  k.  persischen  Generals  be- 
kleidete, in  mehreren  Gegenden  Persiens  mit  grossem  Fleisse  asd 
grosser  Genauigkeit  ausgefiihrte  Hohenmessungen ,  nebst  andereo 
dort  angestellten  Beobachtungen  werden  mitgetheilt.  —  S.  9&  Auf 
einen  auch  in  physikalischer  Rücksicht  interessanten ,  wenn  aach 
eigentlich  physiologischen  ,  aber  doch  ohne  tiefere  physiologische 
Kenntnisse  allgemein  verständlichen  Aufsatz  von  Herrn  Pnrkyse 
über  seine  Versuche  über  die  Coincidenz  gleicher  Gehör- 
empfindungen  im  Hinterhaupte  (I.  Historische  Vorbenle^ 
kung.  II.  Versuch  über  die  endocephale  Coincidenz  des  Schalles 
durch  die  beiden  Gehurorgane)  machen  wir  aufmerksam.  —  8. 101 
Eine  von  dem  obengenannten  Herrn  Hauptmann  A.  Krsis  einge- 
sandte Abbildung  eines  in  Teheran  befindlichen  altpersisches 
Astrolabiums  ward  vorgelegt,  und  die  spätere  Mittheilong  einet 
dasselbe  betreffenden  Aufsatzes  versprochen,  welcher  wir  mit 
Interesse  entgegensehen.  —  Natürlich  kann  hier  nur  über  des 
mathematischen  und  physikalischen  Inhalt  dieser  Sitzungsberichte 
referirt  werden.  Ausserdem  enthalten  dieselben  des  Interessant 
ten  noch  sehr  viel. 
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Literarischer  Bericht 

CXL. 


Am  lOten  Mai  1860  starb  zu  Zürich  der  ordentliche  Profes- 
sor der  Mathematik  an  der  dortigen  CJniversität, 


Dr.  Anton  MflUer, 


▼orber  bis  1837  Privatdocent  an  der  Universität  in  Heidelberg. 
Das  Archiv  verdankt  demselben  einen  werth vollen  Beitrag  in 
Tbl.  XVI.  Nr.  I. 


Elementare  mathematische  Lehrbücher. 

Die  Fluth  der  elementaren  mathematischen  Lehrbucher  ist 
gegenwärtig  eine  ungeheuer  grosse,  da  jetzt,  wie  es  scheint,  jeder 
Lehrer  an  einer  höheren  Unterrichtsanstalt  fiir  seinen  Unterricht 
ein  eigenes  Lehrbuch  schreibt.  Jedenfalls  ist  dieser  Eifer  ein 
sehr  erfreulicher  und  kann  von  Keinem  mehr  geachtet  werden  als 
von  uns.  Auch  ist  es  ganz  gut,  wenn  jeder  geschickte  Lehrer, 
der  seinen  eigenen  Gang  zu  gehen  gewohnt  ist,  sein  eigenes 
Lehrbuch  hat,  und  bei  keinem  Lehrgegenstande  dürfte  es  nach 
unserer  innigsten  Ueberzeugung  unzweckmässiger,  ja  selbst  ge* 
fÜbrlicber  sein,  den  Unterricht  durch  viele  sehr  ins  Einzelne 
gehende  Vorschriften  und  Verordnungen  regeln  und  in  einen  be- 
stimmten ^^eg  lenken  zu  wollen,  als  gerade  bei  dem  mathemati- 
schen. So  sehr  wir  aber  auch  den  jetzt  zu  Tage  tretenden  grossen 
Eifer  in  der  Verfassung  und  Herausgabe  elementarer  mathematischer 
LehrbOcher  ehren  und  achten,  so  erfreulich  derselbe  auch  uns 
selbst  in  jeder  Beziehung  ist:  so  ist  doch  der  unsern  literarischen 
Berichten  zugemessene  Raum  viel  zu  eng  und  viel  zu  klein,  um 
allen  diesen  literarischen  Productionen  unsere  Aufmerksamkeit  in 
gebührender  Weise  mit  der  n'lthigen  Ausführlichkeit  widmen  zu 
können.     Wir  8ind  daher  genöthigt,  zu  einem  schon  früher  einmal 

TliLXXXV.  Hfl.  4.  4 
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von  uns  gebrauchten  und  naher  angedeuteten  Auskonltsmittei 
greifen»  dass  wir  nämlich  diejenigen  unter  den  Schriften  der 
gen  Gattung,  welche  uns  vorzugsweise  Beachtung  zu  verdi 
scheinen,  herausgreifen  und  bloss  dem  Titel  nach,  vielleicht 
Beifügung  einiger  ganz  kurzer  Notizen,  anzeigen;  zur  weitüti 
Vervollständigung  werden  dann  hoffentlich  die  verschiedenen  Noh 
mern  unserer  Bibliographie  geeignet  sein. 

FOr  Handels -Lehranstalten,  so  wie  auch  för  den  «Selbstioter- 
rieht  in  der  kaufmännischen  Arithmetik,  scheint  uns  alle  EmpMF' 
Jung  zu  verdienen  das  so  eben  erschienene,  sehr  praktisch  geU- 
tene  und  sehr  ausführliche 

Lehrbuch  der  kaufmännischen  Arithmetik.  Zu 
Gebrauche  für  Handels  -  Lehranstalten  und  für  dei 
Selbstunterricht.  Von  Dr.  E.  Kaulieb,  Lehrer  an  der 
höheren  Handels-Lehranstalt  zu  Prag.  Prag.  Credntr. 
1860.    8. 


Durch  wissenschaftliche  Strenge  zeichnen  sich  jedenfalls 
und  verdienen  alle  Beachtung : 

*Dle  Elemente  der  Mathematik.  Von  Dr.  Richard 
Baltzer,  Oberlehrer  am  städtischen  Gymnasium  xd 
Dresden.  Erster  Band.  Gemeine  Arithmetik,  allge- 
meine Arithmetik  und  Algebra.     Leipzig.  Hirzel.  I8M.  8. 

worin  zugleich  ein  grosser  Schatz  sehr  dankensuerther  historischer 
und  literarischer  Notizen  enthalten  ist. 

Eben  so  ist  ein  sehr  löbliches  Streben  nach  wissenscha/^* 
lieber  Strenge  und  gründlicher  Darstellung  deutlich  zu  erkenncs 
in  dem 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  höhere  Lehranstal- 
ten von  Hermann  Grassmann,  Professor  am  Gymna- 
sium zu  Stettin.  Erster  Theil.  Arithmetik.  Stettia. 
R.  Grassmann.     1860.    8. 

Die  Lehrbücher  von  Dr.  B.  Feaux,  Oberlehrer  am  Gymnasium 
zu  Paderborn,  von  denen  uns  jetzt  zwei  Abtheilungen,  wekhe 
die  Buchstabenrechnung  und  Algebra  und  die  Planlnt* 
trie  enthalten,  in  zweiter  vermehrter  Auflage  (Paderborn.  Schö- 
ningh.  1859  und  1860)  vorliegen,  haben  wir  schon  früher  als  sehr 
beachtenswerthe  Leistungen  bezeichnet  und  selbst  einige  Aus- 
züge aus  denselben  mitgetheilt.  Wir  wiederholen  unser  früheres 
Urtheil  und  finden  dasselbe  durch  das  baldige  Erscheinen  neuer 
Auflagen  bestätigt. 

Ferner  erwähnen  wir: 
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Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und 
Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  Hermann  Gerlacb, 
I^ebrer  am  Gymnasium  zu  Parchim.  Erster  Cursus  der 
Arithmetik.  Zweiter  Cursus  der  Arithmetik.  Ele- 
mente der  Planimetrie.  Elemente  d-er  ebenen  Trigo- 
nometrie.    Dessau.  Aue.     1860. 

Ein  sehr  zu  empf/ehlendes  ^  auch  die  sogenannte  neuere  Geo- 
metrie in  sehr  verständiger  und  zweckmässiger  Weise  berflcksich-, 
tigendes  Lehrbuch  der  Geometrie  scheinen  uns  zu  sein: 

Die  Elemente  der  Geometrie,  fär  den  Selbstuoter- 
rieht  bearbeitet  von  Heinrich  Seeger,  Lehrer  der  Ma- 
thematik an  der  Realschule  zu  Güstrow.  Schwerin. 
1860.    8. 

welches  auch  einige  sehr  bemerkenswerthe  Anhänge  iiber  ver- 
schiedene Aufgaben,  grusstes  gemeinschaftliches  Maass,  Commen- 
Borabilität  und  Incommensurabilität  in  der  Geometrie,  und  in  der 
Vorrede  viele  sehr  verständige  und  einsichtsvolle,  den  denkenden 
Lehrer  bekundende  didaktische  und  pädagogische  Bemerkungen 
enthält. 

(Fortsetzung  folgt.) 


Arithmetik. 

Die  Multiplication  mit  Vortheil,  nebst  besonderer 
Erörterung  von  Vortheilen  bei  der  abgekOrzten  Mul- 
tiplication. In  letzter  Hinsicht  eine  Ergänzung  zu 
alfeil  bisherigen  Lehrbüchern  der  Arithmetik.  Von 
Johann  Rogner.    Wien.  Gerold.     1860.    8. 

Wir  glauben  im  Interesse  des  Unterrichts  in  der  Arithmetik 
unsere  Leser  auf  dieses  Schriftchen  aufmerksam  machen  zu  müs- 
sen, weil  in  demselben  mehrere  beachtenswerthe  Vortheile  bei 
der  Multiplication  erörtert  sind,  was  wir  keineswegs  bloss  im 
Interesse  des  gewöhnlichen  praktischen  Rechnens  thun.  Denn  da 
Gille  solche  Vortheile  natürlich  auf  bestimmten  theoretischen  GrÜn- 
flen  beruhen,  so  muss  die  Erläuterung  und  Erörterung  derselben 
dem  Lehrer  nolhwendig  eine  sehr  erwünschte  Gelegenheit  geben, 
die  Schüler  auf  das  Gebiet  einer  an  sich  sehr  einfachen  Theorie 
BO  führen  und  dadurch  die  bildende  Kraft  des  Unterrichts  in  der 
Arithmetik  zu  erhöhen,  wobei  es  natürlich  nicht  ausbleiben  wird, 
lass  die  Schüler  auch  immer  mehr  und  mehr  mit  der  eigentlichen 

4* 
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Natur  des  Zahlensystems  vertraut  gemacht  werden,  vras  bei  d«{ 
betreffenden  Unterrichte  uns  immer  als  ein  sehr  zu   beachtead«! 
und  nie  aus  den  Augen  zu  verlierender  Gesichtspankt  erschieM 
ist.     Hierzu  scheint,  wie  gesagt,  das  vorliegende  Schriftcbea,  Ar 
dessen  Veröffentlichung  der  Herr  Verfasser  jedenfalls  Dank  ver 
dient,  neben  seinem  praktischen  Nutzen  jedenfalls  ein  aehr  zwect 
massiges  Hülfsmittel  darzubieten.     Der  Inhalt  der  HauptabscfaDift» 
ist  folgender:    I.  Vortheile  bei  der  Mnitiplieation  in  ganzen  Zah- 
len und  endlichen  DecinialbrGchen ,  wenn  das  vollstäodige  Predad 
verlangt  wird.    II.  Die  abgekürzte  Multiplication  in  ganzen  ZaUen 
und  Decimalbrfichen.     III.    Vortheile  bei   der  abgekiirzten  HoHi- 
plication.  -»  Beispiele  zur  Erläuterung  sind  in  reicbliehem  Mame 
beigefügt. 


Astronomie. 

Grosse  Sonnenfinsterniss  vom  18.  Juli  1860.  (M.  •• 
Literarischer  Bericht  Nr.  CXXXIX.  S.  6.) 

Im  Literarischen  Berichte  Nr.  CXXXIX.  S.  II.  hab« 
wir  die  Schrift  des  Herrn  Professor  Plantaniobr  über  die  grewe 
Sonnenfinsterniss  vom  ISten  Juli  1860  angezeigt  und  schon  damali 
bemerkt ,  dass  wir  dessen  Ansichten  über  die  betreffenden  Erschei- 
nungen ,  bei  aller  unserer  grossen  Achtung  vor  diesem  au8gezeick- 
neten  Astronomen,  nicht  beitreten  können,  sondern  nach  wie  vor 
her  es  jetzt  als  vollständig  erwiesen  betrachten, 

dass  die  ProtuberanaBen  der  Sonne   und  nicht 
dem  Monde  angeboren 

und  dass  es  namentlich  mit  der  sogenannten  »yOpti- 
schen  Theorie'*  nichts  ist  Herr  Secchi  hat  Herrn  Planta- 
mour*8  Ansichten  einer  eingehenden  Kritik  unterworfen,  die  wir 
zu  der  unsrigen  machen,  und  aus  dem  Cos  mos.  lX*Ann^e.  17*  Vo- 
lume.   16*  Livraison.    pag.  468.  nachfolgend  mittheilen: 

„M.  Plantamour  croit  trouver  un  argnment  k  lappoi  de  la 
th^orie  pnrement  optique  des  protub^rances,  dans  ce  fait  qne  levr 
disparition  ou  leur  occultation  avait  lieu  dans  une  pr^portion  tr^s 
differente  de  celle  qui  correspond  au  mouvement  de  la  Inne.  U 
Vit  vers  le  milieu  de  T^lipse  disparaitre  la  pro^minence  eD  forme 
de  nuage,  situ^  k  45  degr^s,  et  dont  la  distaoce  au  bord  de  b 
lune  avait  ^t^  estim^e  par  lui  k  une  demi-minute  au  moina,  aa 
commencement  de  la  totalit^.  Comme  en  raison  de  sa  positlea 
le  disque  de  la  lune  ne  se  rapprochait  que  de  11''^  par  mioate»  8 
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en  concluait  qu'ä  Tinstant  oa  la  protuberance  s'ävanouit,  la  lune 
ne Tavait pas  ri^ellenieiit  touch^e.  Ce  raisonnement  de  Tastro. 
nome  genevois  serait  jaete  si  les  bases  sur  lesqaelles 
il  Tappuie  subsitaient;  mais  les  photograpbies  *)  di- 
«eilt  le  contraire,  et  fönt  voir  ik  qnelles  i^randes 
illnsions  sont  sajettes  ces  estimations  optiqnes. 
De  fait  la  premi^re  Photographie  faite  un  petit  nombre  de  secon- 
des  avant  le  comni^ncement  de  la  totalit^,  montre  le  limbe  de  la 
lone  en  contact  avec  la  pointe  ioförieure  de  la  nu^e;  d'oü  Ton 
peut  conclure  que  la  distance  estiniäe  par  M.  Plantamour,  a 
une  demi •  niinute  au  inoins,  est  certainement  exag^ree,  et  qae  la 
diff^rence  est  bien  superieore  k  celle  qui  devait  faire  naitre  Teffet 
de  parallaxe  du  ä  la  tres-petite  distance  qui  nous  s^parait.  La 
seconde  circonstancey  que  la  pro^niinence  8e  serait  ^vanoule  vers 
le  niilieu  de  T^clipse,  ne  subsiste  pas  non  plus;  parceque  sod 
somniet  s'est  clairenient  inpriruö  dans  la  troisi^me  Photographie 
obtenue  W  ä  peine  avant  la  fin  de  la  totalit^.  Comment  une 
seroblable  equivoque  ä-t-elle  pu  se  produire,  pour  un  astronome 
aussi  exercö?  Pour  moi  **),  Fexplication  est  tr^s  simple;  la 
protuberance  avait  ^chappä  k  sa  voe  parcequ'il  avait  cess^  de 
la  fixer  directement;  il  est  d^sormais  plus  que  prouvö  qu'en  si 
grande  presse  beaucoup  de  choses  ne  se  voient  pas  quoiqu'elles 
soient  dans  le  champ  de  la  vision,  lorsqu'on  ne  les  regarde  pas 
directement.  Aucune  des  protnb^rances  luroineuses  n'avaient  plus 
de  1' .  30^ ;  et  ainai  se  trouve  expliqu^  pourquoi ,  au  commence- 
nient  et  ä  la  fin  de  la  totalitär  les  photograpbies  montrent  un  arc 
assez  etendu  sans  pro^niinences  Inmineuses  du  cot^  d'ou  vient 
la  lane  ou  vers  lequel  eile  va;  pendant  qu'on  voit  surgir  ^videm- 
ment  sur  plusieurs  points  quelques  *unes  de  Celles  appelees  par 
nous  faibles  et  qui  sont  plus  hautes.  De  fait,  la  diffi^rence  des 
diam^tres  etant  de  95'^  les  protubörances  plus  hautes  que  95^^  ne 
pouvaient  pas  rester  entierement  couvertes.  M.  Plantamour 
cherche.  une  autre  preuve  de  sa  th^orie  dans  l'apparition  des 
petits  faisceaux  lumineux  qui  s^echappent  de  chaque  protuberance 
et  qu*il  a  figur^s  dans  son  dessin;  mais  ces  dessins,  mon  opinion 
est  qu^il  faut  les  interpr^ter  avec  quelque  indulgence,  parce  que 


*)  Wir  legen  anf  diese  Photographien  bei  diesem  Gegenstände  einen 
•ehr  grossen  Werth  und  grosses  Gewicht,  nnd  freuen  ans  sehr,  in  die- 
ser Ansicht  mit  Herrn  Encke  xosaro menxu treffen ,  wie  wir  ^uus  einer 
Ton  demselben  in  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften 
gehaltenen  Rede  glauben  schliessen  xa  dürfen,  die  nns  freilieh  bis  jetil 
nor  in  karxem  Aasxuge  in  den  Zeitungen  vorliegt 

')  Aach  für  mich.  G. 


••^ 
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je  n'ai  rien  tu  de  ce  qu'ils  repr^sentent,  et  t|ae  les  photo|(n> 
phies  indiqaent  neulement  ane  dartö  pios  grande  de  la  cM>aroni 
dans  le  voisinage  dea  protub^rances ;  et  peut-^tre  est-ee  la  ••■- 
lement  ce  qu'ont  voalu  indiquer  cea  deasina  qui»  au  reate,  aoat 
faita  tont  au  pluK  poar  donner  une  id^  de«  pb^nom^nea,  aai 
aucune  prötention  ä  une  pr^cision  quelconque,  comme  le  loootrvit 
les  limitea  entaill^es  de  la  cooronne  intörieure,  Umites  qui  eertai* 
nement  ti'ezistaient  paa  de  fait,  car  cea  limites  ou  borda  n'«^ 
fa^aient  par  gradationa  inaenaiblea. " 

„La  aeule  circonstance,  dent  Texplication  est  eneore  entoif^ 
de  quelque  difficultä,  est  le  fait,  aignal^  par  moi  et  aoa««  ptr 
MM.  de  la  Rue,  Plantamour,  Goldachmidt,  de  pro^inei- 
ces  ayant  chang^  de  leinte  ou  de  nuance,  en  arrivant  an  contad 
de  la  lune;  mon  opinion  est  que  cea  changementa  ne  aont  qii'n 
effet  de  contraste."       / 

So  weit  Herr  Seechi,  deaseu  Autorität  in  aolchen  Dingen 
eine  sehr  grosae  und  allgemein'  anerkannte  ist. 

Auch  in  der  diesjährigen  Naturforacher- Versammlung  in  Kö- 
nigsberg ist  der  sogenannten  ,, optischen  Theorie*'  ihr  wohl  ver- 
dientes Sterbe- Glocklein  sehr  helltunend  und  vernehmlich  gelau- 
tet worden.  Laut  des  uns  vorliegenden  Tageblatts  Nr.  5. 
sprach  sich  in  der  Sitzung  der  Section  für  Astronomie  und 
Mathematik  vom  I9ten  September  der  Vorsitzende,  Herr 
Staatsrath  Mädler,  ganz  bestimmt  dabin  aus:  »»dass  beide 
Phänomene,  die  ProtuberanaBen  und  die  Corona*) 
in  einem  engen  physischen  Zusammenbange  mit  dem 
SonnenkCrper  sehst  stehen«  und  dass  der  von  Andern 
herangezogene  Mondrand  oder  die,  die  Erscheinungen 
veranlassen  sollende  Erdatmosphäre  höchstens  einen 
niodincirenden  Einflussaufdieselben  haben  können*'^). 

Ferner  sagte  Herr  Mädler:  „Kunstliche  Sonnenfinstemisae 
sind  fiir  das  Studium  dieser  Erscheinungen  schon  desshalb  gani 
ungeeignet,  weil  bei  ihnen  der  die  Sonne  verdeckende  Gegenstand 
von  der  erleuchteten  Atmosphäre  umgeben ,  bei  wirklichen  Finster- 
nissen ausserhalb  derselben  befindlich  ist."  „Auf  diese  allein 
also",  so  föhrt  das  Tageblatt  fort,  ,, weiset  Herr  Mädler  Alle 
hin,  welche  die  Constitution  der  Sonnenhiille  erforschen  wollen, 
zeigt  aber,  dass  man   nach  den  in  Spanien  Über  Sichtbarkeit  der 

*)  AUo  auch  die  Corona.  G. 

**)  Also,  wie  wir  hi  onterera  froheren  Berichte  tagten,  dorchaoe 
nur  tecundarer  Natur  sind  and  mit  den  Ertcbeinnng^n  nelbst  gar  aidite 
SU  thun  haben.  G. 
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Protuberanzen  geroachCen  Erfahruugeti  hoffen  darf,  die  hieher  ge- 
hörigen Beobachtungen  zum  Theil  auch  bei  Sonnenfinsternissen 
aoatellen  zu  kiinnen,  die  nur  nahe  totat  sind.'' 

Fast  wörtlich  dasselbe  haben  wir  über  solche  künstliche  Mach- 
bildungen im  vorigien  Liferarischen  Berichte  gesagt,  und  wieder- 
holen hier  ausdrOcklich  nochmals,  da^s  wir  dieselben  und  die  auf 
dieselben  basirten  Vergleichungen  mit  den  wirklichen,  so  unend- 
lich grossartigen  Erscheinungen  im  Weltrauiue  nur  als  Beweise 
einer  sehr  schwachen  Logik  ansehen  können.  Zu  verhindern  aber, 
dasü  Dergleichen  in  die  Wissenschaft  eingeschmuggelt  werde ,  ge- 
hört mit  zu  den  Aufgaben  der  Journalistik,  und  nur  diesA  Auf- 
gabe wollen  wir  durch  unsere  Bemerkungen  und  Mittheilungen 
hier  einigermaassen  genügen.  Von  Männern,  wie  Argelan  der, 
Feldt,  Hencke  u.  A.,  die  in  der  Sitzung  der  astronomisch- 
mathematischen Section  vom  19ten  September  zugegen  waren,  ist 
nach  Ausweis  des  Tageblatts  den  von  Herrn  Mädler  dargelegten 
Ansichten  in  keiner  Weise  widersprochen    worden. 

Sapient«   sat! 

Denn  nach  so  vielen  vollgfiltigen  Zeugnissen,   durch   welche 
der  Satz: 

dass  die  Protuberanzen  (and  die  Corona)  in 
einem  engen  physischen  Zusammenhange  mit 
dem  Sonnenkorper  selbst  stehen  und  dass  es  mit 
der  sogenannten   optischen  Theorie  nichts  ist, 

jetzt  als  bewiesen  zu  betrachten  ist,  halte  ich  es  nicht  mehr  fflr 
nöthig>  noch  öfter  auf  diesen  Gegenstand  in  den  in  ihrem  Räume 
sehrlieschränkten  Literarischen  Berichten  zurückzukommen.  Jedoch 
werde  ich  den  Lesern  des  Archivs  jedenfalls  nicht  das  Vergnfi- 
geo  entziehen ,  wahrscheinlich  schon  im  nächsten  Hefte  ihnen  den 
wesentlichen  Inhalt  des  wichtigen,  der  petersburger  Akade- 
mie der  Wissenschaften  erstatteten  Berichts  über  die  in 
Spanien  angestellten  Beobachtungen  mitzutheilen,  dessen  baldige 
ZusenduBg  —  bei  vollii^er  Uebereinstimmung  mit  meinen  eigenen, 
im  vorigen  Literarischen  Berichte  ausgesprochenen  Ansichten  in 
allen  wesentlichen  Punkten,  —  mir  mit  besonderer  Freundlich- 
Iceit  zugesagt  worden  ist,  wofiir  ich  schon  im  Voraus  hier  ver- 
bindlichst danke  *).  G  r  u  n  e  r  t. 


*)  AU  ich  eben  diese  Niiiumer  des  Literaritrhen  Berichlii  ge«chlo8- 
sen  habe,  geht  mir  noch  der  von  Herrn  Otto  Strnye  der  petersburger 
Akademie  nber  die  Sonnenfintterniss  erstattete  wichtige  und  höchst  in- 
teressante Bericht  su,  ober  den  ich  weitere  Mittheiliingen  der  n&chsten 
Nonimer  vorbehalten  moss.  G« 
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So  eben  geht  mir  noch  die  Mittheilung  za,  fOr  welche  kk 
gleichfalls  verbindlichst  danke,  dass  Herr  Professor  Dr.  Hornsteii 
an  der  k.  k.  Sterovrarte  in  Wien  im  Mai  d.  J.  angefangen  hat 
regelmässige  Sonnenfleckeo  -  Beobachtungen  in  solcher  Weise  ai- 
zustellen  y  dass  dadurch  an  jedem  einzelnen  Beobachtongst^ 
ein  möglichst  getreues  Bild  der  sichtbaren  Hemisphäre  erhalla 
wird.  Zu  diesen  Beobachtungen  ist  ein  besonders  consthiirttr 
Projections- Apparat  mit  dem  sechszulligen  Fraanhofer'scbai 
ßefractor  verbunden  worden,  welcher  auf  einer  weissen  Papie^ 
fläche  ein  Sonnenbild  von  nahe  188  Millimeter  Durchmesser, 
zagleidi  aber  auch  ein  Bild  des  in  dem  Femrohre  angebracfatei 
Glasmikrometers  liefert»  wobei  zugleich  die  Einriebtang  m 
getroffen  ist,  dass  das  Bild  der  ganzen  Sonne  gleichzeitig  aif 
der  weissen  Fläche  erscheint.  £ine  sehr  sorgfaltige  Reihe  voa 
Beobachtungen  und  Messungen  mit  diesem  Apparat  bat  Herr  E 
am  Tage  der  grossen  Sonnenfinsterniss  (ISten  Juli)  an- 
gestellt,  insbesondere  genaue  Messungen  jener  Flecken  nd 
Fackelgruppen,  welche  zur  Zeit  der  Sonnenfinsterniss 
nicht  sehr  weit  vom  scheinbaren  Sonnenrande  waren.  Wir  haften 
uns  fOr  verpflichtet,  auf  diese  sehr  verdienstlichen  Beobacbton- 
gen,  die  wegen  ihrer  Genauigkeit  jedenfalls  alle  Beachtung  ver- 
dienen, und  den  betreffenden,  auch  in  theoretischer  Rficksicht 
interessanten  Aufsatz,  welcher  nebst'  einer  genauen  Zeichnung 
der  grussten  Fleckengroppe  am  Ostrande  der  Sonne  zur  Zeit  der 
totalen  Finsterniss  unter  der  Ueberschrift :  Sonnen fleckes- 
Beobachtungen  im  Juli  1860  in  den  Astronomischen  Nach- 
richten abgedruckt  ist,  besonders  aufmerksam  zu  machen,  und 
stimmen  Herrn  H.  vollkommen  bei,  wenn  er  am  Ende  seines  ver- 
«  dienstlichen  Aufsatzes  sagt:  „Eine  sorgfältige  Verglei- 
chung  der  hier  gegebenen  Fleckenpositionen  mit  den 
Stellen  des  Sonnenrandes,  wo  sich  vornehmlich  Licht- 
erscheinungen während  der  totalen  Finsterniss  ge- 
zeigt haben,  wird  vielleicht  einen  Beitrag  zur  genaue* 
ren  Erforschung  der  Natur  dieser  Phänomene  und 
ihres  vermutheten  Zusammenhangs  m^t  den  Sonnen- 
flecken liefern",  also,  setzen  wir  noch  hinzu,  des  iinmwei» 
feihaften  eniren  Zasammenhanys  dieser  merkwfirdl^eii 
Phftnomeiie  mit  der  eiffenthfinülielien  Hatar  und  Cen* 
siitution  des  Sonnenicorpers. 

Herrn  Hornstein  gebührt  jedenfalls  aller  Dank  f&r  seine 
sorgfliltigen  Beobachtungen  und  die  dazu  mit  Hülfe  solcher  aas- 
gezeichneter  Künstler,  wie  Gust.  Starke  und  Plussl  in  Wien, 
construirten  besonderen  Apparate  zu  denselben.  G. 
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Kalender  fflr  alle  Stünde.    1861.    Herause-egebuii  von 
Karl  V.  Littro»,  Oirector  der  Sternkarte  in  Wie».     Mit 
rSlernkarle.     Wien.    Carl  Cerold.     ^. 

Unter  dem  fat>t  ku  bescheidenen  Titel:  „Kalender  fUr 
iinde"  liest  uns  hrer  eiti,  übrigens  schon  seit  31  Jahren 
des  und  segensreicii  wirkendes  J.ihrljucli  vor,  welches 
rbl  hlncs  den  {^eiviihnlichen  kelendariecheu  üedQrrnivBen  in  aus- 
Michneter  Weist«  entspricht,  Hmidern  aueh  ein,  Liebhabern  der 
Ironomie  Alles,  was  dieselben  nur  wünschen  können,  leisten- 
det zw'eckmnssi^Nlcn  Weise  eingerichtetes  Handbuch  ist, 
ftiches  die  ull^emeinsle  Empfehlung  um  an  mehr  verdient,  weil 
Jtflines  der  Jahrbücher  noch  beetebt,  welche  fSr  Shaliche  Zwecke 
Schumacher,  llarding,  Boguola witki  n.  A.  herausgaben.  In 
kalendarischer  Rücksicht  enthält  daasetbe  niil  allen  nöthigen  £r- 
HtuleruTigen  einen  sehr  vollständigen  Kalender  der  Katholiken, 
Prnlestiiiiten.  (äriechen,  Juden  und  TQrken,  nebst  einer  grossen 
Anzahl  lehrreicher  historischer  Erinnerungen;  auch  die  Erange- 
Hen  der  Katholiken,  Protestanten  und  Griechen  (eblen  eben  so 
wenif;  nie  Alles,  was  man  sonst  in  einem  Kalender  zu  finden 
^wohnl  ist.  In  astronomischer  Rilcksicht,  die  für  uns  hei 
dieser  Anzeige  von  besonderer  Bedeutung  ist,  liefert 
uns  der  Herr  Verfaäser  zueri^  IGr  jeden  Tag  den  Stand  der  Uhr 
in  wahren  Miltaüe  liis  auf  Zehntheile  der  Secaiide  genan.  Dann 
enthlilt  das  treffliche  Büchlein  eine  Ephenieride  für  die  Sonne  und 
den  Mond,  die  nns  für  alle  Tage  die  Län£;e,  die  Abweichung, 
den  Aufgang  und  den  Untergang  beider  HiiiimelsIcOrper  bis  anf 
Minaten  genau  giebt.  Ferner  wird  dem  Liebhaber  der  Aslrona> 
ntle  eine,  seinen  Bedürfnissen  völlig  genügende  Ephemeride  der 
Planeten  Slerkur,  Venus.  Mars,  Jupiter,  Saturn  uad  Cranua  (;e> 
'boten,  in  Rückaichl  aufbeliocentriscbe  Länge,  gerade  Aufsteigung, 
Abweichung  und  Culniination,  gleichfalls  Alles  his  auf  Minuten 
genau.  Endlich  enthalten  zw<ilf  Tafeln,  für  jeden  Monat  eine 
besondere,  alle  nur  irgend  bemerkeneiwertben  Himmelserscheinun- 
gen, welche  für  den  Lielihaber  der  Astronomie  irgendwie  von  In- 
teresse sein  können.  Eine  Oppoüitions' Ephemeride  der  älteren 
Asteroiden  und  eine  l>ifmnicrungH-Tabelle,  ivelche  Anlang  und 
Ende  des  Zwielichla  und  des  Tages  enthält,  schliessen  die  eit>ent- 
lichen  astronomischen  Ephemeriden  In  der  zweckm&ssigsten  Weise. 
Alle  Angaben  beziehen  sich  für  mittlere  Zeit  auf  den  Meridian 
von  Wien,  was  der  allgemeinen  Verbreitung  des  Buchs  nicht  den 
roindestcn  Eintrag  thun  kann,  da  jedeEphemeride  nun  doch  irgend 
«inen  bestioimten  Meridian  zu  Grunde  legen  tnuas,  und  die  Re- 
diictionen  auf  jeden  anderen   Meridian,   die   natürlich   auch   dem 
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Liebhaber  nie  eria«6en  werden  können,  bekanntlich  Bebt  leicht  «isi 
Ausser  der  astronomischen  Ephemeride  enthält   diese»  Jakrboek 
nun  noch  sehr  viel  Lehrreiches  und  für  den  Liebhaber  der  Astro- 
nomie Nothwendiges.    Neben  der  Sternkarte   machen   wir  in  die- 
ser Beziehung  aofmerksam  auf  die  überaus  vollständige  und  geatw 
Uebersieht  des  Sonnensystems    und   die  Geschichte    der   Ittitei 
Entdeckungen ;   auf  das  Verzeichniss  der  seit   1854  erschieneaei 
Kometen,    als    Fortsetzung   des    allgemeinen    Verzeichnisses   m 
Jahrgange  1855 ;   auf  die  sehr  interessante  Beschreibung  des  gros- 
sen (Donati*schen)  Kometen  vom  Jahre  1858 ;  auf  die  Geschichte 
der  praktischen  Astronomie,  auf  £ble*s  Stundenzeiger^  das  bests 
gemein fassliche   Instrument  zur  Uhren -Regulirung,    ond    auf  die 
meteorologischen  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien 
vom   Jahre   1859,   mit  Rücksicht    auf  Barometerstand,    Wärm«, 
Spannkraflt  der  Dünste,  Windstärke  und    Bewölkung,   Höhe  des 
Niederschlags,    Vertheilung    der    Winds richtungen.    Ansiebt  des 
Himmels,    nebst  einer  allgemeinen  meteorologischen  Cbarakterisi- 
rung  des  Jahrs.    Ein  Inhalts- Verzeichniss  der  letzten  zehn  Jahr- 
gänge zeugt  ftlr  das  Streben  des  Herrn  Herausgebers,  alljährlich 
Neues  und  Interessantes  zu  bieten.    Eine  sehr  verständliche  An- 
leitung zum  Gebrauch  der  Ephemeride  fehlt  natürlich  nicht 

Wir  halten    diesen   Kalender    f)Ir    das    beste    astronomische 
Jahrbuch,  vvelches   wir  Liebhabern ^er   Astronomie   gegenwärtig 
empfehlen  kOnnen,  und  mOchten  auf  dasselbe  auch  sehr  für  den 
Gebrauch  auf  solchen  Schulen  hinweisen ,  wo  populäre  Astronomie 
und  mathematische  Geographie  besondere  Gegenstände  des   Un- 
terrichts sind,  und  der  Lehrer,  wie  sehr  zu  wünschen  ist,  nicht 
unterlässt,    die  Schüler   praktisch   mit   dem  Himmel    bekannt   zu 
machen,  natürlich  nach  unserer  Ansicht  keineswegs  rücksichtlich 
blosser   Sternkenntniss ,    sondern    wissenschaftlich   mit  Rücksicht 
auf  die  astronomisch  •  mathematische  Bedeutung  der  Gestirne  und 
den  Gebrauch ,  der  in  der  wissenschaftlichen  Astronomie  von  den- 
selben gemacht  wird,    wobei  natürlich  eine  Ephemeride  wie  die 
vorliegende,    welche   alles   Noth wendige    mit  für  solche  Zwecke 
völlig  ausreichender  Genauigkeit  bietet,   unbedingt  zur  Hand  sein 
mnss.     Bitten   möchten  wir  den  Herrn  Verfasser,   mit  Rücksicht 
auf  den  letzteren,  von  uns  sehr  gewünschten  Gebrauch  seines  so 
sehr  empfehlenswerthen  Büchleins,  nur  noch,   in  dem  folgenden 
Jahrgange  auch  einmal  eine  kleine  Tafel  der  mittleren  Positionen 
der  Hauptsterne  zu  liefern,  wenn  eine  solche,  was  wir  jetzt  nicht 
ermitteln  können,    nicht  vielleicht   schon   in  einem  der   früheren 
Jahrgänge  enthalten  ist,  eine,  von  .Zeit  zu  Zeit  überdies  nothwen- 
dige,  Wiederholung  derselben  übrigens  nicht  schaden  kann,  da  ja 
dazu  nur  etwa  zwei  Seiten  erforderlich  sein  würden. 
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MOge  das  Biichleio  alle  von  uns  gewünschte  Verbreitung  lin- 
den ;   der  Nutzen  wird  gewiss  nicht  ausbleiben. 


Pulko%vaer  Beobachtungen  des  grossen  Gometen 
von  1858.  Erste  Abtbeilung.  Beobachtungen  am  Re* 
fractor,  angestellt  von  Otto  Struve,  Mitgliede  der 
Akademie.  Zweite  Abtheilung.  Beobachtungen  am 
Heliometer  nebst  Untersuchungen  über  die  Natur  des 
Cometen,  von  Dr.  A.  Winnecke,  Adjuoct-Astronomen 
der  Hauptsternwarte.  Mit  6  Tafeln.  St.  Petersburg,. 
(Leopold  Voss  in  Leipzig).    1859. 

Je  mehr  der  grosse  Comet  von  ]868  die  Aufmerksamkeit  der 
ganzen  Welt  auf  sich  zog,  und  je  mehr  sich  unsere  Leser  des- 
selben noch  mit  dem  grussten  Interesse  erinnern  werden:  desto 
mehr  müssen  wir  dieselben  auf  die  vorliegende  treffliche  Schrift 
aufmerksam  machen,  die  —  gegründet  auf  die  an  der  grossen 
russischen  Haupt -Sternwarte  mit  den  grOssten  und  kräftigsten 
Instrumenten,  welche  die  Wissenschaft  gegen wftrtig  besitzt,  von 
zwei  ausgezeichneten  Astronomen  angestellten  Beobachtungen,  — 
diesem  in  jeder  Beziehung  so  höchst  merkwürdigen  Weltkorper 
eine  sehr  ausführliche  Betrachtung  widmet  Wie  schon  d^r 
Titel  besagt,  besteht  die  Sc|irift  au^  zwei  Abtheilungen.  —  Die 
erste  Abtbeilung  enthält  die  von  Herrn  O.  Struve  am  Re* 
fractor  angestellten  Beobachtungen  (natürlich  nicht  ohne  die  auf 
dieselben  gegründeten  Rechnungen)  vom  2.  September  bis  13.  Octo- 
ber,  wo  um  20*  20"  die  Beobachtungen  am  Fernrohre,  wegen 
Unruhe  und  Undeutlichkeit  der  Bilder  in  der  Nähe  des  Horizonts, 
geschlossen  werden  mussten,  nachdem  Lieutenant  Smysloff 
noch  mit  blossem  Auge  den  Lauf  des  Schweifs  zwischen  den 
Sternen  gezeichnet  hatte.  Gesehen  wurde  der  Comet  in  Pulkowa 
zum  ersten  Male  am  16.  August  im  Refractor  in  geringer  Hohe 
über  dem  Nordhorizonte,  am  19.  August  wurde  er  zum  ersten 
Male  mit  blossen  Augen  erkannt,  dichter  Rauch,  der  von  den  in 
der  Umgegend  Pulkowa*s  brennenden  Morästen  aufstieg,  hinderte 
aber,  mit  Ausnahme  der  beiden  genannten  Tage,  alle  Beobach* 
tungen,  die  daher,  wie  schon  erinnert,  erst  am  2.  September  be- 
ginnen konnten;  am  13.  October  20*20"  wurden  die  letzten  Spuren 
des  Cometen  auf  halbem  Wege  zwischen  «  Herculis  und  o  Lyrae 
erkannt.  Mehrere  treffliche,  in  grossem  Maassstabe  ausgeführte 
lithographirte  Abbildungen  sind  dieser  ersten  Abtbeilung  beige- 
fägt,  und  verleihen  der  Schrift  noch  einen  besonderen  Werth.  — 
Die  zweite  Abtheilung  enthält  die  von  Herrn  Dr.  Winnecke 
am  Heliometer    angestellten   Beobachtungen   nebst   Bemerkungen 
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über  die  Natar  der  Cometen.    Die  Beobachtungen   mnrassen  des- 
selben Zeitraum  wie  die  Torher&fehendeD ,  und  zerfallen,  nebst  dti 
Bemerkan^en  Ober  die  Natur  der  Cometen,  in  die  folgenden  ein- 
zelnen Abtheiinngen :    Ortsbestimmungen  des  Cometen;   Kern  des 
Cometen ;  Kopf  des  Cometen ;  Scbuetf  des  Cometen ;  Fom  KerM 
nach  Dimension  und  Helligkeit;   vom  Kopfe;  von  der  tschwaches 
UnihQllung;    vom    schwachen,    schmalen  ISchweife;    Tom    beUei 
Schweife.    Auch  dieser  Abtheilung  sind  mehrere  werthrotle  Litbo- 
graphieen  beigeftigt,  und  Bemerkungen  über  die  sämmtlichen  Litbo- 
graphieen,  —  im  Ganzen   sechs   schone   grosse  Tafeln,   —   be- 
scbliessen  die  Schrift.    Die  zweite  Abtheilung  enthält  eine  grosse 
Menge  der  interessantesten  und  lehrreichsten  Notizen  Ober  frühere 
Cometen,    und   rficksichtlich  der  theoretischen  Betrachtangen  bat 
sich  der  Herr  Verfasser  mit  Recht  vorzugsweise  an  die  bekannte 
schone,  von    B  es  sei  entwickelte  Theorie  angeschlossen.    Da» 
beide   Abtheilungen    viele    neue    interessante    Bemerkungen    and 
Betrachtungen  enthalten,   welche  die  Astronomen  zu  neuen  For- 
schungen über  die  Natur  der  Cometen  anregen  werden  und  müs- 
sen ,  versteht  sich  bei  so  ausgezeichneten  Beobachtern  von  selbst 

Wir  halten  diese  Schrift,  welche  ein  neues  schOnes  Zeugnis« 
von  dem  Erfolge,  mit  welchem  die  Astronomen  der  grossen  ros- 
sischen  Haupt- Sternwarte  die  ihnen  gewordene  Aufgabe  zu  Ifisen 
eifrig  bestrebt  sind,  fflr  sehr  wichtig,  und  zwar  nicht  bloss 
für  den  Donati' sehen  Cometen  allein,  sondern  ffir  die  ganze 
Cometentheorie  überhaupt.  Dieselbe  ist  nicht  bloss  für  den  streng 
wissenschaftlichen  Astronomen,  sondern  wegen  der  vielen  darin 
enthaltenen  alls^emeinen  Betrachtungen  über  die  Weltkorper,  denen 
sie  gewidmet  ist ,  auch  für  jeden  Liehhaber  der  Astronomie  von 
dem  grOssten  Interesse,  und  wird  von  uns  daher  zu  der  allge- 
meinsten Beachtung  dringend  empfohlen. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Experimental-Physik  von  Dr.  Edmund 
KGlp,  Professor  der  Physik  und  Mathematik  an  der 
höheren  Gewerbschule  zu  Darmstadt.  In  vier  Bänden. 
"  Erster  Band:  Die  Statik  und  Dynamik  fester  und 
flüssiger  Körper.  Mit  166  Abbildungen  im  Text.  Darm- 
stadt. 1860.  (Diehi.)  —  Zweiter  Band:  Die  Lehre  vom 
Schall  und  vom  Licht.  Mit  438  Abbildungen  im  Text. 
Darmstadt.  1857.  1868.    (Diehl.)    8. 
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Wir  haben  mit  der  Anzeige  dieses  Werks  bis  jetzt  gezögert, 
weil  wir  erst  das  Erscheinen  aller  vier  Bände,  auf  welche  das- 
selbe laot  seinem  Titel  berechnet  ist,  abwarten  wollten,  um  so 
mehr,  weil  d^r  zweite  Theil  einige  Jahre  früher  als  der  erste  er- 
schien. Wenn  nun  aber  auch  jetzt  erst  die  beiden  vorliegenden 
Theile  erschienen  «»ind,  so  glauben  wir  doch  mit  einer  Anzeige 
nicht  länger  warten  und  dieselbe  bis  zn  dem  Erscheinen  der  zwei 
letzten  Theile  hinausschieben  zu  dürfen,  weil  wir  der  Meinung 
sind,  dass  das  Werk  allerdings  verdient,  in  einem  %veiteren  Kreise 
möglichst  bald  bekannt  zu  werden,  wozu  wir  gern  auch  von  un- 
serer 8eite  Einiges  beitragen  mochten.  —  Zur  Charakterisirung 
desselben  im  Allgemeinen  bemerken  wir  zuvorderst  und  heben  es 
lobend  hervor,  dass  es  beiden  Seiten  der  Physik:  der  experimen- 
tellen oder,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  der  praktischen  Seite  und 
der  mathematischen  Seite  gleiche  Aufmerksamkeit  schenkt,  die 
Physik  nach  beiden  Seiten  hin  mit  gleicher  Gründlichkeit  und 
Ausführlichkeit  zu  behandeln  strebt.  Gerade  diese  doppelte  Rich- 
tung, ohne  besonders  hervortretende  Bevorzugung  der  einen  vor 
def  anderen,  ist  nach  unserer  Meinung  das  Charakteristische  die^ 
ses  Werks,  wodurch  es  sich  auch  namentlich  einen  ehrenvollen 
Platz  in  der  physikalischen  Literatur  sichern  wird.  —  Was  nun 
insbesondere  die  experimentelle  Seite  desselben  betrifft,  so  erbel* 
let  schon  aus  der.  grossen  Zahl  von  604  vortrefflich  ausgeführten 
Figuren  und  Abbildungen^  von  denen  ein  sehr  grosser,  wo  nicht 
der  grosste  Theil  vollständig  ausgeführte  Darstellungen  von  In- 
strumenten und  Apparaten  sind,  dass  der  experimentelle  Theil 
mit  besonderer  Liebe  von  dem  Herrn  Verfasser  behandelt  worden 
ist,  und  jedenfalls  des  Lehrreichen  sehr  viel  enthält,  wobei  noch 
mit  besonderem  Lobe  hervorgehoben  werden  muss,  dass  die  hier 
beschriebenen  Versuche  fast  sämmtlich  im  eigenen  physikalischen 
Kabinette  wirklich  angestellt  und  öfters  wiederholt  worden  sind, 
wobei  der  Herr  Verfasser  von  seinen  Collegen,  den  Herren  Dre- 
ser,  Fischer»  Waibler  und  Zehfnss,  mit  sehr  wesentlichem 
Erfolge  unterstützt  wurde.  Lehrern  also,  welche  sich  dieses 
Buchs  als  Hülfsmittel  bei  ihrem  Unterrichte  bedienen ,  ist  hiedureh 
die  Gewissheit  gegeben,  dass  sie  sich  nicht  unnothigerweise  und 
ohne  irgend  welchen  günstigen  Erfolg  mit  den  hier  beschriebenen 
Versuchen  abmühen  werden ,  was  jedenfalls  ein  sehr  beachtens- 
wertber  Vorzug  dieses  Werks  ist.  Zugleich  haben  wir  hieraus 
mit  Freuden  entnommen,  wie  reich  ausgestattet  der  physikalische 
Apparat  der  Lehranstalt  sein  muss,  welcher  der  Herr  Verfasser 
seine  Kräfte  schon  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren  widmet.  — 
Was  ferner  die  mathematische  Seite  betrifft,  so  ist  den  Lesern 
des  Archivs  genugsam  bekannt,  dass  wir  alle  die  physikalischen 
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Lehrbücher  sfets  mit  besonderer  Freude  begrfissen ,     trelcke  da- 
rauf ausgeben ,  keinen  Satx  oder  kein  Gresetz ,  welche  einer  strei- 
gen    mathematischen  Begründung   bedürfen  und  ohne  eine  saldM 
gar  nicht  wahrhaft  verstanden  und  begriffen  werden  können»  oiiM 
eine  solche  Begrfindung  zu  lassen.     Üass  der  Herr  Verfasser  aad 
in    dieser   Beziehung   Verdienstliches    geleistet    hat,     lehrt  den 
Kundigen   der  erste    Blick   in  das  Werk.     Wenn  auch    ein  Paar 
Darstellungen,   wie  etwa  Tbl.  IL  S.  7.,  an  das  Gebiet   der  höhe- 
ren Analysis  zu  streifen  scheinen ,  so  hat  sich  der  Herr  Verfasser 
doch   sonst  fiberall  nur   der   sogenannten  Elementar -Mathematik 
bedient,  und  ist  nur  so  weit  gegangen,   als  diese  Vorkenntnisae 
gestatten,    was  wir  vollkommen  billigen  und  der  Tendenz  eiaea 
solchen  Buchs  allein  entsprechend  halten. 

Nach  dieser  allgemeinen  Charakterisirung  des  Werks  mifsaen 
%vir  uns  leider  begnügen,  nur  noch  den  Hauptinhalt  der  beidea 
vorliegenden  BSnde  anzugeben,  was  jedoch  hinreichend  sein  wird, 
um  dem  Leser  eine  Anschauung  von  der  Reichhaltigkeit  des  ihm 
hier  gebotenen  Materials  zu  geben. 

Erster  Tiiell«  Einleitung.  —  Erste  Abtheilung.    Gleich- 
gewicht und   Bewegung  fester  Korper.    I.  Von  den  Kor- 
pern  und  den  Kräften  im   Allgemeinen.    (Uebereinstimmung  und 
Verschiedenheit  der  Körper.     Kräfte   der  Materie.    Wesen   der 
Materie  und  Wesen  der  Kraft.    Zusammensetzung  und  Zeri^ung 
der  Kräfte.)    U.  Gleichgewicht  des   Festen.    Statik.     (EinwirkuD- 
^en  der  Schwere.     Gleichgewicht  der  Kräfte  an  Maschinen.     Cohl- 
sionskräfte.)     Aus  der  Cohäsion    entspringende   Hindemisse    der 
Bewegung.    III.  Bewegung  des  Festen.    Dynamik.    (Verschiedene 
Arten  von  Bewegung.  Bewegung  und  Stoss  fester  Körper.  Orehungs- 
bewegung.    Pendelbewegung.   Allgemeine  Gravitation.)  —  Zweite 
Abtheilung.    Gleichgewicht    und   Bewegung    flüssiger 
Körper.    I.  Gleichgewicht  des  tropfbar  Flussigen.     Hydrostatik. 
(Druck  und  Gleichgewicht  tropfbar  flüssiger  Körper.    Feste  Kor- 
per in  flüssigen.    Specifisches  Gewicht  fester  und  flüssiger  Kor- 
per.    Wirkungen  zwischen  den  Flüssigkeitstbeilen  unter  einander, 
wie  zwischen  ihnen  und  den  Theilen  fester  Körper.)    U.  Bewe- 
gung des  Trofbarflfissigen.   Hydrodynamik.  (Ausfluss  des  Wassers 
aus  Gewissen.     Bewegung  des  Wassers  in  längeren  Röhren.    Be- 
wegung des  Wassers  in  Kanälen  und  Flüssen.    Hydraulischer  Stoss 
und  hydraulische  Maschinen.)     III.    Gleichgewicht  des  Luft- 
förmigen.     Aerostatik.     (Atmosphärischer  Druck,  wobei  auch 
das   Höhenmessen  mit  dem   Barometer  mit  genügender  Ausführ- 
lichkeit behaodelt  ist.    Expansivkrad.     Aerostatische  Maschinen» 
Auftrieb  der  Luft.  Cohäsionserscheinungen  bei  den  Gasen.)  IV.  Be- 
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wegung   de«   LuftfTirmigen.    Aerodynamik.   —   »weiter  Tliell* 

Erste  Abtheilung.  Die  Lebre  vom  Schall.  Akustik. 
I.  Schwingungen  der  festen  Körper.  (Stehende  Schwingungen. 
Fortschreitende  Schwingungen,  lunende  Schwingungen.  Schwin- 
gungsweisen  verschiedener  Körper.)  II.  Schwingungen  der  Luft. 
(Tönende  Schw  ingungen  der  Luft.  Fortpflanzungs-  Geschwindigkeit 
des  Schalls.  Numerische  Bestimmung  der  absoluten  Tonhöhen 
und  Beisammensein  mehrerer  Schwingungen.  Verbreitung  des 
Schalls.  Werkzeuge  des  Gehörs  und  der  Stimme.  Schwingungen 
tropfbarer  Körper.)  —  Zweite  Abtheilung.  Die  Lehre  vom 
Licht.  Optik.  I.  Von  den  Eigenschaften  des  Lichts,  wie  sie 
bis  zur  Entdeckung  der  Interferenz  und  Polarisation  bekannt  waren. 
(Geradlinige  Fortpflanzung  des  Lichts,  Orthoptik.    Zurfickwerfnng 
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III.  Interferenz  und  Polarisation.  (Interferenz.  Reflexion  und  Re- 
fraction  im  Sinne  der  VVellentheorie.  Beugung  und  Farben  ddnner 
Körper.  Doppelte  Brechung.  Fortsetzung  der  Polarisation.  Pola- 
risations-Chromatik.  Kreisfurmige  und  elliplische  Polarisation. 
Einiges  iib^  optische  Iniatrumente  und  die  Photographie.) 

Wir  wänscnen  dem  Werke  alle  AufmerksaniKeit,  welche  es 
recht  sehr  verdient,  und  sehen  dem  Erscheinen  der  beiden  letzten 
Theile  mit  Verlangen  entgegen. 

Lehrbuch  der  ElektricitSt  von  J.  Gavarret,  Profes- 
sor der  Physik  an  der  medicinischen  Facultät  zu  Paris. 
Deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Rud.  Arendt.  Erster  Theil, 
zweite  Lieferung.  Zweiter  Theil.  Mit  280  und  176  in 
den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Brock- 
haus.  1859.    1860. 

Die  erste  Lieferung  des  ersten  Theils  dieser  in  jeder  Bezieh- 
ung ausgezeichneten  Uebersetzung  oder  vielmehr  Bearbeitung  des 
trefflichen  Traite  d'^lectricit^  par  J.  Gavarret.  Tome  I. 
Paris  1857.  Tome  II.  Paris.  1858.  8.  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXVIIL  S.  6.  kurz  angezeigt  worden,  und  wir  freuen  uns, 
das  Werk  jetzt  vollständig  vor  uns  liegen  zu  sehen.  Der  Charak- 
ter des  ganzen  Werks  ist  der  a.  a.  O.  von  uns  angegebene,  d.  h. 
der  Verfasser  hat  nach  unserer  Meinung  vorzugsweise  eine  mehr 
elementare 9  zugleich  der  Praxis  dienende  Darstellung  der  Lehre 
von  der  Elektricität,  unter  Voraussetzung  eines  nur  geringen  Maas- 
ses  mathematischer  Kenntnisse,  geben  wollen,  ohne  jedoch,  was 
wir  lobend  anerkennen  müssen,  die  Anwendung  der  Mathematik, 
wo  dieselbe  unentbehrlich  war,  ganz  auszuschhessen ,  indem  sich 
vielmehr  mehrere  recht  elegante  mathematische  Darstellungen  fin- 
den. So  weit  unsere  Kenntniss  dieses  Gegenstandes  reicht,  ist 
keine  Lehre  oder  Entdeckung,  die  irgend  wie  Beachtung  verdient, 
übergangen  worden,  und  die  Darstellung  darf  nach  unserer  Mei- 
nung eine  vollständige  genannt  werden,  so  weit  wenigstens  der 
Zweck  eines  Lehrbuchs  es  erfordert.  Hauptsächlich  aber  ist  diese 
Vollständigkeit  der  Uebersetzung  zu  vindiciren,  und  derselben 
ist  durch  die  vielfachen  Zusätze,  die  von  dem  Herrn  Uebersetzer 
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herrflhren,  ein  sehr  wesentlicher  Vorzug  vor  dem  Originale  ▼e^ 
liehen  worden»  wobei  mit  Recht  vorzflglich  auch  die  Arbeitet 
deutscher  Physiker  und  Chemiker,  wie  Wiedemann,  Ritter, 
Böttger,  Kolbe.  Poggendorff,  Wöhler,  Buff,  Lein, 
Becker,   Reich,  Weber,  PIficker,   die  im  Original  fibergan* 

gen  waren,  Berücksichtigung  und  Beachtung  gefunden  haben. 
^as8  der  Herr  Uebersetzer  diene  Zusätze  dem  Text  unmittelbar 
und  geradezu  einverleibt,  nicht  als  Noten  beigefugt  hat,  i«t  jeden- 
falls vollständig  zu  billigen,  besonders  da  derselbe  im  Vorwort zan 
zweiten  Theile  eine  Uebersicht  dieser  Zusätze  mit  genauer  An- 
gabe der  Seltenzahlen  gegeben  hat. 

Die  erste  Abtheilung  ist  der  Statischen  Eleklricität  ge- 
widmet und  handelt  nach  einer  Einleitung :  I.  Von  den  elektrischet 
Kräften.  (Gesetze  der  Anziehung  und  Abstossung,  Vertheilungder 
Elektricität.)  IL  Von  der  Clektrisirung  durch  Influenz  oder  lodac 
tion.  (Allgemeine  Erscheinungen,  Elektroscope ,  Apparate  zor 
Elektricitäts- Entwicklung.  Rolle  elektrischer  Körper  bei  der  In- 
duction.  Condensations- Apparate.  III.  Von  der  elektrischen  Ent- 
ladung. (Conductive  Entladung.  Disruptive  Entladung.  Noten,  vor- 
zflglich mathematischen  Inhalts »  Ober  die  Theorie  der  Drehwaage 
und  des  Condensators.)  • 

Die  zweite  Abtheilung  enthält  die  Lehre  vom  Magnetismus. 
(Allgemeine  Erscheinungen.  Hypothese  zweier  magnetischer  Fluida. 
Magnetische  Kraft  der  Erde.  Gesetze  der  magnetischen  \Virkaiig. 
Verfahren  zum  Magnetisiren  von  Stahlstäben.) 

Die  bei  Weitem  grosste  dritte  Abtheilung  bebandelt  die 
dynamische  Elektricität,  und  bietet  eine  so  grosse  Ausfuhrlicbkeit 
und  Mannigfaltigkeit  dar,  dass  wir  uns  hier  bef^nOgen  mGssen,  nai 
den  Hauptinhalt  der  einzelnen  Kapitel  —  nicht  auch,  wie  wir 
vorher  gethan,  der  einzelnen  Artikel,  ~  anzugeben,  nämlich: 
Einleitende  Bemerkungen.  L  Elektrodynamische  Phänomene.  11.  Die 
Quellen  der  elektromotorischen  Kraft.  III.  Chemische  Eigen^cbaf- 
ten  der  Elektricität.  IV.  Allgemeine  Gesetze  der  elektrischen 
Strome.  V.  Elektrodynamische  und  magnetoelektrische  Induction. 
VI.  Wirkung  des  Magnetismus  auf  das  Licht  und  auf  alle  Katar- 
kfirper.  VII.  Mechanische  und  physikalische  Wirkungen  der  Elek- 
tricität 

Die  vierte  Abtheilung  betrifl't  endlich  die  atmosphärische 
Elektricität.  (Auffindung  der  atmosphärischen  Elektricität  Ver 
theilung  der  atmosphärischen  Elektricität  Quelle  der  atmosphä- 
rischen Elektricität.  Schutzmittel  gegen  den  Blitz.  Der  Blitzableiter.) 

Die  äussere  Ausstattung  rucksicbtiich  des  Drucks  und  der 
Holzschnitte  ist  vortrefflich  und  macht  der  berühmten  Verlags- 
handlung alle  Ehre. 

Wir  können  von  unserer  Seite  versichern,  dass  wir  dieses 
auch  durch  Eleganz  und  Deutlichkeit  der  Darstellung  sich  aus- 
zeichnende Werk  mit  grossem  Interesse  und  vielfarher  Belehrung 
gelesen  haben,  und  wilssten  namentlich  Lehrern  an  höheren  Un- 
terrichts-Anstalten,  kein  zweckmässigeres  ßnch  lur  ihren  Gebrauch 
zu  empfehlen.  Der  Herr  Cebersetier  verdient  allen  Dank,  da*> 
er  sich  dieser  Arbeit  mit  so  viel  Fleiss  und  Geschick  unterzogen  bat. 
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